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Exercice 1 SoientA1, . . . ,An des événements d’un espace probabilisable(Ω,F ). Donner l’écriture ensem-
bliste des événements suivants :

1. Au moins un desAi est réalisé ;

2. Aucun desAi n’est réalisé ;

Explicitez ces événements lorsqueΩ = R etAi = [1/i,1+1/i].

Exercice 2 Soit (An,n ∈ N) une suite d’événement. Interpréter les événements suivants donnés par leur
écriture ensembliste : ⋃

n∈N

⋂
m>n

Am ,
⋂
n∈N

⋃
m>n

Am.

De même que dans l’exercice précédent, explicitez ces événements lorsqueAi = [1/i,1+1/i].

Exercice 3 Soit Ω un ensemble fini etA ⊂ P (Ω) une algèbre surΩ. Montrez queA est uneσ-algèbre.

Exercice 4 Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé,A etB des événements. Montrez que

1. SiP(A) = 1 alorsP(B\A) = 0 ;

2. SiP(A) = 0 alorsP(B∩A) = 0 etP(B\A) = P(B).

3. Soit(An,n∈ N) une suite croissante d’événements, i.e.A0 ⊂ A1 ⊂ ·· ·An ⊂ ·· · . Montrez que

P(∪n∈NAn) = lim
n→∞

↑ P(An)

De même, montrez que si(Bn,n∈N) est une suite décroissante d’événements, i.e.B0⊃B1⊃ ·· ·Bn⊃
·· · , alors

P(∩n∈NBn) = lim
n→∞

↓ P(Bn)

Exercice 5 Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé etA,B,C des événements (i.e. des éléments deF ). Dé-
montrez la formule de «Poincaré» suivante :

P(A∪B∪C) = P(A)+P(B)+P(C)−P(A∩B)−P(B∩C)−P(A∩C)+P(A∩B∩C).

Plus généralement, on peut démontrer la formule suivante pour des événementsA1, . . . ,An :

P(∪n
i=1Ai) =

n

∑
i=1

P(Ai)− ∑
16i< j6n

P(Ai ∩A j)+ · · ·+(−1)n+1P(A1∩·· ·∩An).

Exercice 6 Combien y a-t-il (en base 10)

1. de nombres der chiffres au plus ?

2. de nombres der chiffres exactement ?

3. de nombres der chiffres exactement formés de chiffres différents ?

Exercice 7 On tire d’un seul coup 5 cartes parmi les 32 cartes d’un jeu. Déterminez

1. le nombre de mains possibles ;

2. le nombre de mains contenant exactement une paire ;

3. le nombre de mains contenant une séquence de 5 cartes d’une seule couleur ;

4. le nombre de mains contenant exactement 2 rois ou exactement 3 dames.

Exercice 8 On noteNn = {1, . . . ,n}.
1. Combien y a-t-il de couples(A,B) de sous-ensembles deNn dont la réunion estNn ?
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2. Même question avecA etB disjoints ?

Exercice 9 On jette un dé au hasard. Calculez la probabilité d’obtenir un 5 (construire un modèle probabi-
liste et traduire la question posée en termes du calcul de la probabilité d’un événement).

Exercice 10 Proposez un modèle probabiliste pour les expériences aléatoires suivantes :

1. Jet de deux dés discernables ;

2. Jet de deux dés indiscernables ;

3. Tirage d’une boule dans une urne contenant quatre boules blanches et deux boules rouges, les boules
de même couleur étant indiscernables ;

4. Tirage simultané de deux boules sans remise dans les mêmes conditions.

Exercice 11 (Problème de Galilée) Le prince de Toscane demande un jour à Galilée : «Pourquoi lorsqu’on
jette trois dés obtient-on plus souvent la somme 10 que la somme 9, bien que ces deux sommes soient
obtenues de six façons différentes ?» (construire un modèle probabiliste et traduire la question posée en
terme du calcul de la probabilité d’un événement).

Exercice 12 Une urne contientN boules noires etB boules blanches. On effectueT tirages et on suppose
queT > N+B. SoitAk l’événement «il a falluk tirages pour tirer une boule noire». Calculer la probabilité
desAk :

– lorsque les tirages sont avec remise ;
– lorsque les tirages sont sans remise.

Vous devez bien sûr préciser l’espace probabilisé(Ω,A ,P) choisi et à quelle partie deΩ correspondAk.
Que se passe-t-il si l’on suppose que le nombreT de tirages effectués est infini ?

Exercice 13 On considère une classe den élèves. Pour chaque élève, on suppose que chaque jour de l’année
a la même probabilité d’être le jour de son anniversaire et on ne prend pas en compte les années bissextiles.
Calculez la probabilité que deux élèves au moins de cette classe aient leur anniversaire le même jour. À partir
de combien d’élèves cette probabilité devient supérieure à 0.5 ? À 0.8 ? Comment interpréter ce résultat ?
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Pour estimer par le calcul la probabilité recherchée, on peut utiliser l’encadrement suivant, pour 0< x < 1 :

−x− x2

2(1−x)
6 log(1−x) 6−x− x2

2

et la formule de sommation des premiers carrés

n−1

∑
k=1

k2 =
n(2n−1)(n−1)

6
∼ n3

3
.
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