Université Paul Sabatier Année 2001
Albi et Toulouse I DEUG MIAS — Seconde année — Probabilité

Correction indicative de I'examen de juin 2001

Comme d’habitude, il y a parfois plusieurs facons de faire, mais ce sont la justesse, la rigueur, la concision et la clarté des rép
qui priment. Le nombre de points est indiqué en gras entre crochets pour chaque réponse.
Probléme 1 [13 points] Ce probléme concerne la loi exponentielle, étudiée en cours et en TD pendant le semestre.

1. Il s’agit de redémontrer (et non pas seulement de rappeler...) que la moyenne et la variance de la loi exponentielle de para
A valent YA et que la fonction de répartition vaki(t) := (1 —exp(—At)) 1>0y- Cf. cours & TD pour les details[P]

2. (a) Pourtout dansR, ona:
F(t):=PZ<t) =P(Ty <t, T <t) "SPP(TL <HP(To < t) = F()2[1]
Fz est dérivable suR et £(Z) admet pour densité
fz(t) :=Fz(t) = 2F () F'(t) = 2F (1) f (1),
qui donne la formule demand§g.

(b) Par intégration par parties, on trouve du@) = 3A/2[1].

3. (a) Parlinéarité de I'espérance, odB@ ) =E(T1) + E(T,) = 2/A et par indépendance dget Ty, onaV(U) = V(T1) +V(Tp) =
2/A.[1,+1 si cette méthode pour la variance]

(b) OnaV:=Ti+14T2[1,5], et

E(V) = E(T) + E(1y T2) "SPE(Ty) + E(14) E(T2) = E(T1) + P(H)E(T2) = (14 p)/A.[1,5]

D’autre part :

F(t): =PV

P
P({V gt}mH)HP({V <t}nHY)

PV <t}[H)P(H) +P{V <t} [H®) (1-P(H))
p

PR

=

PU<t)+(1-pP(M<t)
(1) +(1-p)F(t).[1,5]

Onaenfin:
fv(t) ;=R (t) = pfu(t)+(1-p) f(t).[0,5]

(c) Lafonctionp € [0,1] — E(Z) —E(U) :=3A/2— (1+ p)/A est strictement décroissante et ne s’annule que peurd/2.
L'allumage simultané est donc meilleur (en moyenne) que I'allumage successifppouk/2, ce qui correspond bien,
gualitativement du moins, a l'intuitiofl]

Exercice 1 [8,5+2 points]On noteq:=1— pet£(Z) laloi d’'une v.aZ. On peut remarquer qu’étant donnée la définition sexuellement
symétrique deX, on peut s’attendre a trouver des formules tout aussi symétriqupseeq pour L(X) et E(X). Il y avait une petite
coquille dans I'’énoncé (omission d'tih Aussi, le baréme tient compte de cette difficulté supplémentaire de I'exercice en récompense
la manifestation d’un esprit critique et en tolérant des sommations mal «initialisées». ..

1. Pour toui € N*, ona:P(X =i) = p'q+¢d p. Et oui, pour queX valei, il faut soiti hommes puis une femme, soit I'inverse :

— 1) — P PP f— PP “ee f— I I

P(X=i)=P(H---HFouF FH)diSj.IP(H HF)+P(F FH)indép.p g+4 p.[1]
i fois i fois i fois i fois

2. En utilisant la formule de sommation géométrique, il vient

2 2
qzkpk+pquk Tre=

pPq
3. Pourtoui, j € N*, I'événemen{X =i, Y = j} correspond & I'un des deux cas disjoints suivants :
H---HF---FH ou F---FH---HF.
S~ S~
i fois j fois i fois j fois

Ces deux cas étant disjoints, on a donc bien la formule demandée par addition de leur probabilité puis utilisation de I'indépend
du sexe des confessions successives, comme dans le cale(Xglg1]



4. Pourtoutj e N*, ona:P(Y = |) =39 P(X =i,Y = j) = p?q "t +¢?pl 1. [1,5]
5. Lesv.aX etY sont indépendantes si et seulement si pouritgut N*, on a :

P(X=i,Y =) =PX=0)PY = j).

Les expressions des lais(X), L(Y) et L(X,Y) obtenues dans les questions précédentes permettent alors d’affirm€retde
sont indépendantes si et seulemerg si 1/2. En effet, on a:

P(X=i,Y=])=p"d +d"p,

et
IP)(X _ I)P(Y _ J) — pi+2qj +q|+2pj + p3qi+j71+q3pi+jfl.

Donc en utilisant le fait qup+q=1, il vient :
P(X =i Y = J) —P(X — i)P(Y — J) _ —p3qi+j’1 _q3pi+j71+qi+1pj+1+qj+1pi+1.

On remarque alors que cette expression est nulle peuf/2. [1]
D’autre part, pour = j =1, elle vaut :

—pg—®p+29°p? = pq(2pg— o — p?) = pa(2pg— o — p%) = —pa(p—a)? = p(p—1)(1—2p)?,
qui ne s’annulle que poy = 1/2 lorsquep €]0,1[. [2]

—— Fin (et bonnes vacances...) —



