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W. Doeblin

(1)

Recherches sur l’équation de Kolmogoroff (1)
Définition de l’équation de Kolmogoroff

Considérons une particule mobile se mouvant aléatoirement sur la droite (ou sur un segment
de droite). Supposons qu’il existe une probabilitéF (x, y; s, t) bien définie pour que la particule
se trouvant à l’instants dans la positionx se trouve à l’instantt (> s) à gauche dey, probabilité
indépendante du mouvement antérieur de la particule. Nous supposeronsF (x, y; s, t) mesurable
(B) par rapport àx, s et t et solution de l’équation fonctionnelle

F (x, y; s, t) =

∫ +∞

−∞
F (z, y;u, t)dFz(x, z; s, u).

Nous supposons de plus que les limites suivantes existent (sauf pour certains points « singu-
liers » variant d’une façon continue avec le temps et en nombre fini dans tout intervalle fini)

(1) lim
t→s

1

t− s

∫
|y−x|<1

(y− x)dF (x, y; s, t) = a(x, s)

(1) cf. C. R. 1938.

Note de la rédaction : on a préservé la numérotation des pages et des paragraphes telle qu’elle figure dans
le manuscrit, les pages sont insérées en encadré et sont indiquées en italique entre parenthèses(1), (2), etc.
Bien entendu, les notes de bas de page sont celles de Doeblin.
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(2)

(2) lim
t→s

1

t− s

∫
|y−x|<1

(y− x)2 dF (x, y; s, t) = σ2(x, s),

(3) lim
t→s

∫
|y−x|>η

dF (x, y; s, t) = o(t− s), quel que soitη.

Si x est un point singulier à l’instants, on a seulement (3). Nous supposons que les limites (1)
et (2) ont lieu uniformément et quea(x, s) et σ2(x, s) sont continues par rapport àx et s en tout
intervalle fini ne contenant pas de points singuliers, (3) ayant lieu uniformément par rapport àx.
Nous supposons de plus qu’on a

lim
t→s

lim
x→∞

[
1−F (x, y; s, t)

]
(t− s)−1 = 0

lim
t→s

lim
x→−∞

F (x, y; s, t)(t− s)−1 = 0

Si toutes ces conditions sont satisfaites nous disons que le mouvement est régulier. Nous
n’envisagerons que des mouvements réguliers.

2) La position de la particule à l’instants sera dénotéeX(s). SoitY (s) =X(s)/
(
1 + |X(s)|

)
.

PROPOSITIONI. – La fonctionY (t) est presque-sûrement continue(X(t) pas nécessairement).

Remarque. – L’énoncé doit être compris de la façon suivante :Y (s) étant donné,
S(t1, t2, . . . , tn) étant un ensemble

(3)

fini d’instants de(s, t), la probabilité pour qu’il existe un couple d’instants(ti, tj) de S avec
|ti − tj |< ε et |Y (ti)− Y (tj)|> ε′ est< η(ε, ε′, s, t) quelque soit l’ensemble finiS, η(ε, ε′, s, t)
tendant vers0, si ε→ 0. [η(ε, ε′, Y (s), t), Y (s) rayé]

Démonstration. – Nous allons prouver qu’on a

Pr
{
|Y (t)− Y (t′)|> ε/2

}
<∆(t′ − t)

quel que soitY (t) si |t′ − t| < η, η pouvant être pris arbitrairement petit si∆ est suffisamment
petit, la proposition en découlera en vertu d’un raisonnement bien connu. Or par hypothèse

lim
t′→t

lim
x→∞

[
1−F (x, y, t, t′)

]
(t′ − t)−1 = 0

et nous supposons que cette limite a lieu uniformément par rapport àt. Prenons

1− y

1 + y
=
ε

2
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nous pouvons prendrex et∆′ tel que si|t′ − t|<∆′ on ait

F (−x,−y, t, t′) + 1− F (x, y, t, t′)<∆′(t′ − t)

si x > x. D’autre part si0 � x < x, on a si|t′ − t|<∆′′

Pr

{
|X(t)−X(t′)|> ε

2

}
<∆(t′ − t)

donc a fortiori

Pr
{
|Y (t)− Y (t′)|> ε/2

}
<∆(t′ − t)

Prenonsη = min(∆′,∆′′) on a bien

Pr
{
|Y (t)− Y (t′)|> ε/2

}
<∆(t′ − t) c. q. f. d.

(4)

Nous allons montrer queX(t) peut être discontinue.
Considérons un mouvement ayant lieu sur la demi droite desx> 0 défini par

F (x, y; s, t) =

∫ y

0

p(x, z, s, t)dz

p(x, z, s, t) =
1√

2π(t− s)

[
e−

(z−x)2

2(t−s) + e−
(z+x)2

2(t−s)

]
(1)

a(x, s) = 0, σ(x, s) = 1 (pourx > 0)

[rayéc’est le mouvement] Si l’on considère une particule soumise au mouvement brownien sur la

droite illimitée (p(x, y, s, t) =
1√

2π(t− s)
exp

[
− (y− x)2

2(t− s)

]
)

et si l’on replie la droite sur elle-même à l’origine on obtient le mouvement sur la demi droite
définie par (1). [rayéPosonsZ(t) =X(t) + 1/X(t)]

X(t) est visiblement continu, mais a une probabilité positive de s’annuler, plus exactement la
probabilité pour qu’il y ait unX(u) < ε dans l’intervalle de temps(s, t) est [rayé positive]
> a(X(s), t− s)> 0.
Posonsz = x+1/x, on obtient un mouvement dans l’intervalle(1,∞), toujours régi par l’équation
de Kolmogoroff et on a

Z(t) =X(t) + 1/X(t)

est discontinu avec probabilité positive. C. q. f. d.
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(5)

3) Mouvement gaussien local.

SupposonsX(s) = x, x étant un point régulier des données à l’instants, σ(x, s) étant�= 0.
Envisageons[X(t)−X(s)]/

√
t− s. Nous pouvons écrire

X(s+ ∆)−X(s) =

n∑
1

(
X
(
s+

i

n
∆
)
−X

(
s+

i− 1

n
∆
))

Si ∆ est suffisamment petit la probabilité pour qu’il y ait un des
∣∣∣X(s+

i

n
∆
)
−X(s)

∣∣∣> ε est

< ε/2 et nous pouvons trouvern tel que la probabilité pour qu’on ait un des∣∣∣X(s+
i

n
∆
)
−X

(
s+

i− 1

n
∆
)∣∣∣> ε∆ soit< ε. Posons

∆i =X
(
s+

i

n
∆
)
−X

(
s+

i− 1

n
∆
)

Si
∣∣∣X(s+

i− 1

n
∆
)
−X(s)

∣∣∣<∆, posons∆i = ∆i si |∆i|< ε∆

= 0 dans le cas contraire

Si
∣∣∣X(s +

i− 1

n
∆
)
− X(s)

∣∣∣ > ∆, nous prenons pour∆i une variable quelconque dont

l’espérance mathématique esta(x, s)
∆

n
, l’écart-typeσ(x, s)

√
∆

n
avecE

∣∣∆3

i

∣∣< ε
∆2

n
σ2.

On a quel que soit±X
(
s+

i− 1

n
∆
)

E
′[∆i] = [a(x, s) + η]

∆

n

E
′[∆2

i ] = [σ2(x, s) + η′]
∆

n
· · ·

E
′[∆3

i ]< ε∆E[∆2
i ]

E
′ indiquant l’espérance mathématique évaluée siX

(
s+

i− 1

n
∆
)

est déterminée,η et η′ étant

extrêmement petits. Il résulte alors facilement (1) que la fonction caractéristique de

(1) (cf. p. ex. S. Bernstein :Math. Ann., t 1927)

(6)[ n∑
1

∆i − ∆a(x, s)
]
∆−1/2 tend si∆ → 0 versexp

{
−σ2(x, s)

t2

2

}
. [rayé : la loi de probabilité

de ]
n∑
1

∆i ne diffère de
n∑
1

∆i que dans des cas de probabilité arbitrairement petite, la loi de probabilité

de
[ n∑

1
∆i − ∆a(x, s)

]
∆−1/2 tend donc si∆ → 0 vers la loi de Gauss avec l’écart-typeσ(x, s).

On peut dire :
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Si σ(X(s), s) est différent de0, le déplacement local∆X résulte de la superposition d’un
déplacement non-aléatoire avec la vitessea(x, s)∆ et d’un mouvement aléatoire gaussien dont
l’écart-type estσ(x, s)

√
∆ (nous appelleronsσ(x, s) l’amplitude du mouvement gaussien) et dont

la moyenne est nulle.

Localement le mouvement non aléatoire, étant de l’ordre de∆, est négligeable par rapport
au mouvement gaussien. Il n’en est pas ainsi lorsque∆ cesse d’être infiniment petit. Il est à
remarquer que la décomposition du mouvement indiqué ci-dessus n’est pas invariante lorsqu’on
fait un changement de variables [rayé : Y = ϕ(X), t′ = t, ouY = ], même si celui ci n’a que la
forme simplex′ = ϕ(x), y′ = ϕ(y), t′ = t, s′ = s.
Si σ = 0, [X(s+ ∆)−X(s)] est, en dehors de cas de probabilitésΞ(∆), 0(∆).
[Ξ que D. dessine comme un rectangle veut dire tend vers zéro sans idée d’ordre]

[Pages rayées7, 8, 9 ; voir notes]

(10)

3) La particule mobile décrit dans le plan(x, t) une courbe dont l’équation estx = X(t). Étant
donné une courbe continuex= z(t), pouvons-nous parler de la probabilité pour que notre particule
partant du point(x, s) franchit (1) resp. atteigne la courbez = z(u) avant l’instantt ?

S = S(t1, . . . , tn), (s < t1 < t2 · · · < tn < t), étant un ensemble fini d’instants, soitPS la
probabilité pour qu’il y ait unX(ti)> z(ti). SoitP la borne supérieure dePS lorsque l’ensemble
fini S varie. SoitP la limite inférieure de la probabilitéPS pour les ensemblesS lorsque
t1 − s→ 0,. . .,ti − ti−1 → 0,. . .,t− tn → 0. Prouvons queP = P .

Nous pouvons trouver un ensembleS(t1, . . . , tn) tel que|P − PS | < η. Nous pouvons alors
trouverη′ tel que la probabilitéP ′

S pour qu’on ait unX(ti)> z(ti) + η′, satisfasse à|P ′
S − P |<

2η.

D’autre part quel que soitη′′ nous pouvons prendreS′ tel que|PS′ − P |< η et queS′ contient
des nombrest′i avec|t′i − ti|< η′′. Si η′′ est suffisamment petit on aura (no 1) en dehors de cas de
probabilité< η, |Y (ti)− Y (t′i)|< η′′′ pour touti. Déterminonsη′′′ de telle sorte que

(1) z(s)>X(s) !

(11)

X(ti)> z(ti) + η′, |Y (ti) − Y (t′i)|< η′′′ entraîneX(t′i)> z(t′i). La probabilité [rayépour que]
PS′ est évidemment au moins égale à la probabilité pour qu’il y ait unX(t′i)> z(t′i), probabilité
que nous appelleronsq. On a alors :

P + η � PS′ � q > P ′
S − η > P − 3η

ce qui prouve bien queP = P
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Nous pouvons donc parler de la probabilité pour que notre particule franchit la courbe continue
z = z(u) avant l’instantt et nous la poserons= P .
P ε étant la probabilité pour que la particule franchisse la courbez′ = z(t) − ε, la probabilité

pour que la particule atteignez = z(t) sera évidemment la limite deP ε lorsqueε tend vers zéro.

4) Dans certains cas on a à envisager l’espérance mathématique deX(t) − X(s) ou de
[X(t)−X(s)]2 sachant qu’on a p. e.X(s) = x et |X(t′)− x| � 1, pour toutt′ [rayé: inférieur à]
compris entres et t. Appelons H l’hypothèse|X(t′)− x|� 1, pour toutt′ (s < t′ < t).

(12)

On peut écrire∫
|y−x|�1

(y− x)i dyF (x, y, s, t) = Pr{H}EH

[
(y− x)i

]
+ θ
[
1−Pr{H}

]
, −1 � θ � 1.

Si t→ s : Pr{H}→ 1, et∫
|y−x|�1

(y− x)dyF [x, y, s, t] = a(x, s)(t− s) + o(t− s)

∫
|y−x|�1

(y− x)2 dyF [x, y, s, t] = σ2(x, s)(t− s) + o(t− s)

1

t− s
EH [X(t)− x] → a(x, s),

1

t− s
EH [X(t)− x]2 → σ2(x, s)

[5) rayévoir notes].

5) Si σ et a sont continues etσ > 0 pourα� x� β, 0< t < T , la probabilité pour qu’on ait un
X(t)> β pour t <∆, tend vers1 siX(0)→ β.

Démonstration.On peut trouver une fonctionϕ(t) → 0 si t→ 0 telle que la probabilité pour
qu’on ait|X(t)−X(0)|>ϕ(t) pour unt <∆ tend vers zéro si∆→ 0

(13)

[Partie rayéevoir notes]

[soit ε très petit], si|X(0)− β|< ε. t1, t2, . . . , tn étantn instants (0< t1 < t2 < · · ·< tn < ∆),
on peut écrire

Pr
{
X(ti)> β, i= 1, . . . , n

}
� Pr

{
X(t1)> β}+

[
1−Pr

{
X(t1)> β

}
−Pr

{
X(t1)< β − ε− ϕ(t1)

}]
Pr′
{
X(t2)> β

}
+ Pr

{
β − ε−ϕ(ti)<X(ti) � β, i= 1, 2

}
Pr′
{
X(t3)>β

}
+ · · ·

Pr′
{
X(tj) > β

}
indiquant la probabilité pour queX(tj) > β sous l’hypothèse qu’on a eu

β − ε− ϕ(ti)<X(ti) � β.
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Si 0< t′ < t′′ <∆, β− ε−ϕ(t′)<X(t′)<β et que∆ etε sont assez petits, la loi de probabilité
deX(t′′)−X(t′)/σ[β,0]

√
t′′ − t′ est très voisine de la loi de Gauss et nous pouvons prendreK

tel que si
√
t′′ − t′ >K[ϕ(t′) + ε] la probabilité pour queX(t′′)> β soit> 1/3.

Prenons alors
√
t1 >K ε,

√
t2 − t1 >K[ϕ(t1) + ε],. . .,

√
tn − tn−1 >K[ϕ(tn−1) + ε].

(14)

Cela sera possible si∆ restant fixe,ε est pris suffisamment petit.

SoitPj = Pr
{
X(ti)< β, i= 1, . . . , j

}
. On a

Pj+1 � Pj
2

3
+ Pr

{
X(tj)< β −ϕ(tj)

}
� Pj

2

3
+ ε

Pn �
(

2

3

)n

+ 3ε

Pr
{
X(t) � β, t� ∆

}
<Pr

{
X(ti)< β, i= 1, . . . , n

}
<

(
2

3

)n

+ 3ε (14.1)

Si ε tend vers0, n peut être pris arbitrairement grand, la formule (14.1) prouve donc la
proposition.

On démontre analoguement la

PROPOSITION 5.b. –Si σ(x, s) et a(x, s) sont continues au pointx, s et si σ > 0, presque-
sûrement siX(s) = x on aX(t) = x pour une infinité det tendant verss.

6) Considérons le processus suivant (1), Z(t) est égal àX(t) −
∫ t

0 a[X(u), u] du si l’on a eu
|X(t)|< 1 pour tout0 < u < t. Si X(u) = ±1, à partir de l’instantu, Z(t) − Z(t′) (t > t′ � u)
est régi par la loi de Gauss de moyenne zéro et d’écart-typeσ

√
t− t′, σ étant une constante> 0.

C’est un processus qui ne satisfait pas à l’équation de Chapman–Kolmogoroff.

(1) σ eta étant continus etσ étant> 0, X(0) = 0.

(15)

[rayéNous allons établir d’abord queE[X(t)] existe et est≡ 0. Si]

La variableZ(t) ainsi obtenue est presque-sûrement continue. La probabilité pour que|Z(t)|
dépasseAt+ 1 + x, A étant le maximum dea(x, s) pour−1 � x� 1, 0< s < t, x étant> 0, est

<

∫ ∞

x

1√
2πtσ

e−
x2

2σ2t dx, puisque l’hypothèse|Z(t)|>At+ 1 + x implique qu’il y a unu avec

|Z(u)|= 1. E[Zn(t)] existe par conséquent quel que soitn > 0.

Nous allons établir maintenant queE[Z(t)] ≡ 0. [rayéNous pouvons écrire]

En admettant qu’on a
∣∣∣Z( i

n
t
)
−Z
(i− 1

n
t
)∣∣∣< ε pour toutn, on n’exclut que des mouvements

ayant une probabilité totale tendant vers zéro sin→∞ et on peut même prendre pourε une suite
εn tendant vers zéro suffisamment lentement sans que le résultat soit altéré. Supposons donc qu’on
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a
∣∣∣Z( i

n
t
)
−Z
( i− 1

n
t
)∣∣∣< ε quelque soiti et évaluons la valeur moyenneE

′[Z(t)] deZ(t) sous

cette hypothèse.

E
′[Z(t)] =

∑
E
′
[
Z
( i
n
t
)
−Z
( i− 1

n
t
)]

SiX(tj) etZ(tj) sont connus pourj < i, E
′[∆Z] devient une fonctionϕi

[
X1, . . . ,Xj−1,Z(t1),

. . .,Z(tj−1)
]

(16)

et nous avons donc à étudier la valeur moyenne de

∑
i

ϕi

[
X(t1), . . . ,X(ti−1),Z(t1), . . . ,Z(ti−1)

]
.

[rayéDeux cas sont possibles] Supposons queX(t1), . . . ,X(ti−1) sont tous dans l’intervalle
(−1 + ε,+1 − ε). Comme [rayé nous avons supposé qu’on a en dehors de cas de probabilité
négligeable] par hypothèse on a|X(t′) − X(t′′)| < ε si |t′ − t′′| < 1/n, on aX(t) < 1 pour

0 � t� ti etZ(ti)−Z(ti−1) est égal àX(ti)−X(ti−1)−
∫ ti

ti−1

a(X(u), u)du.

D’autre part l’espérance mathématique deX(ti) − X(ti−1) −
∫ ti

ti−1

a(X(u), u)du sous

l’hypothèse que|X(ti)−X(ti−1)|< ε pour toutt (ti � t� ti−1) est en vertu du numéro 4 [rayé
précédent] et de la continuité dea(x, s) :

1

n
a
[
X(ti−1), ti−1

]
+ o
( 1

n

)
− 1

n
a
[
X(ti−1), ti−1

]
+ o
( 1

n

)
= o
( 1

n

)

c’est à direϕi

[
X(t1), . . . ,X(ti−1),Z(t1), . . . ,Z(ti−1)

]
= o
( 1

n

)
.

Ceci posé, nous pouvons distinguer deux cas
1) On a|X(ti)|< 1− ε pouri= 1, . . . , n
2) On a un|X(ti)|> 1− ε, |X(t1)|, . . . , |X(ti−1)| étant< 1− ε.

Dans le premier cas
n∑
1
ϕi = Ξ(n).

Dans le second cas
n∑
1
ϕj = Ξ(n) +

∑
j�i

ϕj .

(17)

D’autre part si|X(ti)| > 1 − ε la probabilité est très voisine de1, = 1 − Ξ(ε), qu’on a
|X(ti + t)|> 1 − ε pour unt <∆. On peut siεn → 0 prendreε= εn et ∆ = ∆n → 0 tel que la
probabilité pour qu’on ait un|X(ti + t)| > 1 pour unt < ∆n soit> 1 − ε′n [rayéD’autre part]
et si∆n est suffisamment petit∆n =m/nt, |Z(ti +m/nt)− Z(ti)|< Ξ[∆n], en dehors de cas

1066



Sur l’équation de Kolmogoroff

de probabilitéΞ[∆n]. En négligeant donc des mouvements ayant une probabilité totaleΞ(n), on
a dans le cas 2

n∑
j=1

ϕj = Ξ(n) +

i+m∑
j=i

ϕj +
∑

j>i+m

ϕj

i+m∑
j=i

ϕj = E
′[Z(ti +m/nt)−Z(ti)

]
= Ξ(n)

si d’autre parttj > ti + t, on a,Z(tj+1)−Z(tj) suivant un processus gaussien,

E
′[Z(tj+1)−Z(tj)

]
= o
( 1

n

)
, donc aussi dans le cas 2

n∑
1

ϕj = Ξ(n)

Les mouvements que nous avons exclus ayant une probabilité tendant vers zéro sin→∞, nous
concluons que

E[Z(t)] ≡ 0 c. q. f. d.

(18)

VII. Il résulte de la démonstration précédente que l’espérance mathématique deX(t) sous
l’hypothèse H′ qu’on a eu|X(u)−X(s)|< η, pour toutu < t, est [rayéégal]

EH′
[
X(t)−X(s)

]
= EH′

[∫ t

s

a(X(u), u)du

]

on a donc

1

t− s

∫
|y−x|�1

(y− x)dyF (x, y, s, t) = Pr{H ′}
{
a(X(s), s) + ε

}
+ θ(1−Pr{H ′})

où ε= max
s�u�t

x−η�y�x+η

|a(y, u)− a(x, s)|

et EH′
[
X(t)−X(s)

]2
= EH′

[∑
X(ti)−X(ti−1)

]2
≈ EH′

∑
σ2[X(ti−1), ti−1](ti − ti−1) + 2

∑
i

EH′
[(
X(ti)−X(ti−1)

)(
X(t)−X(ti)

)]

≈ EH′

[∫
σ2(X(u), u)du

]
+ 2EH′

∫
a[X(u), u]

(∫ t

u

a[X(u′), u′] du′
)

du

= (t− s)
[
σ2[X(s), s] +A(t− s) + ε′

]
A étant le maximum dea(y, u) et ε′ celui de|σ2(y, u)− σ2(x, s)| pours� u� t,
x− η � y � x+ η.
Par conséquent

1

t− s

∫
|y−x|<1

(y−x)2 dyF (x, y, s, t) = Pr{H ′}
{
σ2(X(s), s)+ε′+A(t−s)

}
+θ(1−Pr{H ′})
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(19)

VIII. Soit θ(τ) l’instant aléatoire auquel on a dans le processus précédent∫ θ

0

σ2[X(u), u] du= τ

resp. si on a eu|X(t)| = 1 pour la première fois à l’instantu1 aléatoire et que∫ u1

0

σ2[X(u), u] du< τ

l’instant auquel on a ∫ u1

0

σ2[X(u), u] du+ σ2[θ(τ)− u1] = τ

LEMME. – Quel que soitZ[θ(∆)] pour∆ � τ

E
[
Z(θ(τ ′))−Z(θ(τ))

]
= 0

E
[
Z(θ(τ ′))−Z(θ(τ))

]2
= τ ′ − τ

Démonstration.– Nous pouvons écrire

Z(θ(τ)) = lim
n→∞

∞∑
i=1

{
Z
[ i
n

]
−Z
[ i− 1

n

]}
ϕi

oùϕi = 1, si θ(τ)<
i− 1

n
, = 0 si θ(τ) � i− 1

n

E
[
Z(θ(τ))

]
= lim

n→∞

∞∑
i=1

E

{[
Z
[ i
n

]
−Z
[ i− 1

n

]]
ϕi

}

et comme

E

[
Z
[ i
n

]
−Z
[ i− 1

n

]]
= 0

quel que soitZ(t) pourt� (i− 1)/n, on a

E
[
Z(θ(τ))

]
≡ 0

donc aussiE
[
Z(θ(τ ′)) − Z(θ(τ))

]
= 0 et on vérifie sans peine que cette formule reste vraie si

l’on connaît les valeurs de

(20)

Z(θ(τi)) ou deX(θ(τi)), quel que soit l’ensemble fini d’instantsτi < τ ′.
On prouve aussi facilement que

E
[
Z(θ(τ)) −Z(θ(τ ′))

]2
= τ − τ ′.

IX LEMME. – La loi de probabilité de[
Z(θ(τ)) −Z(θ(τ ′))

]
/
√
τ − τ ′

est la loi de Gauss réduite quel que soitZ[θ(τ ′)].
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Démonstration.– La fonctionZ[θ(τ)] est une fonction continue deτ , puisqueZ(t), θ(τ) et
τ(θ) le sont.
On a en effet

A<
|θ(τ) − θ(τ ′)|

τ − τ ′
<B

si
1

B
< σ2, σ2(x, s)<

1

A
. Donc commeZ(t) est p. s. continu,Z[θ(τ)] l’est aussi.

Nous pouvons écrire

Z(θ(τ)) −Z(θ(τ ′)) =
n∑

j=1

{
Z(θ(τj))−Z(θ(τj−1))

}

où τn = τ , τ0 = τ ′, τj − τj−1 = n−1(τ − τ ′).
En dehors de cas de probabilité< ε= Ξ(n),

∣∣Z(θ(τj))−Z(θ(τj−1))
∣∣ sera< ε pour toutj.

Si nous posons

∆Zj =



Z(θ(τj))−Z(θ(τj−1)) si

∣∣Z(θ(τj))−Z(θ(τj−1))
∣∣� ε

0 si
∣∣Z(θ(τj))−Z(θ(τj−1))

∣∣> ε

Z =

n∑
j=1

∆Zj

les fonctionsZ etZ coïncident en dehors de

(21)

cas de probabilité< ε. H étant une hypothèse quelconque concernantZ[θ(τi)], i� j − 1,
[rayéon a

EH [∆Zj ] = E
[
Z(θ(τj))

]
−E

[
Z(θ(τj−1))

]
E
[
Z(θj)−Z(θj−1)

]
EH

{[
Z(θ(τj))

]
−
[
Z(θ(τj−1))

]}
= 0 = PrH {Z ]

il résulte de ce qui a été dit au numéro précédent que

EH [∆Zj ] = EH

[
Z(θ(τj))−Z(θ(τj−1))

]
+ o
( 1

n

)
= o
( 1

n

)
et

EH [∆Zj
2] =

τ − τ ′

n
+ o
( 1

n

)
EH [∆Zj

3] < εEH [∆Z2
j ]

Nous pouvons alors appliquer une proposition de M. S. Bernstein et nous concluons que la loi
de
∑

∆Zj tend vers la loi de Gauss sin→∞, et commeZ etZ sont identiques en dehors de cas
de probabilitéΞ(n), il résulte le lemme.]
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(22)

X THÉORÈME LOCAL DU LOGARITHME ITÉRÉ. – Si x est un point régulier du mouvement à
l’instant s etX(s) = x, p. s. sit > s :

lim
t→s

|X(t)−X(s)|√
(t− s) lg2(t− s)−1

=
√

2σ(x, s) (22.1)

Démonstration.– Supposons d’abordσ �= 0. Nous pouvons supposerx et s = 0. Définissons
Z(θ(τ)) comme aux numéros précédents.Z(θ(τ)) [rayé −Z[θ(τ ′)] ] suivant un processus
brownien il résulte d’un théorème de M. Khintchine que

lim
τ→0

Z(θ(τ))√
τ lg2 τ

−1
=
√

2 (22.2)

Or si τ est suffisamment petit, en dehors de cas de probabilitéΞ(τ)

Z(θ(τ)) −Z(0) =X(θ(τ))−X(0)−
∫ θ(τ)

0

a(X(t), t)dt

et p. s.

lim
τ→0

θ(τ)

τ
=

1

σ2

Comme ∣∣∣∣
∫ θ(τ)

0

a(X(t), t)dt

∣∣∣∣= O[θ(τ)] = O(τ)

p. s. lim
τ→0

Z(θ(τ))√
τ lg2 τ

−1
= lim

θ→0

X(θ(τ))√
τ lg2 τ

−1

τ = τ(θ) étant la fonction inverse deθ(τ)

(23)

p. s. lim
τ→0

X(θ(τ))√
τ(θ) lg2 τ(θ)

−1
= lim

θ→0

X(θ)√
σ2θ lg2 θ

−1

En abandonnant l’hypothèseX(s) = 0, s= 0, [rayéon obt on tire la f] (22.2) devient donc (22.1).
c. q. f. d.

Supposons maintenantσ = 0. Posons

Z ′(t) = Z(t) + Y (t)

Y (t) étant une fonction aléatoire à accroissements indépendants, indépendante deZ(t), ∆Y (t)/
√

∆t
suivant une loi de Gauss symétrique avec l’écart-typeε.
Désignons parθ(τ) maintenant l’instant aléatoire où∫ θ(τ)

0

σ2(X(s), s)ds+ ε2θ(τ) = τ

resp. si on a eu|X(u)|= 1 pour la première fois à l’instantu1, soitθ(τ) l’instant où∫ u1

0

σ2(X(s), s)ds+ σ2(θ(τ) − u1) + ε2θ(τ) = τ
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On a,M2 désignant le maximum deσ2 + σ2 + ε2, pour|x| � 1, ε < 1

1

ε2
>
θ(τ ′)− θ(τ)

τ ′ − τ
>

1

M2

La fonctionZ ′[θ(τ)] suit toujours un processus stochastique gaussien à accroissements indépen-
dants et on a

lim
t→0

∣∣∣∣Z ′(t)−Z ′(0)√
t lg2 t

−1

∣∣∣∣=√
2ε

(24)

[rayéD’autre part supposons que] Silim
t→0

X(t)
/√

t lg2 t
−1 était>α> 0 avec probabilité> β > 0,

il y aurait avec cette probabilité un instantt très petit tel que

X(t)
/√

t lg2 t
−1 >

α

2
.

Comme la loi de probabilité deY (t) est symétrique, la probabilité pour qu’au même instant on ait∣∣∣∣Z ′(t)−Z ′(0)√
t lg2 t

−1

∣∣∣∣> α

2

est> 1/2. Donc on aurait

Pr

{
lim
t→0

∣∣∣∣Z ′(t)−Z ′(0)√
t lg2 t

−1

∣∣∣∣> α

2

}
>
β

2

ce qui entraîneβ = 0. Il en résulte le théorème dans le casσ = 0. c. q. f. d.

XI La probabilité des grandes valeurs.

Soit p un nombre positif assez grand. SupposonsX(0) = 0 et σ �= 0 pour0 � u � T . SoitM

le maximum deσ pour |x| � p et 0 � u � T . PosonsZ(t) = X(t) −
∫ t

0

a[X(u), u] du si l’on

a eu|X(u)| < p pour toutu < t (< T ). Si |X(u)| = p pour t′, t′′ > u, la loi de probabilité de
[Z(t′)−Z(t′′)]

σ
√
t′ − t′′

est la loi de Gauss réduite. Il en sera de même sit′, t′′ � T

Soit M le maximum deσ, (σ = M ). La loi de probabilité deZ(θ(τ)) est la loi de Gauss. La
probabilité pour qu’on ait unt < θ(τ) avec|Z(t)|> x est [rayépourt < θ(τ)]

� 2√
2π

∫ ∞

x√
τ

e−
u2

2 du.

(25)

D’autre part [rayési] θ(τ) est> τ/M , la probabilité pour qu’on ait unZ(u) (0< u< t) avec

|Z(u)|> x est donc <
2√
2π

∫ ∞

x√
tM

e−
u2

2 du

[rayéD’autre part. Si|Z(u)|� x etx+At < p, X(u)< ]
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SoitA le maximum dea(x, s) pour|x|< p, t < T , si |Z(u)| � x, x+At < p on a

|X(u)|< x+At.

La probabilité pour que|X(t)|< y est donc

<
2√
2π

∫ ∞

y−At√
tM

e−
u2

2 du

si y < p.

Supposons maintenant queσ puisse s’annuler. Considérons la somme

Z ′(t) = Z(t) + Y (t)

où Y (t) indépendant deZ(t) suit un processus brownien gaussien symétrique avec l’écart-type
ε
√
t. Z(θ(t)) suit la loi de Gauss réduite quel que soitε, donc aussi siε= 0. Il en résulte :

PROPOSITION. – Si σ(x, s) et a(x, s) sont bornés parM (respA) la probabilité pour qu’il y
ait unu, s < u < t, avec|X(u)−X(s)|> y est

<
2√
2π

∫ ∞

y−At√
tM

e−
u2

2 du

(26)

XII THÉORÈME SUR LA CONTINUITÉ DEX(t). (Extension d’un théorème de M. P. Lévy). –
Si σ(x, s) et a(x, s) sont bornés pourS � s � T , −∞ < x < ∞, σ est supérieur à la borne
supérieure deσ(x, s) dans le même domaine, presque sûrement il y a unτ (aléatoire) tel que

|t− t′|< τ, S < t, t′ < T

entraînent

|X(t′)−X(t)|<
√

2σ2|t′ − t| lg |t− t′|−1

Démonstration. – En partant du théorème connu de M. P. Lévy sur le processus brownien on
obtient le théorème ci-dessus en procédant exactement de la même façon que pour déduire le
théorème X du théorème de M. A. Khintchine.

(27)

XIII Probabilité des grandes valeurs

Supposonsa, σ et1/σ bornés. Dans ce cas la fonctionX(t) est p. s. continue et par conséquent∫ t

s

a(X(u), u)du et
∫ t

s

σ2(X(u), u)du

existent. Nous pouvons écrire

X(t)−X(s) =

∫ t

s

a(X(u), u)du+X(t)−X(s)−
∫ t

s

a(X(u), u)du
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L’hypothèse

∣∣∣∣X(τ)−X(s)−
∫ τ

s

a(X(u), u)du

∣∣∣∣<K pours < τ � t entraîne

|X(τ)−X(s)|<K +

∫ τ

s

a(X(u), u)du

SoitA[x,u,X(s)] la borne supérieure de|a(y, u)| pour|y−X(s)|� x

U(t) =

∫
|a(X(u), u)|du<

∫
A(K +U(u), u,X(s))du

SoitU(s, t,K,X(s)) la solution de l’équation différentielle

U ′(t) =A[U(t), t,X(s)]

se réduisant àK à l’instantt= s. On a toujours dans l’hypothèse indiquée

|X(τ)−X(s)|<U(s, t,K,X(s))

Soitσ[x,u,X(s)] le maximum deσ(y, u) pour|y−X(s)|<x,

Ψ[s, t,K,X(s)] =

∫ t

s

σ2
[
U(s, u,K,X(s)), u,X(s)

]
du

Soit tτ l’instant aléatoire où ∫ tτ

s

σ2[X(u), u] du= τ

La probabilité pour qu’à l’instanttτ où

(28)

τ = Ψ[s, t,K,X(s)] on ait

∣∣∣∣X(θ)−X(s)−
∫ θ

s

a(X(u), u)du

∣∣∣∣<K pour toutθ < tτ est

Φ

(
K√
τ

)

oùΦ

(
K√
τ

)
est la probabilité pour que dans le processus brownien normé on ait

max
0<u<τ

|X(u)|<K .

Nous allons maintenant montrer que sous l’hypothèse H :∣∣∣∣X(θ)−X(s)−
∫ θ

s

a(X(u), u)du

∣∣∣∣<K

on a ∫ t

s

σ2(X(u), u)du< τ

donct� tτ . En effet si on avaitt > tτ on aurait

τ =

∫ tτ

s

σ2[X(u), u] du� Ψ[s, tτ ,K,X(s)]<Ψ[s, t,K,X(s)]
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ce qui est impossible vu la valeur deτ . On a par conséquent aussi pour touts < θ < t, avec la

probabilitéΦ
( K√

Ψ

)
|X(θ)−X(s)|<U(s, t,K,X(s))

Affranchissons nous maintenant de l’hypothèse que1/σ soit borné. Posons

X1(t) =X(t) + Y (t)

Y (t) indépendant deX(t) suivant un processus à accroissements indépendants,Y (s) étant= 0,

(29)

Y (t1) − Y (t2) étant régi par une loi de Gauss symétrique à écart-type
√
t2 − t1. Soit tτ l’instant

où

τ = ε2(tτ − t) +

∫ tτ

s

σ2(X(u), u)du

La loi de probabilité de[
Y (tτ ) +X(tτ )−X(s)−

∫ tτ

s

a(X(u), u)du

]/√
τ

est la loi de Gauss réduite.

Supposonsε très petit, alors en dehors de cas de probabilitéε′ on a|Y (t)| � η pours < u < t.
U(s, t,K,X(s)) etΨ ayant la même signification que tout à l’heure, prenons

τ = Ψ(s, t,K + η,X(s))

La probabilité pour qu’on ait, pour toutθ < tτ ,∣∣∣∣X1(θ)−X1(s)−
∫ θ

s

a(X(u), u)du

∣∣∣∣<K

est

= Φ
[
K
/√

Ψ(s, t,K + η,X(s))
]

En dehors de cas de probabilitéε+ 1−Φ on a pours < θ <min[t, tτ ]∣∣∣∣X(θ)−X(s)−
∫ θ

s

a(X(u), u)du

∣∣∣∣<K + η

Je dis que sous l’hypothèse indiquée

t� tτ

En effet si on avaitt > tτ dans cette hypothèse, on aurait

τ =

∫ tτ

s

σ2(X(u), u)du+ ε2(tτ − s)< ε2(t− s) + Ψ(s, t,K + η,X(s)) = τ

(30)

ceci est impossible, on a donc dans des cas de probabilité

Φ
[
K
/[

Ψ(s, t,K + η,X(s)) + ε2(t− s)
]1/2]

ε′
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max
s�θ�t

|X(θ)−X(s)|� η+U(s, t,K + η,X(s))

En faisant tendreε vers zéro on voit que la probabilité pour que

max
s�θ�t

|X(θ)−X(s)|>U(s, t,K,X(s))

est� 1−Φ
[
K
/√

Ψ(s, t,K,X(s))
]

(1)
On se débarrasse facilement comme au n◦ XI de la restrictiona et σ bornés (nous supposons
toujours quea etσ sont bornés à distance finie) et on obtient en définitive le :

THÉORÈME. – Supposonsa et σ continues par rapport à(x, s). Soit A[x,u,X(s)] (resp.
σ[x, y,X(s)]) le maximum de|a(y, u)| (resp.σ(y, u)) si

y <X(s)< x

SoitU(s, t,K,X(s)) la solution de l’équation différentielle

U ′(t) =A[U(t), t,X(s)]

=K pour t= s.

Soit

Ψ(s, t,K,X(s)) =

∫ t

s

σ2(U(u), u,X(s))

La probabilité pour qu’on ait

(1) carU(s, t,K + η,X(s))→U(s, t,K,X(s)).

(31)

max
s�θ�t

|X(θ)−X(s)|� U(s, θ,K,X(s))

pour toutθ � t est

� Φ
[
K
/√

Ψ(s, t,K,X(s))
]

Remarque. – SiU est infini l’énoncé est évidemment trivial. Il est à remarquer que sous nos

hypothèsesΨ est<∞ si U l’est. Seulement il est possible quelim
K→∞

K√
Ψ(s, t,K,X(s))

�= ∞.

COROLLAIRE. – Si quels que soientK , X(s), s et t, on a

U(s, t,K,X(s))<∞
et

lim
K→∞

Ψ(s, t,K,X(s))

K2
= 0

la fonctionX(s) est p. s. continue. Il en sera ainsi en particulier siσ est[rayéebornée] = O(x2)
et |a(x,u)|<α|x| [rayéα < 1].
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(32)

XIV THÉORÈME. – La probabilité pour qu’il y ait unτ > 0 inférieur à∆ avec
|X(s+ τ)−X(s)|>K

√
∆σ(X(s), s)) tend, quandσ(X(s), s)) �= 0, vers

1−Φ(K)

si ∆ → 0.

Démonstration. – Supposons d’abordσ, a et 1/σ bornés.
En dehors de cas de probabilité< ε, on a|X(t)−X(s)|< ε, pours < t < s+ ∆, donc

σ2[X(s), s]∆(1− ε2) �
∫ s+∆

s

σ2[X(u), u] du

et ∣∣∣∣
∫ s+t

s

a(X(u), u)du

∣∣∣∣<A∆

A étant une constante. Soits+ θ(v) l’instant pour lequel

v =

∫ s+θ(v)

s

σ2[X(u), u] du

Prenonsv = σ2[X(s), s]∆(1 − ε2). En dehors de cas de probabilitéε, on aθ(v) < t. Avec une

probabilité1−Φ

(
K +

A∆√
v

)
[rayé il y a un]

max
s<u<s+θ(v)

[
X(u)−X(s)−

∫ s+u

s

a(X(u), u)du

]
>
√
v

(
K +

A∆√
v

)
Donc dans des cas de probabilité

> 1−Φ

(
K +

A∆√
v

)
− ε

il y a un t inférieur às+ ∆ pour lequel

|X(t)−X(s)|>K
√
v =K ′√1− ε2 σ(X(s), s)

On voit de même facilement que la probabilité pour qu’il y ait unt (s < t < s+ ∆) avec

(33)
|X(t)−X(s)|<K

√
1 + ε2 σ(X(s), s)

est

< 1−Φ

(
K − A∆

σ(1− ε)

)
+ ε

ε et ε2 pouvant être pris arbitrairement petit si∆ → 0 et comme on peut supprimer facilement
l’hypothèse queσ, a et 1/σ sont bornés il en résulte le théorème.

On démontre aussi

Si σ(X(s), s) �= 0, la probabilité pour que max
s�u�s+∆

X(t) −X(s) > K
√

∆ tend, si∆ → 0,

vers

2√
2π

∫ ∞

K

e−
u2

2 du.

De plus on a la
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PROPOSITION. – Si a(u, y) et σ sont continues pour|y − x| < α, s < u < s + β, si A =
max

|y−x|<α
s<u<s+β

|a(u, y)|, B = max
|y−x|<α
s<u<s+β

|σ2(u, y)|, X(s) = x, γ < α,

Pr

{
max

s<u<t<s+β
|X(u)− x|> γ

}
< (t− s)ϕA,B(t− s)

où

lim
t−s→0

ϕA,B(t− s) = 0

Remarque. – SupposonsPr{X(t) ≤ x− a} < b, [rayépour touts′ compris entre] six− ε �
X(s′) � x pour touts′ compris entres et t. SupposonsX(s) quelconque> x. X(u)/1 + |X(u)|
[page intercalée non numérotée]
étant p. s. continu, siX(t)< x− a, il y a nécessairement unX(s′) compris entrex− ε etx (quel
que petit que soitε) et la probabilité sous cette hypothèse pour queX(t)<x− a est< b.
Il en résulte

Pr{X(t)< x− a}< b

si x− ε�X(s). Appliquons cela dans notre cas.
Supposonsa etσ continus pour|y− x|<α, s < u < s+ β, siA= max

|y−x|<α
s<u<s+β

|a(u, y)|,

B = max
|y−x|<α
s<u<s+β

σ2(u, y), X(s) � x, γ < α,

Pr

{
min

s<u<t<s+β
X(u)− x<−γ

}
< (t− s)ϕA,B(t− s)

où lim
t−s→0

ϕA,B(t− s) = 0

(34)

XV Changements de variables

Soitϕ[x, t] une fonction croissante dex continue par rapport à(x, t). PosonsY (t) = ϕ[X(t), t].
Soit G(x, y, s, t) la probabilité pour qu’on aitY (t) < y, si à l’instants on a euY (s) = y.
G(x, y, s, t) est égale à la probabilité pour queX(t)< y′ lorsqu’on a euX(s) = x′.
On vérifie facilement queG(x, y, s, t) vérifie l’équation de Chapman,x variant entreϕ(−∞, s)
et ϕ(+∞, s). Mais pour queG vérifie l’équation de Kolmogoroff, il est nécessaire de faire des
hypothèses supplémentaires surϕ. Nous supposons queϕ′

x, ϕ′′
x etϕ′

t existent et queϕ′
x etϕ′′

x sont
continues par rapport àt etx.
Appliquons la formule des accroissements finis

Y (t+ ∆)− Y (t) = ϕ
[
X(t+ ∆), t+ ∆

]
− ϕ
[
X(t), t+ ∆

]
+ ϕ
[
X(t), t+ ∆

]
− ϕ
[
X(t), t

]
= ϕ′

x

[
X(t), t+ ∆

](
X(t+ ∆)−X(t)

)
+

1

2
ϕ′′
x(X ′, t+ ∆)

(
X(t+ ∆)−X(t)

)2
+ ϕ[X(t), t+ ∆]−ϕ[X(t), t],
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X ′ étant compris entreX(t) etX(t+ ∆). Donc∫
|y−x|>ε

dG(x, y, s, t) = o(∆)

uniformément dans toute région du plan(y, t) image par la transformationy = ϕ[x, t] d’une région
du plan(x, t) ne contenant pas de points singuliers et dans laquelleϕ′

x etϕ′′
x sont bornées.

(35)

De même [rayéégalement uniformément]

A=
1

∆

∫
|z−Y |<ε

[z − Y (t)] dzG(Y (t), z, t, t+ ∆)

= ϕ′[X(t), t]a(X(t), t) + ϕ′
t[X(t), t] +

1

2
ϕ′′[X(t), t]σ2 + Ξ(∆)

σ2 =
1

∆

∫
|z−Y |<ε

[z − Y (t)]2 dzG(Y (t), z, t, t+ ∆) = ϕ′2
x [X(t), t]σ2[X(t), t] + Ξ(∆)

Les [rayé limites] expressionsΞ(∆) des formules précédentes tendent vers0 uniformément dans
toute région ne contenant pas de points singuliers dans laquelleϕ′

x, ϕ′′
x etϕ′

t sont bornées etϕ′
x,

ϕ′′
x continues par rapport àt.

Cas particulier important. – Soit

Y (t) = ϕ[X(t), t] =

∫ X(t)

0

dx

σ(x, t)

Supposons queσ′
t existe ainsi queσ′

x et queσ′
x soit continu par rapport àt. On a alors


A=

a(x, t)

σ
−
∫ x

0

σ′
t

σ2
dx− 1

2
σ′
x

σ2 = 1

Remarque. – On peut envisager des changements de variables plus compliqués en introduisant
au lieu det etx des fonctionsϕ(t, x), etc. Nous n’en aurons pas besoin.

(36)

[page rayée
XVI PROPOSITION. –Siy(t) satisfait une condition de Lipschitz, sia(x, t), σ et1/σ sont continus
dans une bande positive entourant la courbey = y(t), la probabilité pour que la particule mobile
franchisse la courbey = y(t) avant l’instants+ ∆ tend vers1 siX(s)→ y(s).]
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(37)

§ 2

XVI Soienty1 = y1(t) ety2 = y2(t) deux fonctions det à dérivées bornées avecy1 < y2, définies

pourS � t� T . Considérons une particule mobile qui ne se meut qu’aux instantst
(n)
1 , . . . , t

(n)
mn ,

la probabilité pour que la particule, étant à l’instantt
(n)
i enx, se trouve à l’instantt(n)

j à gauche

dey, ne dépendant pas de la position de la particule avant l’instantt
(n)
i , est

Fn

[
x, y, t

(n)
i , t

(n)
j

]
Supposons quemax t

(n)
i+1 − t

(n)
i → 0 et que sit(n)

i → s

1

t
(n)
i+1 − t

(n)
i

∫
|y−x|<1

(y− x)dyFn

[
x, y, t

(n)
i , t

(n)
i+1

]
−→ a(x, s)

1

t
(n)
i+1 − t

(n)
i

∫
|y−x|<1

(y− x)2dyFn

[
x, y, t

(n)
i , t

(n)
i+1

]
−→ σ2(x, s)

1

t
(n)
i+1 − t

(n)
i

∫
|y−x|>η

dyFn

[
x, y, t

(n)
i , t

(n)
i+1

]
−→ 0

quel que petit que soitη, les 3 limites existant uniformément par rapport àx si (x, s) se trouve à
l’intérieur de la région

y1(s)− ε < x < y2(s) + ε, S < s < T

(38)

PROPOSITION. – Si, ε > 0 étant donné arbitrairement petit,[rayé la probabilité] si n est
suffisamment grand et la distance du point(x, t

(n)
i ) à la courbey(t) suffisamment petite< ε′,

la probabilité pour qu’à un des instantst(n)
j [rayé (j > i)] compris entret(n)

i et t(n)
i + ∆ on ait(

X
(
t
(n)
j

)
− y
(
t
(n)
j

))(
X
(
t
(n)
i

)
− y
(
t
(n)
i

))
< 0

est> 1− ε.

La démonstration est [rayédu me] fondée sur le même raisonnement que celle du no 5.

XVII THÉORÈME. – S’il existe une solutionv(x, s) de l’équation aux dérivées partielles

−∂v

∂s
= a

∂v

∂x
+

1

2
σ2 ∂

2v

∂x2

tendant vers1 si (x, s) → (y1(s), s), (s < t) ou sis→ t, x < y, vers0 si (x, s) → (y2(s), s) pour
s < t ou sis→ t, x > y régulière dans le domaineG (voir figure1) ;
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si n→∞, t(n)
0 → s, t(n)

m → t, la fonction

Hn

(
x, y, t

(n)
0 , t(n)

m

)
somme de la probabilité pour qu’on ait,X

(
t
(n)
0

)
étant= x,

(39)

X
(
t
(n)
m

)
< y et y1

(
t
(n)
i

)
< X

(
t
(n)
i

)
< y2

(
t
(n)
i

)
, (i = 1, . . . ,m) et la probabilité pour qu’on ait

pour un i X
(
t
(n)
i

)
� y1

(
t
(n)
i

)
et X

(
t
(n)
1

)
< y2

(
t
(n)
1

)
,. . ., X

(
t
(n)
i−1

)
< y2

(
t
(n)
i−1

)
, (1) tend vers

v(x, s).

Démonstration. – Nous pouvons prendret′ inférieur à t assez voisin det pour qu’on ait
v(x, s) < ε si x > y + ε, > 1 − ε si x < y − ε, et t′ � s < t. D’autre part siε′ est suffisamment
petit on av(x, s)> 1− ε si (x, s) se trouve dans la bande I (y1(s) � x� y1(s)+ ε′, S < s < t′) et
aussiv(x, s)< ε si (x, s) se trouve dans la bande II (y2(s) − ε′ � x� y2(s)). Si (x, s) se trouve

dans la zone III (y1(s) + ε′ < x < y2(s) − ε′, S < s� t′),

∣∣∣∣∂v∂x
∣∣∣∣<K ,

∣∣∣∣∂2v

∂x2

∣∣∣∣<K ,

∣∣∣∣∂v∂s
∣∣∣∣<K , et

∂2v

∂x2
et
∂v

∂x
y sont uniformément continues.

Commey1(u) ety2(u) sont [rayéuniformément] dérivables il résulte de la proposition 16 que,
ε′ étant suffisamment petit, si

(
x, t

(n)
i

)
se trouve dans

(1) c’est à dire la probabilité de toutes les trajectoires partant dex et atteignant une partie de la
frontière deG dessinée en trait ininterrompu avant d’atteindre la frontière représentée en hachures
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(40)

I, on aHn

(
x, y, t

(n)
i , t

(n)
m

)
> 1 − ε, si

(
x, t

(n)
i

)
se trouve dans II, on aHn

(
x, y, t

(n)
i , t

(n)
m

)
< ε, si

n est suffisamment grand.
v étant régulière dansG on a si

(
x, t

(n)
i

)
appartient à III

( ) v
(
x, t

(n)
i

)
−v
(
x, t

(n)
i+1

)
−a
(
x, t

(n)
i

) ∂

∂x
v
(
x, t

(n)
i+1

)
− 1

2
σ2(x, s)

∂2v

∂x2

(
x, t

(n)
i+1

)
= o
(
t
(n)
i+1−t

(n)
i

)
et 0 � v � 1. [rayéNous pouvons prendrev = 1 pourx < y(t), = 0 pourx > y(t)]
Ceci étant posé, envisageons la différence

v
(
x, t

(n)
i

)
−
∫ y2(t

(n)

i+1
)

y1(t
(n)
i+1

)

v
(
z, t

(n)
i+1

)
dzG

(
x, z, t

(n)
i , t

(n)
i+1

)
[les bornes de l’intégrale sont rayées]

Supposons
(
x, t

(n)
i

)
dans III,η < ε′, on peut écrire

∫
v dG=

∫
|z−x|<η

+

∫
|z−x|�η

et par hypothèse ∫
|z−x|�η

v dzG= o
(
t
(n)
i+1 − t

(n)
i

)
∫
|z−x|<η

v
(
z, t

(n)
i

)
dzG=

∫
|z−x|<η

{
v
(
x, t

(n)
i+1

)
+ (z − x)

∂

∂x

[
v
(
x, t

(n)
i+1

)]

+
1

2
(z − x)2

[
∂2v

∂u2

(
u, t

(n)
i+1

)]
u=x′

}
dzG

(
x, z, t

(n)
i , t

(n)
i+1

)
x′ étant compris entrex− η etx+ η. Nous pouvons prendreη < ε′ suffisamment petit pour que,
pour tout(x, s) de III, on ait

(41) ∣∣∣∣
[
∂2v

∂u2

(
u, t

(n)
i+1

)]
u=x′

−
[
∂2v

∂u2

(
u, t

(n)
i+1

)]
u=x

∣∣∣∣< ε′

On a alors si(x, s) ∈ III

v
(
x, t

(n)
i

)
−
∫
v
(
z, t

(n)
i+1

)
dzG=

v
(
x, t

(n)
i

)
− v
(
x, t

(n)
i+1

)
− ∂

∂x

[
v
(
x, t

(n)
i+1

)]
a
(
x, t

(n)
i

)
− 1

2

∂2v

∂x2

(
x, t

(n)
i+1

)
σ2
(
x, t

(n)
i

)
+R′

ou encore en utilisant ( )

v
(
x, t

(n)
i+1

)
−
∫
v
(
z, t

(n)
i+1

)
dzG=R′′

1081



W. Doeblin

R′ etR′′ pouvant être pris arbitrairement petit uniformément dans III sit
(n)
i+1 − t

(n)
i → 0.

(x, s) étant à l’intérieur deG si ε′ est suffisamment petit et, sit(n)
0 → s,

(
x, t

(n)
0

)
se trouvera

pourn >N0 à l’intérieur de III. Dès lors nous aurons

v
(
x, t

(n)
0

)
−
∫ y2(t

(n)
1 )

y1(t
(n)
1 )

v
(
z1, t

(n)
1

)
dz1G

(
x, z1, t

(n)
1 , t

(n)
0

)
= o
(
t
(n)
1 − t

(n)
0

)

[rayéremplaçonsv
(
z, t

(n)
1

)
par la valeur ( ) siz ∈ III ′, il vient]

∫ y2(t
(n)
1 )

y1(t
(n)
1 )

v
(
z1, t

(n)
1

)
dz1G=

∫ y1(t
(n)
1 )+ε′

y1(t
(n)
1 )

v dz1G+

∫ y2(t
(n)
1 )

y2(t
(n)
1 )−ε′

v dz1G+

∫ y2(t
(n)
1 )−ε′

y1(t
(n)
1 )+ε′

v dz1G

(42)

Si z1 appartient à III nous remplaceronsv
(
z1, t

(n)
1

)
par la valeur ( ) siz [rayé ∈ III] est

< y
(
t
(n)
2

)
+ ε, on av

(
z1, t

(n)
1

)
> 1− ε, si z1 est> y

(
t
(n)
1

)
− ε.

Donc∫
v
(
z1, t

(n)
1

)
dz1G=

∫
−∞<z2<∞

∫
z1∈III

v
(
z2, t

(n)
2

)
dz1G

(
x, z1, t

(n)
0 , t

(n)
1

)
dz2G

(
z1, z2, t

(n)
1 , t

(n)
2

)

+ Pr
{
X1

(
t
(n)
1

)
< y1

(
t
(n)
1

)
+ ε
}

(1− θε) + θ Pr
{
X
(
t
(n)
1

)
> y2

(
t
(n)
1

)
− ε
}
ε+ θε′′

(
t
(n)
1 − t

(n)
0

)
et finalement

v
(
x, t

(n)
0

)
=

∫
−∞<zm<∞

∫
z1,...,zm−1∈III

v
(
zm, t

(n)
m

)
dz1G

(
x, z1, t

(n)
0 , t

(n)
1

)
dz2G

(
z1, z2, t

(n)
1 , t

(n)
2

)

· · ·dzmG
(
zm−1, zm, t

(n)
m−1, t

(n)
m

)
+ θε′′(t− s) + (1− θε)Pn(ε′, t′) + θεQn(ε′, t′)

Pn(ε′, t′) (Qn) étant la probabilité pour que la particule franchisse la ligne

y = y1(t) + ε′ (y = y2(t)− ε)

avant l’instantt′ et avant d’avoir atteint la ligne

y = y2(t)− ε′ (y = y1(t) + ε′)

Supposons quet(n)
m → t′ quen→∞, ε′, t′ restant fixe

v
(
x, t

(n)
0

)
= v(x, s) + Ξ(n)<Pn(ε′, t′) +Rn(ε′, t′)

+

∫
y1(t

(n)
m )<zm<y+ε

dz1G
(
x, z1, t

(n)
0 , t

(n)
1

)
· · ·dzmG

(
zm−1, zm, t

(n)
m−1, t

(n)
m

)
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(43)

et v
(
x, t

(n)
0

)
>

∫
y1(t

(n)
m )<zm<y−ε

∫ ∫
· · ·+ P +R′

n(ε′, t′, ε)

R′ etR′′ tendant vers zéro sit′ et ε′ → 0 quel que soitε etn >N(t′, ε′).

Il est facile de voir que pour la probabilitéHn

(
x, y, t

(n)
0 , t

(n)
m

)
on a une expression analogue.

On en déduit le théorème.

XVIII COROLLAIRE. – Considérons une particule mobile dont le mouvement est régi par la
solution régulière de l’équation de KolmogoroffF (x, y, s, t | a,σ) à coefficients continus et avec
σ non nul. La probabilité des trajectoires partant de(x, s) et atteignant la partieC1 du contour
dessinée en trait ininterrompu avant d’atteindre la partieC2 du contour représentée en pointillé
estv(x, s), solution régulière dansG de l’équation aux dérivées partielles

−∂v

∂s
= a

∂v

∂x
+

1

2
σ2 ∂

2v

∂x2

prenant la valeur1 sur [rayéla partie noire] C1

(44)

la valeur0 surC2. Ceci est vrai dans les3 cas ci-dessous

Cf. A. Khintchine pour ce §.

(45)

XIX THÉORÈME. – S’il existe une solution de l’équation de KolmogoroffF (x, y, s, t | a,σ)
tendant vers zéro six→∞, vers1 si x→−∞, uniformément par rapport às, [S1 < s, t < S2]
avec des dérivées partielles∂F/∂x, ∂2F/∂x2 continues et bornées à distance finie lorsquet− s
est borné inférieurement, sia, σ et1/σ sont continues.
1) Cette solution est la seule solution régulière avec les coefficientsa etσ
2) elle satisfait à l’équation

−∂F

∂s
= a(x, s)

∂F

∂x
+

1

2
σ2(x, s)

∂2F

∂x2
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3) Sian etσn tendent versa etσ uniformément par rapport à(x, s) à distance bornée

Fn[x, y, s, t | an, σn]→ F [x, y, s, t | a,σ]

en tout y point de continuité deF , Fn désignant une solution quelconque de l’équation de
Kolmogoroff avec les coefficientsan etσn.
4) Si n → ∞, t(n)

0 → s, t(n)
m → t, la fonction Gn

(
x, y, t

(n)
0 , t

(n)
m

)
[voir n◦ XVI] tend vers

F (x, y, s, t | a,σ)

Démonstration. – La proposition (2) est bien connue (cf. Kolmogoroff et Feller). En ce qui
concerne les propositions (1), (3), (4) on confrontera avec

(46)

Kolmogoroff Übertragungssatz et KhintchineErgebnisse.

Nous allons démontrer 4 ; 3 et 1 étant des corollaires de 4 se trouveront ainsi également établis.

La démonstration de 4 sera absolument analogue à celle du théorème précédent. Le rôle dev
sera joué parF , y1(t) sera remplacé par−K , y2(t) par+K .

Nous aurons encore sit(n)
m′ → t′ < t, t(n)

0 → s

F (x, y, s, t | a,σ) =

∫ K

−K

· · ·
∫ K

−K

F
[
zm′ , y, t

(n)
m′ , t

]
dz1G

(
x, z1, t

(n)
0 , t

(n)
1

)

· · ·dzmG
(
zm′−1, zm, t

(n)
m′−1, t

(n)
m

)
+ (1− η)Pn(x, t′) + ηQn(x, t′) + Ξ(1/n)

oùη→ 0 siK →∞ (car1−F (−K,y, s, t)→ 0 siK →∞ etF (K,y, s, t)→ 0 siK →∞).
D’autre part∫ ∞

−∞
F
[
z, y, t

(n)
m′ , t

]
dG
(
x, z, t

(n)
0 , t

(n)
m′ ]
)

=

∫ K

−K

· · ·
∫ K

−K

F
[
zm, y, t

(n)
m , t

]
dz1G

(
x, z1, t

(n)
0 , t

(n)
1

)
· · ·dzmG

(
zm−1, zm, t

(n)
m′−1, t

(n)
m′

)
+ pPn(x, t′) + qQn(x, t′)

p resp.q étant les probabilités pour queX(t) < y sous les hypothèses dont les probabilités sont
resp.Pn etQn. Donc

(47)

(47.1) F [x, y, s, t | a,σ] =

∫ ∞

−∞
F
[
z, y, t(n)

m , t
]
dG
(
x, z, t

(n)
0 , t

(n)
m′

)
+ Ξ(n) + 2(Pn +Qn)
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SoitK ′ un nombre suffisamment grand pour que

F [x,K ′, s, t]− F [x,−K ′, s, t]> 1− ε

PrenonsK >K ′ suffisamment grand pour qu’on ait

F [−K,±K ′, u, t]> 1− ε quelque soits < u < t

F [K,±K ′, u, t]< ε ′′ ′′

On a alors en appliquant la formule (47.1)

1− ε <

∫ K

−K

· · ·
∫ K

−K

dz1G · · ·dzmG+ Pn +Qnε− Pn(1− ε) + Ξ(1/n)

c’est à dire ∫ K

−K

· · ·
∫ K

−K

dz1G · · ·dzmG= 1− (Pn +Qn)> 1− 3ε+ Ξ(1/n)

Pn +Qn < 3ε+ Ξ(1/n) (1)

Donc ∣∣∣∣F (x, y, s, t | a,σ)−
∫ ∞

−∞
F
[
z, y, t(n)

m , t
]
dGn

(
x, z, t

(n)
0 , t(n)

m

)∣∣∣∣< 3ε+ Ξ(1/n)

Si t(n)
m est suffisamment voisin det, on aura

F (x, y, s, t | a,σ)<Gn

(
x, y + ε′, t

(n)
0 , t(n)

m

)
+ 3ε+ Ξ(1/n) + Ξ

(
t− t(n)

m

)

(1) L’expressionΞ(1/n) de la formule tend vers zéro siK reste fixe et
(
t − t

(n)
m

)
borné

inférieurement.

(48)

et

(48.1) F (x, y, s, t | a,σ)>Gn

(
x, y− ε′, t

(n)
0 , t(n)

m

)
− 3ε+ Ξ(1/n) + Ξ

(
t− t(n)

m

)
ε′ restant fixe, nous pouvons prendre

(
t− t

(n)
m

)
suffisamment petit compris entreε1 et1/2ε1 pour

que les expressionsΞ
(
t− t

(n)
m

)
des formules (47.1) et (48.1) soient< ε en valeur absolue, [rayé

prenons alors] etn assez grand pour que les expressionsΞ(1/n) soient< ε. ε′ étant arbitraire, il
en résulte 4.

C. q. f. d.
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(49)

§

XX Toute solution régulièreF [x, y, s, t] de l’équation de Kolmogoroff est continue par rapport à
t ety en tout point(y1, t1) oùa, σ et 1/σ sont continues.

Démonstration. – Occupons nous d’abord de la continuité par rapport ày. Posonsσ(y1, t1) =
σ1. ε étant donné si|v − y1| < ε1(ε) et |u − t1| < ε1(ε) on a |σ(v, u) − σ(y1, t1)| < ε et
|a(v, u)|<K , K étant p. ex.|a(y1, t1)| + 1. Il résulte du théorème du n◦ 13 queε2 étant donné
arbitrairement petit, on peut trouveru1 tel que si|X(u)− y1|< ε1/2, u1 � u � t, la probabilité

pour que max
u�t′�t

|X(t′)− y1|>
3

4
ε1 est< ε2 et qu’on ait aussi

Pr

{
|X(t)− y1|�

1

4
ε1

}
< ε2

si |X(u)− y1|> ε1/2, (1)
Si |z − y1|� ε1/2 on a (u1 � u� t)

F [z, y, u, t] =
1√

2πσ2
1(t− u1)

∫ y

−∞
exp

{
− (y− z)2

σ2
1(t− u)

}
dy + Ξ

[
K
√
t− u

σ1
+

ε

σ2
1 − ε

+ ε2

]

[rayéNous pouvo Si|z − y1|> 1/2 ε1, on a
∫
|y−y1|�ε1

dyF (z, y, y1, t1)< ε2]

(1) La différencet− u1 est fonction deK , deσ1, deε, deε1 et deε2.

(50)

Si z � y1 − ε1/2, on aF [z, y, u1, t1] > 1 − ε2 quandy � y1 − ε1/4. Si z � y1 + ε1/2, on a
F [z, y, u1, t1]< ε2 quandy � y1 + ε1/4.

[rayéEnvisageons] Supposons|y− y1|< ε1/4 alors

F [x, y, s, t1] =

∫ ∞

−∞
F [z, y, u1, t1] dzF [x, z, s, u1]

=

∫
|z−y1|�ε1/2

+

∫
|z−y1|>ε1/2

= F [x, y1 − ε1/2, s, u1] +

∫ y1+ε1/2

y1−ε1/2

F [z, y, u1, t1] dzF [x, z, s, u1] + θε2

ε étant un nombre arbitrairement petit> 0, prenonsε1, ε2, ε etu1 tels que l’expression

Ξ

[
K
√
t− u

σ1
+

ε

σ2
1 − ε

+ ε2

]

de la formule (page(49)) soit< ε/4, queε2 < ε/4. Nous pouvons alors prendreη′ assez petit pour
que ∣∣F [z, y, u1, t1]− F [z, y1, u1, t1]

∣∣< ε/2
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si |y− y1|� η′.
Si |y− y1| � η′, on aura donc∣∣F [x, y, s, t1]− F [x, y1, s, t1]

∣∣< ε.

(51)

Nous avons ainsi prouvé la continuité deF [x, y, s, t1] par rapport ày poury = y1.

|y − y1| étant< η′/2 envisageons la différenceF [x, y, s, t]− F [x, y1, s, t1], t étant très voisin
det1. [rayéSupposons d’abordt > t1]
Alors si |t− t1|< ε4, il résulte du corollaire à la proposition du n◦ XIV qu’on a si z > y1 + η′

F
[
z, y1 +

η′

2
, t, t1

]
(resp. F

[
z, y1 +

η′

2
, t1, t

]
)< ε

et siz � y1 − η′

F
[
z, y1 −

η′

2
, t, t1

]
(resp. F

[
z, y1 −

η′

2
, t1, t

]
)> 1− ε.

Il résulte alors facilement de l’équation de Chapman

ε+ F [x, y1 + η′, s, t1] � F
[
x, y1 +

η′

2
, s, t
]

� F
[
z, y1 −

η′

2
, s, t
]

� F [x, y1 − η′, s, t]− ε

Or
∣∣F [x, y1 ± η′, s, t1]− F [x, y1, s, t1]

∣∣< ε.
Donc sis < u1, |y− y1|< η′/2, |t− t1|< ε4∣∣F [x, y, s, t]− F [x, y1, s, t1]

∣∣< 2ε

c. q. f. d.

(52)

En revoyant les calculs on voit qu’on a le

THÉORÈME. – Soit η(ε) une fonction positive→ 0 si ε→ 0. Si |σ(v, u) − σ(y1, t1)| < η(ε)
si |v − y1| + |u − t1| < ε pour ε < ε0, et σ−1(y1, t1) < K , σ(y1, t1) < K , |a(v, u)| < K pour
|v − y1|+ |u− t1|< ε0, il existeϕ(ε) = ϕK,h(ε′ / η(ε), ε0) tendant vers zéro siε′ → 0, telle que
pour t1 − s > h ∣∣F [x, y, s, t]− F [x, y, s1, t1]

∣∣<ϕ(ε)

si |s− s1|+ |t− t1|< ε.
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(53)

XXI Supposonsa, σ et 1/σ continues pourα � x � β, τ1 � s � τ2. Considérons2 particules
mobiles dont le mouvement aléatoire est régi par la même loi{F (x, y, s, t)}, les deux particules se
mouvant indépendamment l’une de l’autre. SoientX1(t) etX2(t) les positions des deux particules
à l’instant t. Si on aα < α′ <X1(τ1)<X2(τ1)< β′ < β la probabilité pour que les 2 particules
se rencontrent avant l’instantτ2 tend vers1 siX1(τ1)−X2(τ1) → 0.

Démonstration. – [début rayé, voir note20]

(54)
[page rayée, voir note20]

(55)

SupposonsX1(τ1)<X2(τ1), soitZ(t) =X1(t)−X2(t). Si on a pour unt, Z(t)> 0, [rayéon a
eu pour unt′ (τ1 < t′ < t)] les 2 particules se sont rencontrées avant l’instantt. La loi de probabilité
de [rayéX1(τ1)−X2(τ1)] Z(t)−Z(τ1) est, sit− τ1 est très petit,α′ <X1(τ1)<X2(τ1)< β′,
[rayétrès voi]X1(τ1)−X2(τ1)< ε, très voisine d’une loi de Gauss. On démontre alors 21 d’une
façon bien analogue au n◦ 5 et on vérifie que la probabilité pour que les particules se rencontrent
[rayé tend] avant l’instantτ > τ1 tend vers1 uniformément par rapport àX1(τ1) et X2(τ1)
(α′ < X1(τ1) < X2(τ1) < β′) si X1(τ1) − X2(τ1) → 0. Dans le cas où on peut prendreα et
β = ∞ une méthode différente permet de prouver que la probabilité de la question est de la forme
1 + O

[
X1(τ1)−X2(τ1)

]
, ce qui s’étend probablement au cas général.

(56)

XXII PROPOSITION. – L’ensemble des fonctionsF (x, y, s, t) continues par rapport àx pourα<
x < β, τ1 � s � τ2, correspondant à desa et σ continues par rapport àx, s avec|a(x, s)| <A,
B1 < σ2(x, s)< B2 pourα < x < β, τ1 < s < τ2 est uniformément continu comme fonctions de
x, s par rapport àa etσ.

Démonstration. – 1) Montrons d’abord que la continuité par rapport àx entraîne celle par
rapport às.
En effet sis′ < s

[rayé F (x, y, s′, t) =

∫ y+ε

−∞
F (z, y, s, t)dzF (x, z, s′, s) +

∫ ∞

y+ε

F (z, y, s, t)dzF (x, z, s′, s)]

(56.1) F (x, y, s′, t)<F (x+ θε, y, s, t) + θ′
∫
|y−x|>ε

dyF (x, y, s′, s)

et si α + ε < x < β − ε, τ1 < s′ < s < τ2, en vertu du théorème 13 le dernier terme tend vers
zéro uniformément par rapport àx et s′ (s′ < τ2 − ε′) et a et σ [rayé dans le] de l’ensemble
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quands′ − s→ 0. Si F (x, y, s, t) est donc continu, on aura|F (x+ θε, y, s, t) − F (x, y, s, t)|<
η(ε, x, y, s, t), η tendant vers zéro indépendamment dea et σ de l’ensemble siε → 0. Nous
prouverons qu’on peut [rayéprendre] remplacerη(ε, x, y, s, t)

(57)

parη(ε, h), η tendant vers zéro siε→ 0, si α < α′ < x < β′ < β, τ1 � s < τ ′2 < τ2, t− s > h.
Il en résultera la continuité uniforme deF en fonction des par application de la formule (56.1).

2) Prouvons maintenant cette continuité uniforme deF par rapport àx. Il résulte du numéro XXI
que la probabilité pour queX1(h) etX2(h) se rencontrent avant l’instantt, lorsque
|X1(s)−X2(s)|< ε, τ1 � s < τ ′2 < τ2, t− s > h, α′ < |X1(s)|<X2(s)< β′, [rayétend vers1]
est> 1− η(ε, h).

Nous pouvons prendre un nombre fini d’instantst1, . . . , tn de l’intervalle ouvert(s, t) tel que
en dehors de cas de probabilitéη(ε, h) + ε′ (ε′ arbitrairement petit) on a au moins unti avec
|X1(ti)−X2(ti)|< ε′′ etα <X1(ti)< β, α <X2(ti)<β.

AppelonsG1(x1, x2, z) la probabilité pour qu’on ait à l’instantti pour la première fois
|X1(ti)−X2(ti)|< ε′′ et queX1(ti) soit< z (mais>α). Nous pouvons écrire

F (x1, y, s, t) =
∑∫ β

α

F (x, y, ti, t)dG1(x1, x2, z) +R′

oùR′ <ϕ(ε, h) + ε′. D’autre part si

(58)

∣∣X1(ti)−X2(ti)
∣∣< ε′′ et α <X1(ti) � z < β

on a

F
[
X2(ti), y, ti, t

]
= F [z, y, ti, t] + θε′′′

donc

F (x2, y, s, t) =
∑∫ β

α

F (z, y, ti, t)dG1(x1, x2, z) + θ(ε′ +ϕ(ε, h) + ε′′′)

ε′ etε′′′ pouvant être rendus arbitrairement petits, [rayési ε′ etε′′′ tend ] il en résulte le théorème.

(59) raturée (57)

XXIII THÉORÈME. – SiF (x, y, s, t) est continu par rapport àx pour touty quel que soits, t de
[S,T ], siX(t) est p. s. continu pourS � t� T quel que soitX(s), F (x, y, s, t) est monotone par
rapport àx.

Démonstration. – [rayé Soit X1 < X2] Considérons de nouveau 2 particules mobiles dont
le mouvement aléatoire est régi par la même loiF (x, y, s, t), les 2 particules se mouvant
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indépendamment l’une de l’autre. SoientX1(t) et X2(t) les positions des deux particules à
l’instant t. SupposonsX1(s)<X2(s). La probabilitéF (x, y − 0, s, t) est la probabilité pour que
X1(t) soit< y, X1(s) étant= x, F (X2(s), y − 0, s, t) est celle pour queX2(t)< y. X(u) étant
p. s. continu, 3 cas sont seuls possibles (1).
1er cas : on aX1(u) �X2(u) pour toutu compris entres et t.
2ièmecas : on a pour unu < t, X1(u) =X2(u).
3ièmecas : on aX1(u)<X2(u) pour toutu < t maisX1(t) =X2(t).

Dans le premier et le troisième cas siX2(u) est< y, [rayéon a aussi]X1(u) est a fortiori< y.
La probabilité pour queXi(u)< y dans le

(1) en dehors de mouvements ayant une probabilité totale nulle.

(58) (seconde page (58))

cas où les courbesX1(u) etX2(u) se rencontrent est – compte-tenu du fait que la probabilité pour
qu’on ait max

s�u�t
|X1(u)| ou max

s�u�t
|X2(u)|>K tend vers zéro siK →∞ et queF (x, y, s, t) est

continu par hypothèse par rapport àx – la même pourX1(u) etX2(u).
Il en résulte que

F (x, y− 0, s, t)

est monotone par rapport àx. Il en est de même deF (x, y + 0, s, t) et par hypothèse

F (x, y, s, t) = F (x, y + 0, s, t)

ce qui finit la démonstration du théorème.

XXIV THÉORÈME. – SiF (x, y, s, t) est continu par rapport àx pour touty quel que soit(s, t)
de [S,T ], si X(t) est p. s. continu pourS � t � T quel que soitX(s), si F (−∞, y, s, t) = 1,
F (+∞, y, s, t) = 0 la fonction

G[x, y, t, s] = 1− F [y, x, s, t]

satisfait à l’équation fonctionnelle

(58.1) G(y, x, t, s) =

∫ +∞

−∞
G(z, x, u, s)dzG(y, z, t, u) (t > u > s)

(59) (seconde page (59))

qui devient l’équation de Chapman en posantt′ = −t, s′ = −s.

Démonstration. –F (x, y, s, t) étant monotone par rapport àx

F (x, y, s, t) =

∫ +∞

−∞
F (z, y, u, t)dzF (x, z, s, u)
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= F (∞, y, u, t)F (x,∞, s, u)−F (−∞, y, u, t)F (x,−∞, s,u)−
∫ +∞

−∞
F (x, z, s, u)dzF (z, y, u, t)

(59.1) F (x, y, s, t) = −
∫ +∞

−∞
F (x, z, s, u)dzF (z, y, u, t)

PosonsG[x, y, t, s] = 1− F [y, x, s, t]
la formule (59.1) se transforme en (58.1). c. q. f. d.

[rayéXXV]

COROLLAIRE. – Sous les hypothèses du théorème de la page57, la probabilité pour que le
point mobile rencontre la courbe continueX1(τ) < X2(τ) avant de rencontrerX2(τ) et avant
l’instant t est une fonction non croissante dex. Il en est de même de la probabilité pour que le
point mobile rencontreX1(τ) avant l’instantt ou se trouve à gauche dex à l’instant t sans avoir
rencontréX2(τ) auparavant.

(Par conséquentv(x, s) étant la fonction du n◦ 17,
∂v

∂x
est< 0)

(60)

XXV
§ Théorèmes d’existence.

1ER THÉORÈME. – Les fonctionsa(x, s), σ(x, s) étant données d’avance continues et bornées
de même que1/σ, il existe une fonctionF (x, y, s, t) solution de l’équation de Kolmogoroff avec
les coefficientsa etσ.

Démonstration. – Soientan etσn une suite de fonctions 4 ou 5 fois dérivables par rapport àx, s
avec|a − an| < 1/n, |σ − σn| < 1/n. D’après le théorème de Feller (1) à an et σn correspond
une solution bien définie de l’équation de Kolmogoroff que nous noteronsFn. Montrons que de la
suite des fonctionsFn on peut extraire une suite partielleFnj convergeant vers une limite.

Il est d’abord possible d’extraire de la suiteFn une suiteFnj telle que
lim

nj→∞
Fnj (xi, yi, si, ti)

existe [rayé= F (xi, yi, si, ti)] si les « points »(xi, yi, si, ti) sont en infinité dénombrable.
Il résulte des propositions [xx] qu’on a

|Fn(x′, y′, s′, t′)− Fn(x, y, s, t)|< ε

si |x− x′|+ |y− y′|+ |s− s′|+ |t− t′|< ε′ et t− s > h, ε= εh(ε′) pouvant être

(1) Math. Ann. ( ?) 1936 ou 1937

(61)

pris arbitrairement petit siε′ tend vers zéro.

[rayé On a donc] Prenons pour l’ensemble(xi, yi, si, ti) l’ensemble des « points »(x, y, s, t)
pour lesquelsx, y, s, t sont rationnels. Il résulte de la continuité uniforme des fonctionsFnj que
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lim
nj→∞

Fnj (x, y, s, t)

existe pour toutx, y, s, t. Soit F (x, y, s, t) cette limite.F (x, y, s, t) est continu par rapport
à x, y, s, t, monotone par rapport àx et y avec F (x,∞, s, t) = 1, F (x,−∞, s, t) = 0,
F (−∞, x, s, t) = 1, F (+∞, x, s, t) = 0, de plusF est lipschitzien par rapport àx.
Montrons que la fonctionF est solution de l’équation de [rayéChap] Kolmogoroff. On a

(61.1) Fnj (x, y, s, t) =

∫ +∞

−∞
Fnj (z, y, u, t)dzFnj (x, z, s, u)

Fnj (z, y, u, t)→ F (z, y, u, t) uniformément et est une fonction continue dez. Donc∫ +∞

−∞
Fnj (z, y, u, t)dzFnj (x, z, s, u)−→

∫ +∞

−∞
F (z, y, u, t)dzF (x, z, s, u)

et l’équation [rayéde Chapman] (61.1) devient l’équation de Chapman–Kolmogoroff pourF .
On a si|t− s|< ε

(62)

1

t− s

∫
|y−x|>η

dyFnj (x, y, s, t)< ε′(ε, η)

où lim
ε→0

ε′(ε, η) = 0 en vertu de la proposition

Donc

lim
t→s

1

t− s

∫
|y−x|>η

dyF (x, y, s, t) = 0

et, i= 1, 2 ∫
|y−x|<1

(y − x)i dyFnj (x, y, s, t)−→
∫
|y−x|<1

(y− x)i dyF (x, y, s, t)

il en résulte que

1

t− s

∫
|y−x|<1

(y − x)dyF (x, y, s, t)−→ a(x, s)

1

t− s

∫
|y−x|<1

(y− x)2 dyF (x, y, s, t)−→ σ2(x, s)

uniformément par rapport àx et s à distance finie.
Ceci finit la démonstration du théorème.

PREMIÈRE EXTENSION. – Supposonsa, σ et 1/σ continues par rapport à(x, s), mais non
bornées pour|x| → ∞. Supposons qu’il existe une suite de fonctionsF (x, y, s, t | an, σn) les
fonctionsan etσn
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(63)

etσ−1
n étant continues et bornées,an etσn tendant versa etσ, les solutionsF (x, y, s, t | an, σn)

satisfaisant à

F (x,−y, s, t | an, σn) + 1− F (x, y, s, t | an, σn)< ε(x, y, s, t)

avec lim
y→∞

ε(x, y, s, t) = 0.

Sous l’hypothèse indiquée les raisonnements d’existence précédents restent valables, avec de
très légers changements, celui-ci s’étend à ce cas.

2E THÉORÈME D’ EXISTENCE. –Si les fonctionsa etσ sont continues par rapport à(x, s), siσ
ne s’annule que pour un nombre fini de valeurs des et sia)σ est borné oub) si on peut trouver une
suite de fonctionsan etσn convergeant versa etσ pour lesquellesan, σn et1/σn sont bornées et

F (x,−y, s, t | an, σn) + 1− F (x, y, s, t | an, σn)< ε(x, y, s, t)

lim
y→∞

ε(x, y, s, t) = 0

il existe une solution régulièreF (x, y, s, t | a,σ) de l’équation de Kolmogoroff,[rayé monotone
par rapport àx, continue par rapport ày, t en tout point(y1, t1) oùσ(y1, t1) �= 0, continue par
rapport àx, s]

(64)

avec les donnéesa etσ, monotone par rapport àx pour toutx, s avecσ(x, s)> 0.

Démonstration. – Nous pouvons supposer queσ ne s’annule que pour la valeurt1 des.
D’après un théorème d’existence antérieur il existe une solutionF (x, y, s, t | a,σ) régulière et
continue par rapport àx, définie pourt < t1 ous > t1. Soient

F (x, y, t1, t) = lim
s→t1

F (x, y, s, t) (s > t1 > t)

F (x, y, t1, t) = lim
s→t1

F (x, y, s, t)

Les fonctionsF et F sont évidemment des fonctions monotones non croissantes. Supposonss′

quelconque entret1 et t1 + η, si η est suffisamment petit,a et σ étant bornées supérieurement et
continues pourx borné, on a

F (x,x+ ε, s′, t1 + η)−F (x,x− ε, s′, t1 + η)> 1− ε

On a donc, en appliquant l’équation de Chapman

F (x, y, s, t) =

∫ +∞

−∞
F (z, y, t1 + η, t)dzF (x, z, s, t1 + η)

<F (x− ε, y, t1 + η, t) + ε

[rayéD’autre part si] Prenonsη tel que

F (x− ε, y, t1 + η, t)< F (x− ε, y, t1, t) + ε
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(65)

On obtient

F (x, y, t1, t) � F (x, y, t1, t)< F (x− ε, y, t1, t) + ε

ε pouvant être pris arbitrairement petit, il résulte

F (x, y, t1, t) � F (x, y, t1, t)< F (x− 0, y, t1, t)

Les fonctionsF etF (x, y, s, t) coïncident donc en tout point de continuité deF . Posons

F (x, y, t1, t) = F (x− 0, y, t1, t).

Soit u un instant pour lequelσ(z, u) est �= 0, alorsF (z, y, u, t) est continu par rapport àz.
L’ensemble des pointsx pour lesquels

F (x, z, t1, u) �= F (x, z, t1, u)

est dénombrable au plus pour chaquex, prenons un ensemble dénombrableE de points partout
dense sur la droite, l’ensemble [rayédénombrable]G des pointsx pour lesquels il y az deE avec

F (x, z, t1, u) �= F (x, z, t1, u)

est dénombrable aussi. Prenons un pointx qui n’appartient pas àG. Pour cetx on a

F (x, z, t1, u) = F (x, z, t1, u)

pour toutz deE. F et F étant monotones par rapport àz, l’égalitéF = F subsistera pour cetx
en toutz point de continuité deF ouF et∫

F (z, y, u, t)dzF =

∫
F (z, y, u, t)dzF

(68)

[rayéNous pouvons prendre un pointx n’appartenant pas àG avecF (x, y, t0, t) = F (x, y, t0, t)]
Si x �∈G on pourra trouver une suite(si)→ t1 (si > t1) telle que

F (x, z, si, u)→ F (x, z, t1, u) = F (x, z, t1, u)

pour presque toutz et que de plus

F (x, y, si, t)→ F (x, y, t1, t)

[rayéOn a donc la f] Par suite

F (x, y, s, t) =

∫ +∞

−∞
F (z, y, u, t)dzF (x, z, si, t) →

∫ +∞

−∞
F (z, y, u, t)dzF (x, z, t1, t)

On a donc la formule

F (x, y, t1, t) =

∫ +∞

−∞
F [z, y, u, t] dzF (x, z, t1, u)
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valable pour presque toutx. Si x1 tend versx par valeurs> x, F (x1, z, t1, u) tend vers
F (x, z, t1, u) et F (x1, y, t1, t) versF (x, y, t1, t), F [z, y, u, t] étant continu par rapport àz, on
obtient pourF (x, y, t1, t) = F (x+ 0, y, t1, t) la formule

F (x, y, t1, t) =

∫ +∞

−∞
F [z, y, u, t] dzF (x, z, t1, u)

Il en résulte l’équation de Chapman pourF si s� t1.

Nous pouvons trouver une fonctionF (x, y, s, t)

(69)

solution régulière de l’équation de Kolmogoroff avec les coefficientsa etσ pourt < t1. Soit

F [x, y, s, t1] = lim
t′1→t1

F [x, y, s, t′1] (t′1 < t1)

F [x, y, s, t1] = lim
t′1→t1

F [x, y, s, t′1] (t′1 < t1)

On prouve facilement que les 2 fonctions coïncident en touty point de continuité deF . Posons

F (x, y, s, t1) = F [x, y + 0, s, t1]

La fonctionF (x, y, s, t) satisfait comme on voit facilement pourt� t1 à l’équation de Chapman
et pourt < t1 à l’équation de Kolmogoroff. Posons pours < t1 < t

F (x, y, s, t) = F (x, y, s, t1) ∗ F (x, y, t1, t)

On vérifie sans peine que la fonctionF ainsi définie est solution de l’équation de Kolmogoroff
avec les donnéesa etσ.

c. q. f. d.

On étend ce théorème d’existence de la manière suivante qui est la plus générale qui puisse être
envisagée avec nos méthodes.

THÉORÈME D’ EXISTENCE. – Si les fonctionsa(x, s) et σ(x, s) sont continues par rapport à
(x, s), s’il existe un ensemble partout dense d’instantss pour lesquelsσ(x, s) est différent de0
quel que soitx

(70)

[Début rayé, voir note25]
si enfin il existe une suite de fonctions continues et bornéesan etσn avecan → a etσn → σ, pour
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lesquelles unF (x, y, s, t | an, σn) satisfait à la condition

F (x,−y, s, t | an, σn) + 1− F (x, y, s, t | an, σn)< ε(y, s, t)

avec

lim
y→∞

ε(y, s, t) = 0

il existe au moins une solution régulière de l’équation de Kolmogoroff avec les coefficientsa etσ.

(71)

XIII ′ Suite de XIII ( 1) Probabilité des grandes valeurs.

[rayé Si nous avonsmax
s<t′<t

∣∣∣∣X(t′) −X(s) −
∫ t′

s

a[X(u), u] du

∣∣∣∣< K , nous avons en désignant

parA+(y, u) le maximum dea(y, u) par]

Les limitations obtenues au n◦ 13 peuvent être remplacées par d’autres qui dans certains cas
sont plus précises.

Supposons d’aborda, σ bornées etX(t) continu (ce qui est presque sûr) et qu’on a

(71.1)

∣∣∣∣X(τ)−X(s)−
∫ τ

s

a(X(u), u)du

∣∣∣∣<K

Si X(t) est > X(s) il y a un instantt1 � s où X(t1) = X(s) tel queX(t′) > X(s) pour
t > t′ > t1.
On a en vertu de (71.1) ∣∣∣∣

∫ t1

s

a(X(u), u)du

∣∣∣∣<K

donc

X(τ)<X(s) + 2K +

∫ t

t1

a(X(u), u)du

et si nous appelonsA(+)(x1, x2, u) le maximum demax{0, a(y, u)} pour x1 � u � x2 (si
x1 < x2)

= 0 si x1 > x2, on a

X(τ)<X(s) + 2K +

∫ t

s

A+[(X(s),X(u), u] du

On obtient exactement de la même façon qu’au n◦ 13 le

THÉORÈME. – Supposonsa et σ continues. SoitA+[x1, x2, u] = 0, si x1 > x2,
= max

x1�y�x2

{
max{a(y, u),0}

}
Soit

(1) Devra être intercalé entre XIII et XIV
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(72)

A(−)[x1, x2, u] = 0 si x1 � x2, = min
x1�y�x2

{
min (a(y, u),0)

}
pourx1 < x2. Soit

σ[x1, x2, u] = max
x1�y�x2

σ(y, u)

SoitU (+)(s, t,K,X(s)) la solution de l’équation différentielle

U ′(t) =A(+)[X(s),U(t), t]

=X(s) + 2K pour t= s
SoitU (−)(s, t,K,X(s)) la solution de l’équation différentielle

U ′(t) =A(−)[U(t),X(s), t]

se réduisant àX(s)− 2K pour t= s.
Soit

Ψ(s, t,K,X(s)) =

∫ t

s

σ2[U−(u),U+(u), u] du

oùU−(u) = U (−)(s, t,K,X(s)), U+(u) = U (+)(s, t,K,X(s)).
SiU (+)(s, t,K,X(s)) etU (−)(s, t,K,X(s)) sont finis, la probabilité pour qu’on ait

U (−)(s, τ,K,X(s))<X(τ)<U (+)(s, τ,K,X(s))

pour touts < τ < t est

>Φ
(
K
/√

Ψ(s, t,K,X(s))
)

On démontre aussi la proposition suivante plus générale et plus précise que XIII

THÉORÈME. – SoientA[x1, x2, u] le maximum dea(y, u) pourx1 � y � x2, A[x1, x2, u] le

(73)

minimum dea(y, u) pourx1 � y � x2, σ2(x1, x2, u) le minimum deσ2(y, u) pourx1 � y � x2.
SoientU1(s, t,X(s),K), U2(s, t,X(s),K) les solutions du système

U ′
1(t) =A[U1(t),U2(t), t]

U ′
2(t) =A[U1(t),U2(t), t]

avec les condition initiales

U1(s) =X(s)−K, U2(s) =X(s) +K
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SoitΨ(s, t,X(s),K) =
∫ t

s
σ2[U1(u),U2(u), u] du.

SiU1(t) etU2(t) sont finis, la probabilité pour qu’on ait pour toutτ compris entres et t

U1(s, τ,X(s),K) �X(τ) � U2(s, τ,X(s),K)

est� Φ
(
K
/√

Ψ(s, t,X(s),K)
)

.

(74)

La monotonie par rapport à a(x, s)

Soienty1(t), y2(t) deux fonctions dérivables det avecy1(t) < y2(t). S’il existe une solution
v(x, s) de l’équation aux dérivées partielles

−∂v

∂s
= a

∂v

∂x
+

1

2
σ2 ∂

2v

∂x2

tendant vers1 si (x, s) → (y1(s), s) [s < t], ou si s → t x < y, vers0 si (x, s) → (y2(s), s)
pour s < t ou si s → t x > y, régulière dans le domaineG (voir figure 1), la proba-
bilité H(x, y, s, t | a,σ) qu’un point mobile dont la loi du mouvement est déterminée par
F (x, y, s, t | a,σ) [rayé se trouve à l’instantt à gauche dey ou ait rencontré la courbey1(u)
avant l’instantt mais n’a pas rencontré avant l’instantt avant d’avoir rencontré] [ait] des trajec-
toires partant du point(x, s) qui rencontrent la partie du contour à laquelle correspond la valeur1
avant de rencontrer le reste du contour est comme on saitv(x, s).

Soit a′(x, s) � a(x, s), montrons qu’on a pour tout mouvement régulier avec les coefficientsa′

etσ

H(x, y, s, t | a′, σ) �H(x, y, s, t | a,σ) = v(x, s)

(75)

(cela est évident si la probabilitéH(x, y, s, t | a′, σ) est aussi deux fois dérivable par rapport àx,
mais nous n’allons pas faire cette hypothèse).

Démonstration. – Adoptons les notations du n◦ 17. Nous pouvons choisir les bandes I et II assez
étroites pour qu’on ait aussi si(x, s) ∈ I : H(x, y, s, t | a′, σ) > 1 − ε, H(x, y, s, t | a′, σ) < ε si
(x, s) ∈ II.
Si (x, s) ∈ III on a maintenant∫

v(z, s+ ∆) dzF (x, z, s, s+ ∆ | a′, σ)

= v(x, s+ ∆) + ∆

[
a′(x, s)

∂v

∂x
(x, s) +

1

2
σ2(x, s)

∂2v

∂x2

]
+ o(∆)

= v(x, s) + (a′ − a)
∂v

∂x
∆ + o(∆)
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Or v étant monotone par rapport àx, on a toujours
∂v

∂x
< 0, donc

v(x, s)<

∫
v(z, s+ ∆)dzF (x, z, s, s+ ∆ | a′, σ) + ε∆

si ∆ est suffisamment petit. En raisonnant alors exactement comme au n◦ 17 on obtient, cette fois
ε pouvant être pris arbitrairement petit

H(x, y, s, t | a,σ) = v(x, s) �H(x, y, s, t | a′, σ)

c. q. f. d.

(76, 77)

[pages rayées, voir notes.]

(Page non numérotée)

THÉORÈME. –Sous les hypothèses du n◦ 17on a sia′(x, s)< a(x, s)< a′′(x, s), siF (x, y, s, t |
a′, σ) etF (x, y, s, t | a′′, σ) sont deux solutions régulières de l’équation de Kolmogoroff avec les
donnéesa etσ satisfaisant àF (x, y, s, t | a′, σ)> 1 − ε si z <−K(ε) etF (x, y, s, t | a′′, σ)< ε
si z >K(ε) on a

F (x, y, s, t | a′, σ) � F (x, y, s, t | a,σ) � F (x, y, s, t | a′′, σ)

Démonstration. – Désignons parX1(t),X(t),X2(t) trois particules mobiles dont le mouvement
est régi parF (x, y, s, t | a′, σ), resp.F (x, y, s, t | a,σ) etF (x, y, s, t | a′′, σ) et dont la position à
l’instants estx.

F (x, y, s, t | a′, σ) = Pr{X1(t)< y}
F (x, y, s, t | a′′, σ) = Pr{X2(t)< y}
F (x, y, s, t | a,σ) = Pr{X(t)< y}

Or on peut écrire

Pr{

(Manuscrit interrompu, suivent deux pages de calculs non rédigés sur une feuille volante).
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