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Exercice 1 (Phénomeénes a queues lourdes dans la marche aléatoire simple). Soit (S;),en Une marche aléatoire sur
Z, telle que Sy =0, et d’'incréments i.i.d. de loi %(61 +0_1). Pourtout a€ Z, soit T, :=inf{n e N: S;, = a}.
1. Pour tous a <0 < b dans Z, rappeler la preuve de la formule P(St 7, = b) = b%‘fl.

2. En déduire que pour tout b > 0, T}, < co p.s.
3. En déduire que pour tout b > 0, E(maxo<,<T, |Sxl) = oo et E(Tp) = oo.
4

. Préciser la conséquence sur les queues de distribution P(maxg<,<1, |Sr| = 1) et P(T}, = r) quand r — oo.

Exercice 2 (Processus de Galton —Watson surcritique avec immigration). Soient (Xj; k) ,~; ;>; des v.a.i.i.d. intégrables
deloi p sur N de moyenne m et de variance o2 € [0, +oo], et (I,) ,»; des v.a. i.i.d. intégrables deloi i, sur N de moyenne
m, et de variance o2 € [0, +oo], indépendantes des précédentes. Soit (Z,) ,en définie par Z := 1, et, pour tout n € N,

Zn

Zps1:=Ina + Z Xn+1,k-
k=1

Le but de cet exercice est d’étudier quelques aspects du comportement asymptotique quand 7 — oo.
1. Montrer que si m < 1 alors E(Z,,) — {f—;n, sim=1alors E(Z,) ~ nmy, etsi m>1alors E(Z,) ~ m" (1 + %)
2. Supposons a présent que m > 1.

(a) Montrer que (Yy) en = (%) converge p.s. vers une v.a. Yo, =0;

neN
(b) Montrer que si 0 < oo et 0 < oo alors la convergence a lieu dans [?2etE(Yy) =1+ %

Exercice 3 (Loi forte des grands nombres pour les martingales de carré intégrable).

Soit (M) ,en une martingale de carré intégrable, pour la filtration (%) ,en, €t (M) 1) ,eny SON processus croissant.
Rappel : (M)y =0, etpourtoutn=1, (M), = Z,’ézl [E((AM)?C | Fr—1) ot (AM)j:= My — Mjy_1, (M) o :=limy— oo (M) .
Rappel (lemme de Kronecker) : si Y7 | u, converge et 0 < wy /" oo alors lim,, . w%l ZZ=1 wiug =0.

n (AM)g
k=1 1+(M);.’

. Montrer que (U), < 1. Indication : exprimer (U), avec ay := 1+ (M).

1. Montrer que (Uy) ,en défini par Uy :=0, et Uy, := n =1, est une martingale de carré intégrable.

. En déduire que (Uy) ,cn converge p.s.;
1&/1—1%” — 0 p.s. sur {{M), = 00}.

. En déduire la loi forte des grands nombres suivante : My p-s. sur {{M), = 00}.

2

3

4. En déduire que
5 WD,
6

. Soient (Z,) > des v.a. indépendantes, de moyennes (m,,),>; et de variances (afl)n21 telles que Y., 0% = oo.
En déduire que le processus (My,) ,en défini par My :=0 et My, := Z; —my +---+ Z,, — m,, pour tout n = 1, vérifie

My, 0
oZt+02  P¥
1 n
C . .o . P Zi++Z,
En particulier, si (Z;),»1 est une suite de v.a. indépendantes, centrées, et réduites, alors % — 0 p.s.
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Exercice 4 (Raffinement de ’étude de la convergence des martingales de carré intégrable).

Soit (M},) ,en une martingale de carré intégrable, pour la filtration (%) ,en, €t ((M) ;) nen SON pProcessus croissant.
Notation : {M,, —} = {(M},) ,en converge vers une limite dans R}.

Notation : si A et B sont des événements, A < B p.s. signifie P(An B€) = 0.

1. Pour tout a > 0, soit T, :=inf{n e N: (M) ;.1 > a}.
(a) Montrer que pour tout a >0, T, est un temps d’arrét et (M), < a;
(b) En déduire que pour tout a >0, (M7,An) ,cn €St une martingale de carré intégrable bornée dans I?;
(c) En déduire que {{M)o, <00} c{M —}p.s.;
2. Supposons que C:= [E(supneN(AM)%) < oo. Pour tout a > 0, soit S, :=inf{n e N: Mfl > a}.
(a) Montrer que pour tout a > 0, [E(|M§a - Mgu_l 11128, <o00}) < 0O.
(b) En déduire que pour tout a > 0, sup,,en EKM) s, 01) < 00;
(c) En déduire que pour tout a >0, EKM)s,) < oo;
(d) En déduire que pour tout a > 0, (M) < 00 sur {S, = oo};

(e) En déduire que {{M), < oo} = {M;, —} p.s.

Exercice 5 (Filtre de Kalman gaussien). On modélise la position d'un mobile et son observation a distance par les
processus (Xy) ,en €t (Yn) nen respectivement. En tenant compte des incertitudes, ils vérifient le systeme

Xo =Wy
X, =aXu1+W,, n=1,
Y, =Xu,+V,, n=0

ol (V) yen €t (Wy) ,en sONt des suites indépendantes de v.a. i.i.d. de loi A47(0, 2) et N(0,02) respectivement, et a € R.
1. Montrer que (X, ..., Xy, Yp,..., Yy) est un vecteur gaussien;

2. Montrer, indépendamment du modele ci-dessus, que si (X, Yy, ..., Y,;—1) est un vecteur gaussien de R"*! et une
Y une variable aléatoire vérifiant Loi(X | Yy, ..., Y;—1) = A (4, 7?) et Loi(Y | X, Yp,..., Y1) = A (X,62), ol
peut dépendre de Yy, ..., Y,,—1 tandis que yz et 62 sont constantes, alors

, o (a(H Yy o1 11
Loi(X | Yo,..., Y, 1,Y) —JV(p (F + ﬁ),p ) o =t
Indication : passer par les densités conditionnelles plutét que par la matrice de covariance.
3. En déduire que la loi de la position X, sachant les observations Yy, ..., Y, est donnée par la récurrence

ar’a,_ +o*r?

A ~ ~ a IN
Loi(Xy | Yo,..., V) =N (X, an) ot Xp=aXy1+—5(Vy—aXy1) et a,=— —.
T a‘ap—1+0-“+1

Indication : Loi(Xy | Yp) (initialisation), Loi(X}, | Yy,..., Y,—1) (prédiction), Loi(Y}, | Yy,..., Y,—1, X,,) (filtrage).

-000-
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Eléments de solution de 'exercice 1.

1. Le temps de sortie de [a, b] s’écrit T, }, := T, A Tp. 1l est fini p.s. (réduction a un jeu de pile ou face). De plus,
comme Sy € [a, b], par définition de T, 3, la marche aléatoire arrétée (S, Tup) est bornée. Le théoreme d’ar-

neN
rét de Doob donne 0 = E(Sy) =E(St) = aP(St = a) + bP(St = b), or P(Sy = a) + E(ST = b) =1, d’ou1 la formule.
2. Nous avons {St,a1, = b} = {T}, < oo}, or par la question précédente, P(St, A1, = b) = a1 quand a — —oo.

3. Comme T}, < oo p.s., la suite (Sya7,),cn NE peut pas étre u.i. car sinon le theoreme d’arret de Doob donnerait
0 = E(Sp) = E(S7,,) = b > 0, en particulier la suite (S;a71,),,cn NE peut pas étre dominée par une v.a. intégrable,
donc son enveloppe n’est pas intégrable. De méme, comme (S,) ey a des incréments dans {1}, elle est a
oscillations bornées, et donc T ne peut pas étre intégrable, pour les mémes raisons (théoréme d’arrét de Doob).
Alternativement et plus spécifiquement, sans les martingales, P(maxo<<7, ISul = 1) 2 P(T-; < Tp) =P(ST_, AT,
-r) = b - par la premiére question, qui n'est pas sommable en r, d’ott E(maxo<p<T, |Snl) = +0o. D’autre part,
comme les incréments de (S;) ,en sont 1, il vient que maxo<, <7, |Si| < Tp, d'ott E(T}) = +oo également.

4. Pour une v.a. positive X, le théoréme de Fubini-Tonelli donne

X (o] (o)
[E(X)=[Ef dr=[Ef ﬂ{XEr;drzf P(X > rdr.
0 0 0

DoncE(X) =ocossir— P(X = r) n'est pas intégrable (c’est-a-dire ne tend pas assez vite vers 0 qd r — co: queues
lourdes). En particulier, pour tout R > 0, les v.a. maxo<<7, S| €t T dépassent le seuil R avec probabilité > 0.

FEléments de solution de 'exercice 2.

m'—1
m—1

1. Le modele, ses indépendances, et E = EE(- | &), donnent E(Z,;) :(m” + m+)1]m¢1 + (1 +nm)ly=1.

2. (a) Le processus (Yy),en €St une sous-martingale :
m
[E(Yn |gn—1) = Yn—l + m_; = Yn—l-

Cette sous-martingale est positive, mais nous ne disposons que d'un théoreme de convergence p.s. des
surmartingales positives, et des sous-martingales bornées dans L'. Montrons que Y est bornée dans L'.

Nous avons E(Yp) =1 et, pour tout n =1, E(Y,) = E(Y,-1) + 1 g d’ou
" m m 1
E(Y)=1+) —=1+——" ( - n+1)'
k=0 M 1I-m m

Comme m > 1, il vient que sup,,cnE(1 Yy, ]) = sup,,enE(Y,) < co. La sous-martingale (Y},) ,en €st donc bien
bornée dans L', elle converge donc p.s. vers une v.a. Yo, € L.

(b) Pour tout n = 1, 'indépendance et le conditionnement donnent les récurrences
Var(Z,41) = m*Var(Z,) + 0°E(Zy,) + 0~

et
E(Y?) = —[E(Zz) = —Var(Zn) t [E(Zn)

Or m>1,douE(Z,) ~ m" et Var(Z,) ~ m?"*, donc ¢ :=lim,,—.« [E(Y,f) dans R. Donc (Y;) ,en €St (une sous-
martingale positive) bornée dans L2.

1 est possible d’invoquer le théoréme du cours de convergence p.s. et L? des sous-martingales positives
bornées dans L?. Mais la version sous-martingale positive est tout de méme assez exotique.
Alternativement, (3" k=0 ) \ converge, et (Y, — ZZZO % el est une martingale bornée dans I2.

Alternativement, il est poss1ble d’établir que (Y;,) ,en est de Cauchy dans L? : pour tous n,k = 1,
E((Yusk = Y)2) = (Y7, ) +E(Y,)) = 2E(Ypi 1 Vi)
=E(Y?, ) +E(Y7) = 2E(YRE(Ynrk | Fn))

mnh+k et mh+l

=E(2, ) -E(vD) -2 JEv)

=0+ Op—oco(1) — + On—oo(l) + 05—o0(1),
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donc (Yy,) ,eny est de Cauchy dans L? et converge donc dans L2, vers sa limite p.s. Y4, par unicité de la limite
en P. En particulier Y, — Yo, € L! dans L!, et la formule obtenue précédemment pour E(Y;) donne

. my
E(Yso) = r}grolo[E(Yn) =1+ =

Alternativement, il est possible d’établir que (Y;) ey converge dans L? en utilisant I'inégalité maximale
de Doob, comme dans la preuve du théoréeme de convergence des martingales bornées dans L”, p > 1.

FEléments de solution de exercice 3.

1. Pour tout n = 1, (AM),, est &%,,-mesurable et (M), est %, _;-mesurable, donc U, est &,-mesurable. De plus
oM < (AM)? € L', dott Uy € I2 < L. Enfin E(U, ~ Upoy | Fat) = 1 ECAM), | Fo1) = 0. Rien de
surprenant a cela car c’est en fait une transformée de martingale (intégrable stochastique discrete).

2. Par définition de (U), et de U,

n n E(AM) | Fr-1)
Uyn=Y EAUR|F) =Y i

S ay— ay-
d’ou (U)Oozz% ou ap:=1+ (M), >0.

= & A+ (M2 g &
Or
& a n -a L | 1 1 1 1
Z ap — leZ k-1 Z - ] <1.
k=1 ak k=1 @Kkak-1 =1 4%-1 dr Qo Qan ap

Alternativement, comparaison série-intégrale avec Y.} _, % <[ ‘z" ‘36’2‘ =1- ai <.
k n

3. Comme U est une martingale de carré intégrable et Uy = 0, sup ,enE(U2) = E((U) o), et comme (U)o, < 1 par la
question précédente, il vient que U est bornée dans L? donc converge p.s. (et dans L? vers une v.a. L?).

4. La question précédente assure que Uy, = }.}'_; Up — U1 = L]_, ux converge p.s. Le lemme de Kronecker appli-

quéps.aupetaw,=1+(M), /(M) donne 1+]2/[M) — 0 p.s. sur {{M), = oo}.
My, , o~ M,
5. Sur {{M)s = oo}, on a 11(13/[) — 1p.s.dou an-
6. La martingale M est de carré intégrable et pour toutn=1, (M), = Z:I [E(Z,f | Fr_1) = Z lai

P

Eléments de solution de 'exercice 4.
1. (a) Découle du fait que (M) est prévisible et croissant : (M), .+ est &, mesurable, et = (M), pour tout n € N;

(b) Par définition du processus croissant (décomposition de Doob de la sous-martingale M?), le processus
X:=M?— Mg — (M) est une martingale. Par le théoreme d’arrét de Doob, le processus arrété (X;a1,)
est une martingale, issue de 0. La conservation de I'espérance et la question 1(a) donnent alors

neN

E(MF. ) = E(MG) +ECM) 1,00) < E(M) + .

(c) Pour tout a > 0, la martingale (M7,x5) ,cn €St bornée dans 2 (question précédente), elle convergence
donc p.s. (et dans L?). Donc (Mp,) ,ep convergence p.s. sur { T, = oo}, donc sur U2 1T = oo} = {{M)o < 00}

2. (a) Pourtouta >0, par définitionde S,, Mg, < va.Doncsur {1 < S, < oo},
IM3, — M3, 1| < (AM)E, +2|Ms,11I(AM)s,| < (AM)5 +2VDI(AM)s,| < C+2VDb+VC < co.
(b) Parle théoréme d’arrét de Doob pour la martingale M? — (M) etle temps d’arrét S, et la question 2(a),

E(M)s,nn) = EOM, ,,) —E(MG) S E(M3 ) = E(M3Ts,200) + E(M3 T5,<00)
<a+EMjls,0) + [E(|M§u - Mga_lulssu@}) < o0.

(c) Découle dulemme de Fatou ou théoréme de convergence monotone appliqué a la question 2(b).

(d) La question 2(c) donne, pour tout a >0, (M), < oo p.s. En particulier (M), < oo sur {S, = 0o}.
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(e) La question 2(d) donne (M), < co sur U‘;"Zl {Sy =00} = {sup,,cn M,Zl < oo} o {M —}. A combiner avec 1(c).

Eléments de solution de exercice 5.

1. Ce vecteur est 'image par une application linéaire de (g, ..., V,, Wy,..., W},) est gaussien car a coordonnées
gaussiennes indépendantes, c’est donc un vecteur gaussien.

2. Provient de la formule (de Bayes) des densités conditionnelles de vecteurs aléatoires :

XY VY
Ve
_ X Yoo Vet Y JX Yo Y
Ix YooYy Yo Yor,Y
_ Ix Yo Vur, Y JX Yoror Yooy YorYos
IxYorrYor YoV SYornYur,Y
_ ixv, Y FXiv, Y
Yo, Yo '

XYoo YooY

Laloi fy)y,,..v, , estinutile car elle est absorbée, dans la normalisation.
3. Initialisation. Comme Yy = Xy + Vj, il vient que Loi(Yy | Xp) = A (Xo, 72). La question 2. donne alors

2 2.2

Loi(Xy | Yp) = JV(X(),CK()) ou X() = Yo et ap= 97

0%+ 12 o2 +1%

Prédiction. Par récurrence, si Loi(X,—1 | Yp,..., Y_1) = A (Xn_l, a5,—_1), alors le modele donne
Loi(X, | Yo, ..., Y1) = N (aX,—1, d® @ p_1 + 02).

Filtrage. Le modéle donne
Loi(Yy | Yo, Yno1, Xn) = A (X, T°).

La question 2. permet alors d’'inverser le conditionnement entre Y,, et X, :

. 1 1 )
Loi(X,, | Yo,...,Y,) =N (X, a,) ol +— et anan(—+—.

a, a*a,-1+o’ 12
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