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Avant-propos

Le cours de Master 1 d’introduction aux séries temporelles est découpé en 13 séances de
90 minutes. Le prérequis est un niveau de licence en mathématiques, notamment en analyse,
probabilités, et statistique. L’évaluation consiste en un examen partiel en novembre et un
examen final en janvier, avec pour formule max(f, %p + % f). Pour réussir aux examens, il
faut d’abord comprendre les notes de cours puis s’entrainer sur les exercices de travaux
dirigés, les annales d’examens, et les démonstrations du cours. Ces notes de cours, librement
disponibles sur Internet, sont inspirées de celles de Céline Lévy-Leduc datant de ’année
universitaire 2011/2012. Le sujet des séries temporelles est plutot plaisant. Lié au concret, il
pose de réelles questions sur les plans méthodologiques et philosophiques . Lié & ’abstrait,
il donne l'occasion de mettre en ocuvre quelques concepts de la théorie du signal, de
I’analyse harmonique, des probabilités et statistique, de ’algebre linéaire, etc. En toile de
fond, utilitarisme, mythe du quantitatif, et «bigdatay.

Notre Master 1 de mathématiques a pour but de former des ingénieurs, et dans une
moindre mesure des chercheurs, adaptés au monde d’aujourd’hui. Les ingénieurs et les
chercheurs ne cessent d’apprendre des concepts et des techniques, tout au long de la vie
professionnelle 2. Ces notes de cours fournissent des bases incontournables de la modélisation
des séries temporelles, que tout ingénieur ou chercheur mathématicien devrait connaitre 3.
Elles sont concues pour étre a la fois accessibles et exigeantes intellectuellement. La
formation initiale des ingénieurs et des chercheurs doit mettre I’accent sur les concepts
plutét que sur les techniques. Ceux qui devront ensuite, dans leur vie professionnelle,
traiter des données, pourront apprendre les techniques appropriées le moment voulu, en
s’appuyant sur leurs connaissances conceptuelles. On trouvera par exemple dans [Ar, C]

deux trés bons cours orientés vers des techniques concrétes de traitement des données .

. A ce sujet, on peut penser par exemple au phénoméne du réchauffement climatique.

. C’est mal connaitre le monde de I'ingénieur que de le réduire a celui du technicien.

. Il faut assister au cours oral pour bénéficier des commentaires de mise en situation!

. Le niveau en mathématiques des éléves de Master est variable d’un établissement a ’autre.

=W N =
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Plan du cours. Le chapitre 1 introduit le concept de série temporelle, sa modélisation
stochastique, les notions de tendance, de saisonnalité, de processus stationnaire, d’auto-
covariance et de bruit blanc. Le chapitre 2 est consacré au filtrage linéaire des processus
stationnaires, un concept fondamental pour résoudre les équations linéaires du type ARMA.
Le chapitre 3 est consacré a I’étude des processus ARMA, qui constituent la classe la plus
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CHAPITRE 1

Introduction (x2)

Mots-clés : série temporelle ; modele additif; tendance ; saisonnalité ; stationnarité;
autocovariance ; bruit blanc ; opérateur retard ; opérateur différence.

Une série temporelle ou série chronologique est une suite d’observations d’un phé-
nomene physique ! faites au cours du temps : consommation d’électricité, cours du pétrole,
population francaise, rythme cardiaque, relevé d’un sismographe, trafic Internet, ventes de
téléphones mobiles, hauteurs des crues du nil, température des océans, concentration en
dioxyde de carbone de I’atmospheére, taux de glucose dans le sang, cote de popularité du
président, etc. Il s’agit d’une suite finie 2 de valeurs réelles 3, indicées par un temps continu
ou discret régulier, typiquement d’un signal échantillonné a une fréquence fixe. Les figures
1.2 et 1.3 donnent des représentations graphiques de quelques séries temporelles, fabriquées
grace au programme pour le logiciel GNU-R donné par la figure 1.14.

L’étude des séries temporelles poursuit plusieurs buts pratiques :

— une meilleure compréhension du phénomeéne physique représenté par la série;

— une représentation simplifiée par un modele stochastique;

— une prédiction du futur de la série a partir de la partie observée.

1.1 Tendance, saisonnalité, bruit, opérateur retard

Une idée serait de tracer le graphe de la série temporelle t — y;, puis de déterminer
une famille de fonctions qui ont la méme allure, puis enfin de déterminer la meilleure
fonction en minimisant un critere d’ajustement comme les moindres carrés par exemple,
avec pénalisation du critére optimisé par la complexité de la fonction utilisée. Dans cette
approche, la famille de fonctions choisie constitue un modele. On dit & ce propos : tous
les modéles sont faux, certains sont utiles. L’incorporation de bruit dans cette approche
conduit aux modeles analysés dans ce cours. Plus précisément, on s’intéresse a des modeles
additifs stochastiques du type

e =dp + 2

ou t — d; est une fonction déterministe et ou z; est un bruit aléatoire. La fonction
déterministe dépend typiquement d’un nombre réduit de parameétres qu’on cherche a estimer,

1. Physique au sens large, englobant la nature, par opposition & Mathématique ou Informatique.

2. Les données réelles sont des suites finies. Les modeéles mathématiques «vont jusqu’a I'infini».

3. Rien n’empéche d’imaginer des valeurs complexes voire méme vectorielles bien entendu.

4. Sous Debian GNU/Linux : sudo apt-get install r-base. L’environnement de développement
RStudio est disponible pour Debian, cf. https://www.rstudio.com/products/rstudio/download/. Plus
généralement, on pourra consulter https://cran.r-project.org/web/views/TimeSeries.html


https://www.rstudio.com/products/rstudio/download/
https://cran.r-project.org/web/views/TimeSeries.html
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# Inspiré du livre "Séries temporelles avec R" de Yves Aragon.

# install.packages("datasets") # déja installé en général !

require(datasets)

#

data(Nile)

plot.ts(Nile,xlab="'année',ylab='Nil"')

data(uspop)

plot.ts(uspop,xlab="'année',ylab="'USpop')

#

data("AirPassengers")

plot.ts(AirPassengers,xlab='temps (mensuel, de 1949 a 1961)',ylab='passagers',las=1)
polygon(c(1958,1960,1960,1958) ,c(200,200,600,600) ,1ty=2)

deb=c(1958,1); fin=c(1960,12)

plot.ts(window(AirPassengers,start=deb,end=fin) ,xlab='année',ylab='passagers',las=1)
#

plot.ts(diff (AirPassengers) ,xlab="temps (mensuel)",ylab="log(passagers)")
plot.ts(diff (log(AirPassengers)) ,xlab="temps (mensuel)",ylab="log(diff (passagers))")

FI1GURE 1.1 — Code GNU-R pour générer les figures 1.2 et 1.3.
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FIGURE 1.2 — Population des Etats-Unis (haut) et débit du Nil & Assouan (bas).

Ce type de graphique avec le temps en abscisse et la série en ordonnée est appelé
chronogramme. Ici le temps explique bien I'allure des deux séries.
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La série d’origine figure dans le graphique du haut. Elle comporte une saisonnalité marquée
avec une variabilité croissante au cours du temps. Le graphique du bas figure la méme
série apres une différentiation, puis une transformation logarithmique qui a pour effet d’en
réduire 'hétérogénéité de la variance (hétéroscédasticité). Le graphique du milieux est
un zoom sur la zone rectangulaire en pointillés du graphique du haut. Il suggere une
analyse de la saisonnalité de la série pour comparer les mois par exemple.

Fi1GURE 1.3 — Nombre de passagers aériens.
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FIGURE 1.4 — Températures mensuelles & Nottingham Castle.

Chronogramme (haut), «month plot» (milieu), et «lag plot» (bas) de la série, réalisés
avec le code GNU-R ci-dessous, ou comment révéler la saisonnalité de cette série.

# Inspiré du livre "Séries temporelles avec R" de Yves Aragon.

data(nottem)

plot.ts(nottem,xlab="temps",ylab="température")
lag.plot(rev(nottem),12,layout=c(4,3),do.1lines=FALSE,diag.col="red",col.main="blue"

=nn

monthplot (nottem,ylab="température" ,main="",cex.main=1)
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tandis que le bruit est supposé étre stationnaire, c’est-a-dire que ses caractéristiques
statistiques comme son espérance et sa covariance ne varient pas au cours du temps.
Dans cette approche stochastique, (), est modélisée par une trajectoire (w fixé!) d'un
processus stochastique (X3),cp-

Une idée naturelle est de rechercher d’abord, au vu des données, la meilleure fonction
déterministe d; telle que le résidu x; — d; soit raisonnablement stationnaire. On est parfois
conduit a transformer les données pour stabiliser la variance, ou encore a les découper en
plages temporelles en fonction de ruptures structurelles.

La stationnarité de la partie aléatoire est utile pour effectuer une prévision par transla-
tion. Si par exemple on observe Zy, ..., Z; alors on peut estimer la matrice de covariance
de ce vecteur aléatoire, c’est-a-dire la structure L? du vecteur aléatoire, qui est aussi par
stationnarité une estimation de la structure de covariance de Zy41, ..., Zt+1, ce qui permet
de prédire le futur Z; 1 en utilisant une projection par moindres carrés sur les observations
2oy .oy Ly

Les séries temporelles stationnaires sont rares. Dans la pratique, on tente de s’y ramener
en effectuant des transformations qui éliminent par exemple une composante structurelle
déterministe. Le modele additif le plus simple est de la forme

X = me + St + Zy
——
partie déterministe  partie aléatoire
ou my, S¢, et Z; jouent les roles suivants :

1. Tendance. La fonction ¢ — m; est une fonction qui varie lentement, appelée
tendance. Exemple : tendance polynomiale m; = ag + a1t + - - - + aqt® (linéaire si
d = 1). Concretement, une analyse graphique suggere souvent une valeur de d, ce qui
permet ensuite d’estimer a par moindres carrés :

n
a4 = arg min Z(mt —my)2.
a

t=1
Pour d = 2 par exemple, et des temps d’observations t1,...,t,, on pose
71 ag 1t 8
X=|:1, a=|la ]|, A=]|: +
Tp az 1 t, t2

5

Q>
Il
Q
[

ip | =argmin||X — Aaf3 = (ATA)1ATX,

avec pour résidus d’estimation

r—Ai=1x—AATA)TTATX;

5. Revient & minimiser la fonction quadratique convexe p(a) = || X — Aal|Z. On a p(a + h) — ¢(a) =
2(Aa, Ah)—2(X, Ah)+||Ah|)3 = (Vp(a), k) +o(||h]]), dott Vp(a) = 24T Aa—2AT X. Or AT A est inversible
car A est de rang plein (t; # t; si i # j), d’ott Vi(a) =0ssia = (ATA)7*ATX.
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2. Saisonnalité. La fonction ¢ — s; est une fonction périodique, appelée composante
saisonniére (journaliére, hebdomadaire, mensuelle, annuelle, etc). Un exemple est
donné par une fonction trigonométrique de la forme

k
st =ap+ Z(aj cos(Ajt) + bjsin(\;t))
=1
ou les a; et b; sont inconnus et ou les A\; et A\; sont des multiples entiers connus de
271 /d. On devine d et les A; et \; puis on estime les a;,b; par moindres carrés. Par
exemple, pour k =1 et A\; = 27/12 on utilise
ao 1 cos(Aity) sin(A1tq)
a1 | =(ATA)TATX avec A= |: : : ;
b1 1 cos(Aity) sin(Arty)
3. Bruit. Le processus (Z;),c est un bruit qu’on espere stationnaire.
Dans la pratique, voici les étapes qu’on peut tenter de suivre :

1. Tracer la série temporelle et rechercher graphiquement la présence d’une tendance et
d’une composante saisonniere (la nature des données peut aider) ;

2. Modéliser la tendance et la composante saisonniére (on peut s’aider des opérateurs
A et Ay définis ci-aprés pour aller vite). Dans les moindres carrés, a valeur égale du
critére minimisé, on préfére le modele le moins complexe ;

3. Modéliser les résidus (en utilisant I’autocovariance définie plus loin).

Ci-dessous, un opérateur est une application définie sur ’ensemble X’ des processus.

Définition 1.1 : Opérateurs retard et différence

L’opérateur retard B décale le processus d’un cran vers le passé :

L’opérateur différence A est défini par“

Pour tout entier d > 1, 'opérateur différence saisonnier A, est défini par

vVt € Z, (BX)t = Xi_1.

VteZ, (AX)=X,—X;_1=(1-DB)X,.

VtEZ, (AgX)i=X;—Xi—q=((1-BX),.

a. Ici 1 ou I désigne 'opérateur identité.

Notons que A = A;. L'opérateur différence A agit comme une dérivation par rapport
au parametre t. Il permet d’éliminer une tendance linéaire :

A(a+bt+Zt) :b—|—Zt—Zt_1.

La partie constante a est éliminée, la partie linéaire bt est transformée en la constante
b, tandis que la partie aléatoire Z; subit une transformation linéaire (préserve I’éventuel
caractere stationnaire). Plus généralement, 'opérateur différence d’ordre n

A"= A A=(1-B) = Sy (Z)Bn—k,

n-fois k=0
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(avec la convention B = 1) élimine les tendances polynomiales de degré < n, par exemple
A% (a4 bt +ct? + Z;) =2c4 (Z; — 221 + Zy_o).

Pour éliminer une composante saisonniére de période d, on utilise 'opérateur différence
saisonnier

Aq = (1 - BY.

Si par exemple s; est de période d alors Ag(my+ sy + Z;) = my —my_q+ Zy — Zy—q. Notons
que Ay transforme une tendance linéaire at en une constante ad.

Des exemples concrets d’élimination de tendance et de saisonnalité par différentiation
sont donnés dans les figures 1.5, 1.6, 1.7.

De maniere synthétique, 'approche revient a modéliser la série temporelle observée par
un processus X solution du modele implicite (ou probléme inverse)

PB)X =Y

ol

— P(B) est un polynéme (estimable) de 'opérateur retard B ;

— Y est un processus stationnaire (covariance estimable).
On dit que X s’obtient en intégrant (inverse de la différentiation) Y. Si 'opérateur P(B)
ne fait intervenir que A et si de plus Y est modélisé par un processus stationnaire ARMA
(Auto Regressive Moving Average, introduit par la suite), alors on dit que X est un
processus ARIMA (Auto Regressive Integrated Moving Average). Lorsque P(B) fait
également intervenir 'opérateur de différentiation saisonnieére Ay, alors on dit que X est
un processus SARIMA (Seasonal ARIMA).

La suite du cours est consacrée a la modélisation des processus stationnaires.
Sauf mention explicite du contraire, on considére un temps discret indicé par

T="7.
Les variables aléatoires sont définies sur un méme espace de probabilité

(Q, A, P).

1.2 Processus stationnaires

Un processus stochastique ou processus est une famille (X),., de variables aléa-
toire a valeurs dans R. Le temps est en indice et ’aléa entre parentheses :

QOQxT — R
(w,t) = Xi(w)

Pour tout ¢ € T', X, est une variable aléatoire. Pour tout w € €2, on dit que la fonction du
temps t — X;(w) est une trajectoire du processus.

Définition 1.2 : Processus fortement stationnaire

Le processus (X¢),., est fortement stationnaire lorsque pour tout h € Z et toute
suite finie t1,...,t, € Z de longueur n > 1 quelconque, les vecteurs aléatoires
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FIGURE 1.5 — Exemple d’élimination de tendance par différentiation.

La série d’origine (haut), apres différentiation de degré 1 (milieu), et apres différentiation
de degré 2 (bas), grace au code GNU-R ci-dessous.

# Inspiré du livre "Séries temporelles avec R" de Yves Aragon.
plot.ts(uspop,xlab="'année',ylab='population')
plot.ts(diff (uspop) ,xlab='année',ylab="'dpop"')
plot.ts(diff (uspop, differences = 2),xlab='année',ylab='ddpop')




1.2. Processus stationnaires

600
!

passagers

300
\

T T T T T T
1950 1952 1954 1956 1958 1960

annee

60
!

40
!

ds

)]
!

T T T T T T
1950 1952 1954 1956 1958 1960

annee

L]

dds

-2

T T T T T T
1950 1952 1954 1956 1958 1960

année

FIGURE 1.6 — Exemple d’élimination de saisonnalité et de tendance par différentiation.

La série d’origine (haut) est celle du nombre de passagers aériens, ce qui conduit & effectuer
une différentiation saisonniére Ao (milieu), puis une différentiation supplémentaire de
degré 1 pour éliminer la tendance (bas). Le code GNU-R est donné ci-dessous :

# Inspiré du livre "Séries temporelles avec R" de Yves Aragon.
plot.ts(AirPassengers,xlab='année',ylab='passagers')

plot.ts(diff (AirPassengers,lag=12) ,xlab='année',ylab='ds')
plot.ts(diff (diff (AirPassengers,lag=12)),xlab='année',ylab="'dds')
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FIGURE 1.7 — Estimation de la tendance et de la saisonnalité par moindre carrés.

Série : nombre de passagers aériens. Code GNU-R :

Inspiré du livre "Séries temporelles avec R" de Yves Aragon.
Plusieurs fonctions permettent un ajustement (entre autres choses)
1sfit : Find the Least Squares Fit
Im : Fitting Linear Models
arima : ARIMA Modelling of Time Series
stl : Seasonal Decomposition of Time Series by "Loess"
Les fonctions 1lsfit, 1lm, et arima nécessitent de se fixer un modéle.
La fonction stl en revanche intégre un traitement automatique.
plot(stl(AirPassengers,s.window="periodic"))

HOH R R R R R R
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1.2. Processus stationnaires

| (Xt,,...,Xs,) et (Xy4n,..., Xy, +5) ont méme loi.

La stationnarité forte est une propriété d’invariance en loi du processus par translation
temporelle. Le concept n’est pas creux : si les variables aléatoires (X;),.p sont i.i.d. alors
(Xt);er est fortement stationnaire (la réciproque est fausse).

Définition 1.3 : Second ordre : moyenne et autocovariance

Le processus (Xt),c, est un processus du second ordre lorsque E(|X|?) < oo
pour tout ¢t € Z. Pour un tel processus, on définit la fonction moyenne ux : Z — R
et la fonction d’autocovariance vx : Z x Z — R par

px(t) =E(X;) et ~vx(s,t) = Cov(Xs, Xy).

Rappelons que si LP désigne I'espace de Lebesgue des variables aléatoires possédant un
moment d’ordre p fini, alors L? C L!. Pour tous s,t € Z, X; € L2 Cc L! et

Ye(s,t) = Cov(Xs, X3)
= E((Xs — E(X))(Xe — E(X)))
= E(X:Xy) — E(X,)E(Xy)
— E(X,X1) - x(s)pix (1)
Par analogie avec les vecteurs aléatoires finis usuels de R”, le vecteur (infini) aléatoire
(Xt);cz a pour vecteur (infini) moyenne px et pour matrice (infinie) de covariance yx =

(vx(s,t)) sez- De ce point de vue, il n’est pas étonnant que yx soit symétrique & diagonale
réelle > 0 (la diagonale donne les variances des composantes) :

vx (t,t) = Var(X;) = E(X?) — E(Xy)2.

La dépendance & longue portée au sens L2 (corrélation) est mesurée par vx (¢,t + h) quand
h est grand (ne dépend pas de ¢ si le processus est stationnaire).

Définition 1.4 : Stationnarité

On dit qu'un processus du second ordre (X¢),., est faiblement stationnaire ou tout
simplement stationnaire lorsque pour tout h € Z et toute suite finie t1,...,t, € Z
de longueur n > 1 quelconque, les vecteurs aléatoires

(th,. . .,th) et (Xt1+h7-~-7th+h)-

ont méme espérance et matrice de covariance. Cela revient a dire, de manieére
équivalente, que px est constante et vy est invariante par translation :

Vs,t,h € Z, ,UX(t):/LX(t+h) et VX(&t):’VX(S_'_h?t—I_h)

Si (Xt),ey est stationnaire alors yx(s,t) = vx (0, — s) pour tous s,t € Z. Ainsi, la
covariance yx (s,t) = Cov(Xg, X¢) ne dépend que de I’écart temporel ¢t — s. Dans ce cas, la
fonction & deux variables (matrice infinie) vy peut étre remplacée par une fonction & une
seule variable (vecteur infini), notée également vy :

11
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Définition 1.5 : Autocovariance

Si (X¢),cz est stationnaire, sa fonction d’autocovariance est définie par

Z — R
h — ’yx(h) = ”)/X(O, h) = COV(Xt7Xt+h) (Vt S Z)

de sorte que yx(s,t) = yx(t — s) pour tous s,t € Z.

Si (X¢);cz est stationnaire, alors non seulement sa fonction moyenne ¢ — px(t) est
constante, mais sa fonction variance ¢ — o7 aussi car

of = Var(Xy) = x(t,t) = 7x(0)

ne dépend plus de t. Idem pour ¢t — E(X?) = 07 + px(t)? = 7x(0) + p%.

Définition 1.6 : Fonction d’autocorrelation

Si (X¢),cz est stationnaire, sa fonction d’autocorrélation est définie par

Z — [-1,1]

h o p(h) = v(h) Cov(X¢, X¢1n)

7(0) - v/ Var(X;)Var(X, 1) (vt € 2).

Le termes sont bien choisis :

Théoréme 1.7 : Stationnarité faible et forte

Un processus du second ordre fortement stationnaire est toujours stationnaire. La
réciproque est fausse : il existe des processus stationnaires qui ne sont pas fortement
stationnaire.

Démonstration. Si (Xi),c, est un processus du second ordre fortement stationnaire alors
pour tous s,t,h € Z, les vecteurs aléatoires (X, X¢) et (Xgip, X¢rn) ont la méme loi, et
donc la méme moyenne et la méme matrice de covariance, ce qui entraine la constante de
ux et Pinvariance par translation de vx, d’ou la stationnarité de X.

Construisons un contre-exemple pour la réciproque. Soit (X;),., des v.a.r. indépen-
dantes avec X; de loi L si t est pair, et de loi £ # L si t est impair, avec £ et £ de méme
moyenne et variance, par exemple £ = Exp(1) et £ = N (1,1). On a alors yx(s,t) = 0 si
s # t par indépendance tandis que yx (s, s) = 1, ce qui fait que le processus est stationnaire,
mais pas fortement stationnaire car les Xy n’ont pas méme loi! O

La moyenne et ’autocovariance constituent les deux premiers moments du processus,
et les deux premiers moments ne suffisent pas a caractériser pas la loi. Au dela de la
stationnarité, si X et Y sont deux processus du second ordre tels que ux = py et vx =y
alors X et Y ne sont pas forcément de méme loi (sauf pour les processus gaussiens!).

12



1.2. Processus stationnaires

Définition 1.8 : Processus gaussiens

On dit que (X¢),cz est un processus gaussien lorsque (Xy,,..., X3, ) est un vecteur
gaussien pour toute suite finie ¢1,...,%, dans Z de longueur n > 1 quelconque. Un
processus gaussien est toujours du second ordre.

Pour un processus gaussien, la stationnarité forte est équivalente a la stationnarité
(faible) car la loi d’un vecteur gaussien est caractérisée par sa moyenne et sa covariance.

Définition 1.9 : Bruit blanc

Un processus stationnaire (Z;),., de moyenne u et d’autocovariance vz est un...

— bruit blanc faible ou bruit blanc si Cov(Zs, Z;) = 0 pour tous s # t;

— bruit blanc moyennement fort si Z; et Z; sont indépendantes pour tous

5 # t, c’est-a-dire que (Z),., sont deux a deux indépendantes ;

— bruit blanc fort lorsque les variables (Z;),., sont indépendantes ;

— bruit blanc trés fort lorsque les variables (Z;),., sont i.i.d.
Dans tous les cas yz(h) = 0?1,—¢ et on note BB (u, 02). Dans ces notes de cours,
lorsque la moyenne du BB n’est pas précisée, elle vaut zéro par convention.

Le terme «bruit blanc» tire son sens de I’analyse spectrale abordée plus loin.

Exemple 1.10 : Bruit blanc gaussien

Si X = (Xi);ez sont iid. de loi N(m,0?) alors X est un BB(m,c?) fort gaussien.
La figure 1.8 propose une simulation d’un bruit blanc gaussien.

Exemple 1.11 : Elémentaire ?

L’exemple le plus élémentaire de processus stationnaire est donné par X; = A pour
tout ¢ € Z, ou A est une v.a.r. de carré intégrable. Les trajectoires du processus sont
des constantes. On a ux(t) = E(A) et vx(s,t) = Var(A) pour tous s,t € Z.

Exemple 1.12 : Processus harmonique

Soient A, B deux v.a.r. non corrélées de moyenne 0 et de variance o2, et 6 € [—7, 7]
une constante. On considere le processus harmonique défini par

Vt € Z, X; = Acos(0t) + Bsin(0t).

13
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FIGURE 1.8 — Simulation d'un BB(0,1) (loi de Gauss, Rademacher, Student).
Code GNU-R utilisé pour la simulation :

# Création d'une série mensuelle, a partir de janvier 1950

bbg = ts(rnorm(150,0,1),start=c(1950,1) ,frequency=12) # Gauss
plot.ts(bbg,xlab="'temps',ylab="'valeur')

bbb = ts(2*rbinom(150,1,1/2)-1,start=c(1950,1) ,frequency=12) # Rademacher
plot.ts(bbb,xlab='temps',ylab="'valeur')

n=2.1;

bbt = ts(rt(150,n,0)*sqrt(1-2/n) ,start=c(1950,1) ,frequency=12) # Student
plot.ts(bbt,xlab='temps',ylab="'valeur')

14
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“(A,B) = (5,1)
FIGURE 1.9 — Trois trajectoires d’un processus harmonique de fréquence 6 = 1.

Le processus est centré : E(X;) = cos(6t)E(A) + sin(6t)E(B) = 0. D’autre part

E(X:X¢1n) = cos(0t) cos(A(t + h))E(A?) + sin(0t) sin(0(t + h))E(B?)
+(---)E(AB)
=0
= 0?Re(ePe 01T = 529Re(e ) = 52 cos(6h),

qui ne dépend pas de ¢, donc X est stationnaire, d’autocovariance yx (h) = o2 cos(6h).
Pourtant, les trajectoires du processus sont régulieres, et ne ressemblent pas a l’idée
qu’on se fait d’un processus stationnaire. Cela vient de la maniere de rendre aléatoires
les trajectoires, via les amplitudes A et B seulement. Une trajectoire de processus
harmonique a la méme allure qu’'une saisonnalité pure, cf. figure 1.9. Un processus
harmonique est une saisonnalité a amplitude aléatoire en quelque sorte. L’exemple
1.19 révele une propriété déterministe tres naturelle du processus harmonique.

Tout processus est une variable aléatoire a valeurs trajectoires. Observer une seule
trajectoire du processus revient & observer une seule réalisation de cette variable aléatoire.

Remarque 1.13 : Comment reconnaitre une suite stationnaire

Une suite doublement infinie de variables aléatoires est stationnaire quand la moyenne
est constante et I'autocovariance est invariante par translation, en particulier la
variance est constante. Sauf a se restreindre & un modele particulier comme les suites
récurrentes aléatoires, I’observation d’une seule trajectoire d’'un processus ne nous
renseigne pas beaucoup sur la structure de son aléa : c’est un échantillon de taille
1 de la loi des trajectoires! Or la stationnarité est liée a la structure de ’aléa, et
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ceci explique pourquoi elle est difficile a appréhender visuellement, comme l'illustre
I’exemple 1.12 du processus harmonique, pour lequel les trajectoires sont régulieres. Il
est malgré tout possible de tester la stationnarité en précisant un modele. Le test de
Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS) de la commande GNU-R kpss.test par
exemple permet de tester la stationnarité dans le cadre d’un modele additif simple.

Dans la pratique, la stationnarité des séries temporelles peut s’avérer étre une hy-
pothese raisonnable sur une plage observée, mais restera toujours hypothétique lors
d’une prédiction, qui va par définition au dela des plages observées. Concepts reliés :
ruptures, catastrophes, «cygnes noirs» (black swans), etc.

1.

3 Suites récurrentes aléatoires et processus ARMA

Les suites récurrentes aléatoires constituent le modele de processus le plus répandu.

Définition 1.14 : Suites récurrentes aléatoires d’ordre fini — ARMA (p, q)

Soit p,q € Net T' € {N,Z}. On dit qu'un processus (X;),.p est une suite récurrente
aléatoire d’ordre (p,q) lorsque pour tout ¢ > p, la variable aléatoire X; est une
fonction du passé X;_1,...,X;p et de bruits Z;, Z; 1,..., Z;_4 ot (Z;),cy est un BB.
C’est le cas par exemple si pour une fonction f fixée on a

Vit >p, X¢= f(thh e thpa iy L 1y, thq)'

— On dit que le processus est markovien lorsque (p,q) = (1,0);

— On dit que le processus a une mémoire longue lorsque p = o0;

— On dit que le processus est un ARMA (p, q) lorsque T' = Z et f est linéaire;
le cas ¢ = 0 correspond aux processus AR(p) (Auto Regressive) tandis que le
cas p = 0 correspond aux processus MA (¢q) (Moving Average).

Considérons une équation de récurrence aléatoire d’ordre (p,q) en X = (X¢),cp. Si
T = N alors X est bien défini par récurrence a partir des valeurs initiales X, ..., X,—1
et de Z grace a ’équation de récurrence. Si en revanche 17" = Z, alors I'existence d'un
tel X n’est pas claire. Le but du cours est d’aborder les questions suivantes :

— Sous quelles conditions les processus ARMA (p, q) existent-ils ?

— Sont-ils stationnaires ? Quelles sont leurs propriétés 7

— Comment les ajuster au mieux aux observations ?

— Comment s’en servir pour effectuer des prévisions ?

Examinons tout d’abord quelques cas particuliers simples.

Exemple 1.15 : Processus & moyenne mobile (MA)

16
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1.3. Suites récurrentes aléatoires et processus ARMA

ou Z = (Z),ey est un BB(0,0?). On a p(t) = E(Z;) + 0E(Z—1) = 0 et

0 sils—t|>1;
’Y(Sat) = ]E(Xth) == 00’2 si |S — t| = 1,
(14 6%)0? sis=t.

En effet, comme pz = 0 et vz (h) = 021j—, il vient, pour tous t, h € Z,

E(X:X¢1n) =E(Ze +0Z4-1)(Zisn + 0Z401))
=E(Z1Zsyn) + °B(Zy-1Z1n1) + OB(Z4—1Z 1) + OB(Ze Zp 1)
=vz(h) + 0*vz(h) + 0yz(h +1) + 0yz(h — 1)
= (14 6%)0*1p— + 00°1j—41.

Ce processus du second ordre est donc stationnaire. Si Z est un BB fortement
stationnaire, alors X est aussi fortement stationnaire car

(Xeyseo s X)) = (Zors o s Z0) + 0(Ztsrs s Ze1)
= F(Zt17 .. -7Ztn7Zt1—17 .. '7Ztn—1>

loi
= F(Zt1+ha B Ztn+h7 Zt1+h71a B Ztn+h71)

= (Xeytns -5 Xitn)-

Plus généralement, pour h et 6p,. .., 0 fixés, on peut considérer le processus MA(q)

Xe =00Zi + 01 Zt1+ -+ OnZy_p.

Exemple 1.16 : Marche aléatoire

On peut étudier les séries temporelles avec une origine des temps, ce qui revient a
indexer le temps par ’ensemble N au lieu de I’ensemble Z. Considérons par exemple
la marche aléatoire X = (X;),.y définie par X = 0 et '’équation de récurrence
linéaire d’ordre 1 ou AR(1) suivante :

Xy =Xe+Zp1 =21+ + Zpa

ou (Zy),~, sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
de moyenne 0 et de variance 2. La moyenne vaut u(t) = E(X;) = 0. Le processus X
n’est pas stationnaire car comme pour tous t,h € N,

Xe=Zi+ 47 et Xegn—Xi=Zos1+-+ Zopn
sont indépendantes et centrées, on a Cov(Xy, Xpyp — Xi) = 0, d’on

’)’(t, t+ h) == COV(Xt, Xt+h - Xt + Xt)
= COV(Xt, Xt+h — Xt) + Var(Xt)
= Var(Xy)

= to?

17
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qui dépend de t. La marche aléatoire est un processus AR(1) non stationnaire.

1.4 Autocovariance et matrices de Toeplitz
Si (X¢);cz est stationnaire alors pour toute suite finie ¢1,...,%, dans Z, la matrice de
covariance I' du vecteur aléatoire (Xy,,..., Xy, ) vérifie

De plus, siles t1, .

le

Fch = COV(th,th) = 'y(tk — tj).

vecteur (infini) aléatoire (X;),., a pour matrice (infinie) de covariance (yx (t — 5)); ez,

dont les coefficients sont constants le long des diagonales.

Dans toute la suite, on réservera la lettre ¢ au nombre complexe (0, 1) et on utilisera
plutot les lettres j, k, h pour indexer les sommes.

v0) (1) v2) ... ... -1
(1) y(0) A1) :
G- ggpey = | 7@ D
o A1) 2@
: (1) A4(0)  A(1)
7(p - 1) Ce .. 7(2) 7(1) 7(())

Théoréme 1.17 : Autocovariance

Siy:Z — R est la fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire alors elle
est symétrique de type positif, c’est-a-dire qu’elle vérifie les propriétés suivantes :

1. v(h) = ~(—=h) pour tout h € Z;
2. pour tout n > 1, et tout ¢t € R", la matrice I' = (y(t; — tk))1<j p<p Verifie :

n n
Vv e R, (v,Tv) = Z vjy(t; — tr)vg > 0.
j=1 k=1
DeplusI'ig =--- =Ty, =7(0) > 0 et |[y(h)] < v(0) pour tout h € Z. Récipro-

quement, si v : Z — R est symétrique et de type positif, alors c’est la fonction
d’autocovariance d’un processus (fortement) stationnaire gaussien.

Preuve (en partie facultative). Le vecteur aléatoire (X, ...

Note : la seconde condition signifie que le spectre de la matrice symétrique I' est > 0.

Note : on ne perd rien a prendre ¢t = (1,...,n), quitte & extraire une sous-matrice.

, Xt,,) de R™ a pour matrice

de covariance I' = (y(t; — t)), < 4<,,- En posant
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1.5. Compléments

on a, en utilisant la linéarité de 'espérance et le fait que v'V est une v.a.r. centrée,

Z Zvjfj,kvk =0 E(VVT) v = E(|UTV\2) = Var(vTV) > 0.
j=1 k=1 ——~—

matrice !

Enfin, on a v(0) = Var(X;) > 0 pour tout t € Z, et pour tout h € Z,
’)’(h) = COV(Xt, Xt+h) = COV(Xt+h, Xt) = ’Y(—h),
tandis que par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L2,

V()] = [E((Xe — E(X0)(Xesn — E(Xesn))| < v/ Var(Xe)y/Var(Xen) = 7(0).

Cette partie de la preuve est facultative. Il nous reste & constuire un processus a
fonction d’autocovariance prescrite vy (symétrique de type positif). Munissons R% de la
topologie produit, qui est la topologie la moins fine rendant les projections (applications
coordonnées) continues, et de la tribu borélienne associée, qui coincide avec la tribu produit
engendrée par les cylindres. Nous allons construire une loi gaussienne sur R? (i.e. les lois
marginales de dimension finie sont gaussiennes), invariante par translation, centrée, et de
fonction de covariance . On consideére tout d’abord une suite de v.a.r. i.i.d. (Zy);c; de loi
gaussienne centrée réduite. La loi de cette suite est une loi gaussienne produit sur RZ. Pour
tout entier n > 0, on construit, par exemple griace a la décomposition de Cholesky.
(théoreme 5.6), une matrice L € Moy, 41.2n41(R) telle que

LL" = (v(j = k) _nejpens

de sorte que Y = L(Zy)_,<p<, S0it un vecteur gaussien de matrice de covariance LLT.
On pose alors X = Y si —m < k < n et X = Zj sinon. On peut alors montrer que X
converge en loi quand n — oo (fonctions test d’'un nombre fini de variables). O

1.5 Compléments

Soit X = (X}),cz un processus du second ordre. Pour tout ¢ € Z, on note

Ht—l = VeCt{Xt_l, Xt_Q, .. }

I'adhérence dans L? du sous-espace vectoriel vect{X; 1, X; o,...}, c’est-a-dire I’ensemble
des combinaisons linéaires 7 prX;_j convergentes dans L2. On note également

proj(Xe, Hi—1) = arg min | Xe =Yy € Hia
t—

la projection orthogonale dans L2 de X; € L? sur le sous-espace vectoriel fermé Hy 1 C L.
Ces notions hilbertiennes sont centrales dans le chapitre 5 sur la prédiction linéaire.

Définition 1.18 : Processus déterministe

Un processus du second ordre (X;),., est déterministe lorsque pour tout ¢ € Z,

Xi € Hi—q :=vect{X;_1, Xy—2,...}.

Autrement dit X; = proj(Xy, H;_1) dans L? pour tout ¢ € Z.
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Note : si X est gaussien alors proj(X;, H;_1) = proj(Xy, L2(F;_1)) = E(X; | F;_1) ou
Fi—1 est la tribu engendrée par X;_1, Xy_o, ...

Exemple 1.19 : Le processus harmonique stationnaire est déterministe

Montrons que le processus harmonique de 'exemple 1.12 est déterministe. Pour
tout t € Z, les formules trigonométriques 2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b) et
2 cos(a) sin(b) = sin(a + b) + sin(b — a) donnent, pour tout ¢ € Z,

Xt = QCOS(Q)Xt,1 — Xt,Q S Htfl, d’ou Xt = pl"Oj(Xt, Htfl).

Ceci n’est pas étonnant car les trajectoires du processus harmonique sont des sinusoides
dont la seule source d’aléa est 'amplitude, ce qui fait qu’a chaque instant, il est
parfaitement possible de prédire le futur de la trajectoire a partir de son passé.

Lemme 1.20 : Processus stationnaire non déterministe

Soit X = (X);cz, un processus stationnaire. Alors t € Z +— E((X; — proj(X¢, He—1))?)
est constante. Si o2 est sa valeur, alors X est déterministe si et seulement si o2 > 0.

Note : la variable aléatoire X; — proj(Xy, H;—1) est appelée innovation.

Un bruit blanc a variance non nulle est un exemple de processus non déterministe. En
effet, si Z ~ BB(O,O’Q) avec 02 > 0 alors Z; 1 Hy 1 := vect{Z;_1,Z;_o,...} pour tout
t € Z dott proj(Zs, Hy—1) = 0 et ||Z; — proj(Zs, Hi_1)|13 = || Z:||5 = 0% > 0.

Démonstration du lemme 1.20. Pour tout t € Z, le sous espace vectoriel Hy_1 est formé
par I’ensemble des séries de la forme

[e.9]
> ok Xik
k=1

qui convergent dans L2. Montrons que l'ensemble ® des coefficients (iy,) k>1 qui garantit la
convergence dans L2 ne dépend pas de ¢. Pour tous s > r > 1 on a

T T
1Y X illz =D wierrx (G — k),
k=s j,k=s

quantité qui ne dépend pas de t. Ainsi le critére de Cauchy ne dépend pas de ¢, ce qui
signifie que ® ne dépend pas de t. A présent on a

(o]
(X, Hi_q) = inf || X;—Y|? = arg inf ; i~k
proj( Xy, Hy—1) arg Inf | X¢ 5 arggelq)j;o%s@mx@ )
ottonaposéY =377 Xk et po := —1. Il en découle que
o0
X; —proj(Xy, Hy1)||2 = inf || X; — Y% = inf : i —k
1 X = proj(Xe, Hi—)lly = | Inf X — Y]l [nf. ‘;O%WWX(J )
J,R=
quantité qui ne dépend pas de t. Enfin E((X; — proj(X¢, H;—1))?) = 0 si et seulement si
X; = proj(Xy, H;_1) dans L2. O
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La décomposition de Wold motive I'’étude de processus de la forme ), -, ar.Y;_p,
au moins dans le cas agréable olt a € ¢1(Z). C’est précisément 'objet du chapitre suivant.

Théoréme 1.21 : Décomposition ou représentation de Wold

Si (Xt),cz est un processus stationnaire non déterministe alors pour tout ¢ € Z,

Xy :Dt—i—Zath,k, (1.1)
keZ
dans L2, ol (Dt)iez, (0k)pezs et (Zi)ey vérifient les propriétés suivantes :
1. a € ?(Z) avec ag =1 et a =0si k < 0;
(Zt)1ez ~ BB(0,0?) avec 0% > 0
Z; € Hy pour tout t € Z;
Cov(Zs, Dy) = 0 pour tous s,t € Z;

(D¢);ez est un processus déterministe;

> s

D, € H; pour tous s,t € Z.

De plus cette décomposition est unique. Enfin, lorsque o € ¢1(Z), alors la série dans
le membre de droite de (1.1) converge dans L! et E(X;) = E(D;) pour tout t € Z.

Note : (1(Z) & *(Z)!

Démonstration (facultative en premiére lecture). Le lemme 1.20 appliqué au pro-
cessus stationnaire déterministe X donne, pour tout t € Z,

o2 := E((X; — proj(Xy, H;_1))?) > 0.
A présent, pour tout ¢t € Z et k € Z on pose
Zy = Xy — proj( Xy, He—1)
Preuve de 2 et 8. 11 vient que E(Z;) = 0. De plus par définition Z; € Hy et Z; € Hj- |,
donc Z; € H, C H-, C ---, d’ott Cov(Zs, Z;) = E(ZsZ;) = 0 pour tous s,t € Z avec

s < t. Enfin Var(Z;) = E(Z?) = 0. Nous avons donc (Z¢),c; ~ BB(0,0?%).
Preuve de (1.1). Pour tout ¢ € Z, on a

Xy — 2y = pI‘Oj(Xt, Htfl) S VeCt{thl, Zt,Q, .. }

et
proj( Xy, veet{Z, Zy_1,...}) = Z sk
keZ
ou
0 si k<0,
A = 1 )
=X, Zp k) sik>0.

Preuve de 1. Les coefficients (ay,),c; sont indépendants de ¢ par stationnarité et

1 1 . 1 .
oy = ;(Xt, Zy) = §<XtaXt — proj(Xy, Hi—1)) = §||Xt — prOJ(Xthfl)Hg =1
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1. INTRODUCTION (X2)

Preuve de 4. Pour tout ¢t € Z, posons

Dyi= Xy =Y opZer=Xe = Y anZi-r.
keZ keN

On a (Dy, Zs) = 0 pour tous s,t € Z avec s < t, tandis que d’autre part si s > ¢ alors
Zs € HSL_I C HtL et comme Dy; € Hy il vient (Dy, Zs) = 0 pour tous s < t.

Preuve de 5 et 6. Comme D, € H, = H;_1 @ vect{Z;} et comme (D, Z;) = 0, il vient
D, € Hi_1 = Hi_9 ® vect{Z;_1}, etc, d’out Dy € NgenHi—k, ce qui donne

vect{D¢, Dy_1,...} C NgenHi—k.

Par définition de Dy, Hy = vect{Z, Z;_1,...} ®vect{ Dy, Dy_1,...}. S1Y € NgenH—j alors
Y € H,_1 pour tout s € N, d’ou (Y, Zs) = 0 pour tout s € N, d’ou Y € vect{Dy, D;_1,...}.
Ceci signifie que NgenHy—k C vect{Dy, Dy_1,...} d’on

mkeNHt_k = VeCt{Dt, Dt—l; .. }

Comme cela est valable pour tout ¢ € Z et que le membre de gauche ne dépend pas de t,
on en déduit que (Dy),., est déterministe. De plus D; € H pour tout s € Z.
Preuve de l'unicité de la décomposition. 11 est possible (exercice!) de déduire de (1.1)
que les ingrédients Z, «, et D vérifient les formules indiquées, et il n’y a donc pas le choix.
Cas intégrable. Si o € ¢1(Z), alors pour tout K C Z fini,

Do lenZioilly = Y lewllZewilly < D lawlllZe—illy = o Y lew,

keK keK keK keK

et il en découle que la série dans (1.1) vérifie le critére de Cauchy dans l’espace de Banach
L'. Alternativement la convergence absolue ou normale dans L' de la série

S lewZiilly =D ol Zeklly < lewll Zerll, = Y low] = ollafl, < oo

kEZ keZ keZ keZ
implique automatiquement la convergence de la série dans I’espace de Banach L'. ]

La décomposition de Wold est un cas spécial d’une décomposition plus générale en
théorie des opérateurs de von Neumann : la décomposition de Wold et von Neumann
affirme que toute isométrie linéaire sur un espace de Hilbert est somme directe d’opérateurs
de décalages (shift) unilatéraux et d’opérateurs unitaires.
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CHAPITRE 2

Filtrage linéaire (x2.5)

Mots-clés : filtrage ; processus linéaire ; causalité ; inversibilité ; convolution.

2.1 Motivation

Considérons I’équation autorégressive AR(1) :
VteZ: Xy =7 +pXi1,

ol Z = (Zt);cz est un bruit blanc et ot ¢ est un parametre réel déterministe (faire un
dessin de trajectoire). Pour résoudre cette équation en X, on itére I’équation n fois :

Xe=Zi+o(Zi1+0Xi2) = = Z 2+ "Xy (nt1)-
k=0

A présent, si |¢| < 1 et si une solution X stationnaire existait alors

H‘Pn—i_lXt—(n-i-l) HZ = |90‘2(n+1) HXt—(n-‘rl) Hi = ‘30|2(n+1)<7X(0) + N%() n?o 0,
c’est-a-dire que limy,_, gp"“Xt_(nH) = 0 dans L?, ce qui entrainerait que la série aléatoire
Yo ok Z,_} converge dans L? vers la solution stationnaire X;. Quand est-ce que de telles
séries aléatoires sont convergentes ? En quel sens? Ce chapitre a précisément pour objectif
d’étudier de telles séries aléatoires, qui apparaissent naturellement dans la résolution
d’équation de type AR ou plus généralement ARMA.

Si (X¢),cz est un processus, et si (a)rez est une suite déterministe a valeurs dans R,
et a support fini : card{k € Z : oy # 0} < o0, alors pour tout ¢ € Z, la variable aléatoire

Y= Z ag Xk

a un sens car la somme est finie. Cette moyenne mobile pondérée constitue une forme de
lissage par convolution ' (dessin) appelé filtrage linéaire, analogue discret de

y(t) = /Ra(s)x(t —s)ds = (axx)(t).

Le théoréeme de filtrage ci-apres assure que quitte a imposer quelques contraintes de
sommabilité, on peut donner un sens a Y; méme si (o), n’est pas a support fini.

1. La valeur X; au temps t est remplacée par la moyenne pondérée - - -+a1 X1 + o Xe+a—1 Xpp1+---.
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2. FILTRAGE LINEAIRE (X2.5)

2.2 Théoreme de filtrage

On dit qu'une suite (xy),c; indicée par Z et a valeurs dans R est sommable ssi
SUDPy >0 2 he—m [T < 00. Dans ce cas, les séries >, - @k et ), ok sont absolument
convergentes, ce qui permet de définir la somme ;2. On note ?*(Z) T’espace vectoriel
des suites sommables a valeurs dans R et indicées par Z. La formule |z|, = > ;o7 |2k
définit une norme sur ¢'(Z) qui en fait un espace de Banach.

Théoréme 2.1 : Filtrage linéaire des processus bornés

Soit o = () yey € (1(Z) et soit X = (Xy),c;, un processus, borné dans LP avec p > 1,
c’est-a-dire que sup,cz E(|X¢|”) < co. Posons

n
VteZ, Vmn €N, Yimn= Y X
k=—m

Alors pour tout ¢ € Z la famille (Y1), ,,~, converge presque-siirement et dans L”
lorsque m,n — oo vers une variable aléatoire Y; € LP :

Yimn —5 Y, €LP et lim  E(|Y:mn — Yi|?) = 0.

m,n—00 m,n—00

De plus, le processus (Y};),c; est bien défini p.s. et est borné dans LP.

Note : la bornitude dans L? implique la bornitude dans L' (inégalité de Holder).

Démonstration. Pour simplifier les notations, on se contente du cas m = n. Comme L? est
un espace de Banach 2, le théoréme de RieszFischer affirme que toute série absolument
convergente est convergente (preuve par critere de Cauchy). Or pour tout t € Z,

n n
sup Y llenXenll, =sup > |anl[|Xinll, < sup [ Xell, Y an| < oo
2= — R — tez heZ

et done (Yenn),s1 = (X ho—n ochXt_h)n21 converge dans LP quand n — oc.

Il ne reste plus qu’a établir que la convergence a lieu presque stirement lorsque p = 1, et
que les deux limites coincident presque siirement. Pour cela, si (X;),c;, est bornée dans L,
alors le théoréme de convergence monotone (ou de Fubini-Tonelli) donne, dans [0, +o00],

E(Z ||| Xi—k]) = ZE(\%HXt—kD < sup E(|X,|) Z | = sup E(| Xs)[|af|; < o0.
keZ keZ s€Z keZ S€Z

Donc S := Y,y low||Xi—x| & valeurs dans [0, c0] vérifie E(S) < oo, d’'ott § < oo p.s.

c’est-a-dire que la série ), ., ap X¢_j converge (absolument) p.s. Sa somme est notée Y;.
La limite p.s. est identique & la limite dans L! car les deux types de convergence

entrainent la convergence en probabilité. Alternativement, on peut observer que

<) || Xkl € LY,
keZ

sup ’th,n,n
n

et comme on sait déja que Y;,,, — Y; p.s., le théoreme de convergence dominée implique
que la limite Y; est dans L! et que la convergence Y; , , — Y; a lieu dans L

2. Espace vectoriel normé complet : toute suite de Cauchy est convergente.
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2.2. Théoreme de filtrage

Enfin, si A; est ’événement presque siir sur le quel a lieu la convergence presque
stirement pour t, alors ’événement My A; est également presque slir ce qui assure que
Y = (Y%),cz est bien défini presque sirement. Ce processus est borné dans L” car grace a
la continuité et a 'inégalité triangulaire,

1¥ill, = Jim, Yiall, = Jim 1 ¥eall, <3 laalliXeil, < ol sup X1,

n—o0
kezZ

et cette derniere quantité est finie et indépendante de t. O

Théoréme 2.2 : Filtrage de processus stationnaires

Soit v € £*(Z) et soit (X),cz un processus stationnaire de moyenne px = E(X;) et
d’autocovariance yx (h). Alors le processus Y := F,,(X) défini par

VteZ, (FoX)i= Z%thk
kez

est un processus du second ordre et stationnaire, de moyenne et d’autocovariance

py =px > ar et yy(h) =Y ajapyx(h+j— k).

kez JEZ kel

Note : ne pas confondre ), ., ay avec >, [or| = [|a];.
Note : la parité de vy provient de celle de vx car pour tout h € Z,

w(=h) = > ajayx(=h+j—k)
J,k€Z

= Y ajapyx(h—j+k)
jkez

= Z arayx (h+k —j)
J,kE€Z

= Vy(h).
Ceci montre au passage qu’on peut remplacer j — k par k — j dans la formule.

Démonstration. Comme X est stationnaire, il est du second ordre, donc borné dans L? car
2 _ 2\ 2 2
sup || Xy |3 = sup E(|X¢|") = yx (0)" + px < oc.
teZ teZ

Ceci permet d’utiliser le théoréme 2.1 avec p = 2, qui garantit que le processus F, X est
bien défini presque-siirement et dans L2. Il s’agit donc d’un processus du second ordre
dont nous allons calculer la moyenne et ’autocovariance. Rappelons que le produit scalaire
de L? est continu : si lim,_eo Up = U et limy,_yo0 V,, = V dans L? alors

lim (U,,V,) = (lim U,, ILm Vo) = (U, V).

n—oo n—oo

Par conséquent, on a

E((FaX):) = (1) axXi )
kez
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2. FILTRAGE LINEAIRE (X2.5)

=1 nh_)rrolo Z arXi—k)
ke[—n,n]

= lim (1, Z o Xi—k)

n—00
ke[—n,n)

= lim E( Z arXi—1)

n—00
ke[—n,n]

= lim Z arB(X;—k)

n—oo

qui ne dépend pas de t. De méme, pour ’autocovariance, on a

E((FaX)s =(> aiXe > anXe k)

JEZL keZ
:<n15§o > o Xsj, lim_ > aXig)
jE€[—n,n] k€[—n,n]
:nhan;o< Z OéjXS_j, Z akXt,k>
jE[—n,n] k€[—n,n]
:nh—g)lo Z E OéjOékE(XS_th_k)

j€[—n,n] k€[—n,n]

= nh_{go Z Z ajog (vx (s — j,t — k) + (NX)2)

j€[—n,n] k€[—n,n]

= ZZajak'yX(t —s5+7— k’)—i-(,UX Zak)Z,

JEZ ke kEZ

qui ne dépend que de t — s. Il en découle que F,X est stationnaire. Notons que la double
série Y ey ajagyx (b + j — k) est absolument convergente car

Y lagaryx (b +j = k) < x(0) Y lajllar] = vx(0)[la§ < oo,
J,kEZ 7,kEZ
ou on a utilisé le fait que |yx(h)| < vx(0) pour tout h € Z tiré du théoreme 1.17. O

Exemple 2.3 : Processus linéaires : filtrage d’un BB

Si (Zt),ey est un BB(0,0?%), p € R, et € £*(Z), alors le théoreme 2.2 dit que
X = u+ F,Z est un processus stationnaire de moyenne p et d’autocovariance

2
h)=0c Z@jaj+h.
JEL

C’est I'image d’un BB par une application linéaire : on parle de processus linéaire.
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2.3. Composition et convolution

Remarque 2.4 : Notation avec opérateur retard

Si o € ¢1(Z) alors la fonction

F2) =3 apet

kEZ

est bien définie pour tout z € C tel que |z| =1 car

I P SR RCRED SRS S

—n<k<n —n<lk<n —n<lk<n keZ

L’opérateur F,, s'écrit aussi f(B) ou B est 'opérateur retard :

FB)Xy =) B X, =) o Xy

keZ keZ

Si « est & support fini : card{k € Z : oy, # 0} < 00, alors f(z) est bien définie pour
tout z # 0, et prend des valeurs réelles si z et « sont réels. De plus f est un polynéme
ssi {k € Z : ay # 0} est une partie finie de N, et dans ce cas f(z) est bien définie
pour tout z € C. Réciproquement, si une fonction f: D C C — C est développable
en série de puissances de z sous la forme f(z) =, ay2" alors cette série converge
absolument lorsque |z| = 1 ssi a € £1(Z), et la notation F,, = f(B) fait sens.

Définition 2.5 : Causalité et inversibilité

Si Z est stationnaire, on dit que le filtre X = p + F,Z de Z est un processus...

C’est le cas par exemple des processus MA(q), ¢ > 1, qui vérifient
VielZ, Xe=Zi+0nZi1+---+ Qth,q.

Plus généralement, les processus linéaires causaux (Z BB) avec oy = 1 sont
les processus MA(co) (un processus MA(q) est un MA(q’) pour tout ¢’ > q);

— inversible lorsque Z est un processus causal de X, c’est-a-dire qu’il existe un
B € (1(Z) tel que Z = F3(X) avec B = 0 pour tout k < 0. C’est le cas par
exemple des processus AR(p), p > 1, qui vérifient Z = F(X) car

VieZ, Xi—p1Xp1——pXi_p =24

Plus généralement, les processus linéaires inversible (Z BB) avec ag = 1 sont
les processus AR(co) (un AR(p) est un AR(p') pour tout p’ > p).

— causal lorsque oy = 0 pour tout k& < 0 (X; ne dépend pas du futur de Z;).

2.3 Composition et convolution

Théoréme 2.6 : Composition des opérateurs
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2. FILTRAGE LINEAIRE (X2.5)

Avec les notations du théoreme 2.2, si o, 8 € £*(Z) et si X est stationnaire, alors

Fo(FpX) = FoupX ol (axB) =Y o;fp_j.
JEZ

La quantité (« * ) fait sens pour tout k € Z car
|3 aiBis] < S lasllBessl < 181 S layl = e, 181, < oe.
jez Je€Z JEZ
On dit que «a * 3 est le produit de convolution de « et 8. Le méme argument montre

que a * 3 existe dans £}(Z) dés que a € £1(Z) et B € £°°(Z), mais cela n’est pas exploité
dans ce cours. Le produit de convolution vérifie les propriétés suivantes :

1. Le produit de convolution est commutatif et associatif :
Va, B,y €LHZ), axB=PFxa et (axf)xy=ax(B*7);
2. Le produit de convolution possede un élément neutre e = 1 :
Va € (MZ), axe= o
3. Le produit de convolution est distributif :
Va,B,v € H(Z), YAeR, Ma+B)xy=Aa)xv+8xy=ANaxy)+Bx*7;

4. Le produit de convoltion vérifie, pour tous a, 3 € ¢*(Z),

las Blly =D Max Bl < D> lagllBe—yl = > lagl D 1Br—5] = lallilIBll;-

kEZ kCZ jEL JEL kEZ
On dit que le produit de convolution * fait de ¢£!(Z) une algebre de Banach.

Preuve du théoreme 2.6. Lorsque « et § sont a support fini, la propriété est évidente car

(Fa(FpX))e =) oj(FsX)i-y
jez

=> ;> BeXijk

JEZ  keEZ

S (Y b Xiew

KEZ jez
= (FpupX)t.

Lorsque «a et § sont a support infini, la commutation des sommes est licite grace au
théoreme de Fubini—Tonelli (les séries sont presque stirement absolument convergentes).
Alternativement, lorsque « et 3 sont & support infini, on peut adopter une approche L? :
on procede par troncature et on exploite I’hypothese de sommabilité sur a et 3. O

Il est a présent naturel de se poser la question suivante :

— Peut-on défiltrer en utilisant & nouveau un filtre 7 Autrement dit, a quelle
condition sur a € 1(Z) existe-t-il 8 € ¢}(Z) tel que a % B = e ol e = 1 est
I’élément neutre de la convolution ?

Il est bien connu en algebre que si un tel élément S existe, alors il est unique . 1l
s’agit de I'inverse de a pour le produit de convolution * et on le note 8 = a~'. Nous
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2.3. Composition et convolution

allons voir que le calcul de I'inverse est lié a la série de puissances associée a a.

a. SiaxB=e=axp alors B=Bxe=Fx*(axf)=(B*xa)xpf =exf =75

Lemme 2.7 : Convolution et séries de puissances

Soit (F,+, x) l'algebre usuelle des fonctions continues définies sur le cercle unité
{z € C:|z| =1} et & valeurs dans C. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Pour tout a € ¢1(Z) et z € C tel que |z| = 1, on a (a2") oy, € CL(Z), cest-a-dire
que la série suivante converge absolument sur le cercle unité :

P,(z) = Z a2

keZ
2. L’application « € /1(Z) — P, € F est un homomorphisme d’algébres :
Vo, B,y € €(Z), YA € C,  Paupirg(2) = Pa(2)Ps(2) + APy(2)

pour tout z € C tel que les séries de puissances P, (z), P3(2), et Py(z) convergent
absolument. En particulier, le produit de convolution dans ¢!(Z) est transformé
en produit standard de fonctions dans F par I'application o — P, :

Vo, B € (YZ), Pawp = PaPs.
3. L’application a € ¢1(Z) + P, € F est injective :

Vo, B € (NZ), Po=Ps=a=p;

Note : en francais, la formule P,.,3(2) = P.(2)Ps(z) dit que les coefficients du produit
de Cauchy de deux séries de puissances sont donnés par le produit de convolution des
coefficients des deux séries. Cette liaison entre suites et fonctions est utile.

Note : I’élément neutre est envoyé sur I’élément neutre : P.(z) = 1.

Eléments de preuve. La premidre propriété est évidente. La seconde propriété n’offre pas
non plus de difficulté. Pour A = 0 la seconde propriété découle d’un produit de Cauchy de
séries de puissances absolument convergentes :

Po(2)Ps(z) = (Z akZ’“) (Z Bk/zk'>

keZ Kez
=) a2
k k€7,
h=k+k'
5 (o)
heZ \keZ
= Z(a x B)p2"
heZ
= a*ﬁ(z)-

Etablissons la troisiéme propriété (injectivité). Si P, = Pgs pour o, B € (*(Z) alors d’apres
la seconde propriété on a P,_g = 0, c’est-a-dire que pour tout z € C avec |z| = 1, on
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2. FILTRAGE LINEAIRE (X2.5)

a ) ez vez® =0, ott v = ag — Bi. A présent, on note que les éléments de F sont des
fonctions continues et bornées sur le cercle unité, et sont dans I'espace L? des fonctions de
carré intégrable sur le cercle unité. On rappelle que I’application

1

2m 7
(fr9) L2 x L2 (f.9) = o | J0)g(9)dd

est un produit scalaire, qu’elle fait de L? un espace de Hilbert, et que les fonctions
trigonométriques 6 € [0,27] — ¢ € C, k € Z, constituent une base hilbertienne. Le
caractére orthonormé provient du fait que pour car pour tous k, h € Z,

. . 1 [?7 .
<0 — ek g e’9h> = — / =k qg = 1,_,.
2w 0

Aussi, pour tout h € Z fixé, en posant z = ' il vient, grace au théoréme de Fubini-Tonelli,

0 :<9 — Z’ykewk, 0 — ei9h> = Z’yk<9 — eiek, 0 — ei9h> = Z'yklh:k = Yp.
keZ keZ keZ

La condition d’appartenance au cercle unité vient du fait que la série P,(z) ou
a e/t (Z) peut comporter des puissances positives ou négatives arbitrairement
grandes de z. La série P,(z) est un polynoéme ssi le support {k € Z : oy, # 0} de «
est une partie finie de N, et dans ce cas la série est une somme finie, qui a un sens
pour tout z € C. Si le support de « contient une infinité de valeurs positives, alors la
convergence de P,(z) n’est pas garantie pour |z| > 1. Si le support de « contient des
valeurs négatives, alors la convergence de P,(z) est impossible en z = 0. Si le support
de « contient une infinité de valeurs négatives alors la convergence de P,(z) n’est pas
garantie pour |z| < 1. Seul le cas |z| = 1 subsiste quelque soit le support de «, et la
convergence (absolue) est alors garantie par « € ¢(Z).

Le théoréme suivant fait le lien entre propriétés d’algebre et d’analyse.

Théoréme 2.8 : Inversibilité pour la convolution et séries de puissances

Soit o € €1(Z) tel que Pa(2) = > 4y a2’ est un polynéme, c’est-a-dire que o est a
support fini et > 0. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. « est inversible pour le produit de convolution dans ¢}(Z);

2. P, n’a pas de racine de module 1;

3. z+— 1/P,(z) est développable en série de puissances de z, absolument conver-

gente dans une couronne de C contenant le cercle unité :

Pal(z) =S at, Bel().

kEZ

Lorsque ces propriétés ont lieu, alors = = . De plus, si P, n’a pas de racine de
module < 1 alors le support de a~! est > 0, c’est-a-dire que {k € Z : a,;l #0} C N
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. // L

(7
o

FI1GURE 2.1 — Si le polynéme P, n’a pas de racines de module 1, alors ses racines sont a
I’extérieur d’une couronne qui contient le cercle unité.

Démonstration. Montrons que 2 = 3. Supposons que P, n’a pas de racine de module 1.
Soit z1,..., 24 les racines distinctes de P, dans C, de multiplicités respectives mq, ..., mgq,
de sorte que Py (z) = c(z — 21)™ -+ (2 — z4)™ avec ¢ € C. Si

r:=max{|z| € C: Py(2) =0,|z| <1} = max{|z]| : z € {z1,..., 24} N{z € C: |z| < 1}}
et
R:=min{|z| € C: Py(2) =0, |z| > 1} = min{|z| : z € {z1,..., 24} N{z € C: |z| > 1}},
alors r < 1 < R et les racines z1,...,zq de P, sont & l'extérieur de la couronne (figure 2.3)
D(r,R) :={z€C:r<|z| <R},

qui contient le cercle unité {z € C: |z| = 1}. Afin de développer la fraction rationnelle
z + 1/P,(z) en série, on considére sa décomposition en éléments simples

d mj
=3 >
j=1 k=1 (z = 2)*
ol ¢; € C sont des constantes, pour tout z & {z1,...,24}. Or pour tout « € Ret w € C

tel que |w| < 1, une formule de Taylor donne (convergence absolue)

(1+w)"‘:§:<z>w" ol (Z) = a(a_l)"éfa_””).

n=0

(il s’agit d’une généralisation de la formule du binéme aux puissances quelconques). Donc
si |zj| <1 et |z| > |2;| alors en posant w = z;/z, on a (convergence absolue)

Cj C; 1 c
e 2 M S T W

heZ
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2. FILTRAGE LINEAIRE (X2.5)

tandis que si |z;| > 1 et |z| < |z;| en posant w = z/z;, on a (convergence absolue)

‘ o (—1)k 1 (D SN~k
(z iji’j)k - Cj’k(z’? ) (1—z/z)F CM(z’? : 2 < n) ~#/a)" = ) B

J J n=0 heZ

En combinant tout, on obtient enfin le développement en série de 1/P,(2) :

d mj d mj
Vz € D(r, R), Z Z Zﬁj,k,hzh = Z Z Zﬁj,k,h 2" = Zﬁhzha
j=1 k=1 heZ heZ \j=1 k=1 heZ

et la convergence est absolue, car une somme finie de séries de puissances absolument
convergentes est une série de puissance absolument convergente. A présent, en prenant
z=1€D(r,R)onaf e %(Z). Enfin, pour établir que 3 est réel, on observe que comme
« est réel, le polynéme P, est a coefficients réels, donc ’ensemble de ses racines est stable
par conjugaison, donc les coefficients c;x, 3k n, Bn sont en fait tous réels, ce qui assure
finalement que 3 est bien & valeurs réelles : 3 € £1(Z).

Montrons que 3 = 1. Pour tout z € D(r, R), par produit de Cauchy (lemme 2.7),

= Pa(Z)Pﬁ(Z) == Pa*ﬁ(z)7

P, =1=P
6(’2) Oé(Z) Pa(Z)
ce qui donne e = o * 3 grace au lemme 2.7. Donc « est inversible d’inverse a~!' = .
Montrons que 1 = 2. Comme a~! € £(Z), le lemme 2.7 donne

Pcrl(z)Pa(z) = Parl*a(z) - PB(Z) =1

pour tout z € C tel que |z| =1, et cela interdit & P, d’avoir une racine de module 1.
Enfin, on observe que seules les racines de P, de module inférieur a 1 contribuent a la

partie de o~ ! indicée par des indices négatifs. Par conséquent, si P, n’a pas de racine de

module < 1 alors a~! est porté par N. O

Exemple 2.9 : Séries géométriques

Examinons trois exemples liés a une série géométrique.
— Casouag=2,a;1=—1,et apy =0si k & {0,1}. On a alors P,(z) = 2 — z,
dont la seule racine 2 est de module > 1. Le théoreme 2.8 s’applique, et pour
tout z € C tel que |z] < 2,

. V- _1(1+Z+ (Z)2+...)
P,(z) 1-—2z/2 2 2 2 ’
Cela donne (a™1), = 2*(’““)1@0, et on a bien ot € (1(Z).
— Casoutap=1,a1 =2,et a =0si k& {0,1}. On alors P,(z) =1 — 2z, dont
la seule racine 1/2 est de module < 1. Le théoréme 2.8 s’applique, et pour tout
z € C tel que |z| > 1/2 (autrement dit [2z] > 1),

1 1 1 1 1 i iﬂ Lk
— R = z .
P, (2) 1-22 C221-1/(22) 2Zk ‘ —

Cela donne (1), = 2¥1,..¢, et on a bien a~! € (Y(Z).
— Casounapg=1leta;=—1let o =0sik¢&{0,1}. On a alors P,(z) =1— 2
dont la seule racine est 1, qui est de module 1. Le théoreme 2.8 ne s’applique
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2.3. Composition et convolution

pas. Cependant, le développement en série géométrique

1
_ -1 24 ...
Pa(z) 11— +z+ 2"+

est valable pour tout z € C tel que |z| < 1, et suggere que a~! = 1. Cette
suite n’appartient pas a ¢!(Z). Cela suggeére au passage que l'inverse d’un
élément de (1(Z) peut exister dans £>°(Z).

Remarque 2.10 : Calcul pratique de l’inverse

L’équation a * f = e en 3 est un systéme infini d’équations linéaires. La preuve du
théoreme 2.8 montre qu’on peut déterminer 5 en déterminant les racines de P, puis en
effectuant des développements en série. Mais cela peut s’avérer laborieux en pratique.
Dans le cas ou P, n’a pas de racine de module < 1, on sait que 5 est porté par N, ce
qui rend le systeme d’équations « * § = e triangulaire, et donc facile a résoudre par
récurrence. En effet, si d est le degré du polynoéme P, alors on obtient une identité
entre séries de puissances de z absolument convergentes sur le cercle unité :

(g + o1z 4+ agz))(Bo+ Prz+--) = 1.

En développant le membre de droite (produit de Cauchy) et en identifiant les coeffi-
cients pour chaque puissance grace au lemme 2.7, on obtient le systéme triangulaire
suivant qu’on peut résoudre de haut en bas :

aoBo =1 (d’ou on tire )
o1 + a1 =0 (d’ou on tire )
apfa+a1f1 +aefy =0 (dou on tire fa)

s

Théoréme 2.11 : Identifiabilité

On note Sy 'ensemble des processus stationnaires.
1. Si Z est BB(0,0?) alors a € (*(Z) — F,Z est injective :

Vo, B € (NZ), Fo.Z=FsZ = a=/p
2. Si a € (1(Z) est inversible pour  alors X € Sy + F,, X est injective :

VX, Y €8y, F,X=FEY =X-=Y.

Démonstration.

1. Si FoZ = FgZ alors pour tous s,t € Z, » .y ZsapZi = > ey ZsPuZi—k- En
prenant l’espérance et en utilisant le fait que vz (h) = 0214—g (car Z est un BB), il
vient ay_s = B;_s, et comme s,t sont quelconques, on a enfin o = 8. Note : on peut
invoquer le fait que le produit scalaire dans L? est continu pour justifier I'interversion
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2. FILTRAGE LINEAIRE (X2.5)

2.

entre E et 3. Note : ce raisonnement n’est plus valable si on sait seulement que
F.Z £ FgZ ou «Zy désigne ’égalité en loi, mais le redevient si (Z, F, Z) 4 (Z,FpZ);

2. Si F, X = F,Y avec a € {Y(Z) et X,Y € Sy, alors, grace aux théorémes 2.6 et 2.8,

X=Fy1,,X=Fy1(FX)=F,1(FY)=F, 1.,Y =Y.

4 Compléments

Remarque 2.12 : Filtrage faible d’'un BB

Soit (Zt),ez un BB(0,0?) et a € (3(Z) c’est-a-dire que Y, 5 lag|? < 0o. Alors pour
tout K C Z fini, le théoréme de Pythagore dans l’espace de Hilbert L? donne

B anZii?) = D ajoryz(G—k) =0 Joxl®

keK jkEK keK

Comme « € (?(Z) le critere de Cauchy dans 'espace complet L? indique que la série
> kez Ok Zi—y, converge dans L2 On note (F,Z); € L? sa somme, en cohérence avec
les filtres habituels. D’autre part, la série est absolument convergente dans L? ssi
o € MZ) car Yoy lowZi—illy = Ypez o], et dans ce cas la convergence a lieu
p.s. d’aprés le théoreme de filtrage! Rappelons a ce sujet que £!(Z) G %(Z), et que
I'inclusion est inversée pour les espaces LP au sens ou L? C L! (stricte en général).

Remarque 2.13 : Analyse de Fourier

Le théoreme 2.6 est lié a ’associativité du produit de convolution car
Fo(FgX)=ax*x(B*X)=(ax*xp)* X = FappX

pour presque tout w € . Le terme filtrage vient de la théorie du signal : comme la
transformée de Fourier transforme produit de convolution en produit, on a & * z = az
qui n’est rien d’autre qu’un filtre spectral . I’analyse de Fourier w par w des séries
temporelles mene au théoreme de Wiener-Khinchine-Kolmogorov, qui dépasse
le cadre de ces notes. Nous feront appel a ’analyse de Fourier dans le chapitre 4 pour
étudier la fonction d’autocovariance des processus stationnaires (elle est déterministe).

a. C’est un filtre passe-bande quand @ est I'indicatrice d’un intervalle compact.

Remarque 2.14 : Analyse complexe

Il est possible d’étendre le théoreme 2.8 d’inversibilité des filtres au dela des suites a
support fini en introduisant de la technologie (analyse complexe) comme le développe-
ment en série de Laurent des fonctions méromorphes. Bien qu’amusant, cela n’est pas
nécessaire pour ’étude, menée plus loin, des processus ARMA (p, q) avec p,q < oc.
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CHAPITRE 3

Processus ARMA (x1.5)

Mots-clés : processus AR/MA/ARMA ; causalité; inversibilité.

Les processus ARMA (p, q) (Auto Regressive Moving Average) forment une classe
de processus stationnaires paramétrés incluant & la fois un mécanisme d’autoregression
linéaire (AR) d’ordre p, et de moyenne mobile ou ajustée (MA) d’ordre g.

Définition 3.1 : AR, MA, ARMA

Soient p,q € N, p € RP et 6 € R des coeflicients fixés, et (Z;),., ~ BB (0,02). On
dit que (X¢),o7 est un processus ARMA (p, q), ou ARMA d’ordre (p, q), lorsqu’il
est stationnaire et vérifie I’équation de récurrence linéaire suivante ¢ :

p q
VteZ, Xo =Y oxXek+Zi+ Y OnZi
k=1 k=1

De plus :
— si # =0 ou g = 0 alors on dit qu’il s’agit d’'un processus AR(p);
— si ¢ =0 ou p =0 alors on dit qu’il s’agit d'un processus MA(q).

a. Avec la convention 3,1 =3 = 0 utile quand p = 0 ou ¢ = 0.

Les processus MA(q) existent toujours : ce sont les processus linéaires causaux a support
fini. En revanche, l'existence des processus AR(p) n’est pas évidente, car le temps est indexé
par Z, ce qui rend délicate ’exploitation de la récurrence. Une idée naturelle consiste a
utiliser récursivement I’équation pour produire une suite récurrente aléatoire. Bien qu’il n’y
a pas de notion de condition initiale car le temps est indicé par Z, cette approche conduit
a la solution de AR(1) comme nous allons le voir plus loin. L’équation ARMA(p, q) peut
aussi étre vue comme un systéme triangulaire doublement infini d’équations indicées par Z.
Nous allons le résoudre dans ce chapitre, en reformulant ARMA(p, ¢) en terme de filtrage!

L’équation de récurrence ARMA(p, q) s’écrit également

vt € Z7 Xt - (@lXt—l + -+ SOpXt—p) = Zt + 01Zt—1 +--+ qut—qv

ou encore

®(B)X =0O(B)Z
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3. Processus ARMA (x1.5)

ou B est I'opérateur retard et ou ® et © désignent les polynémes
P(2)=1—(prz2+ - +@pzf) et O(2)=1+6012+ -+ 0,27
L’écriture avec une fraction rationnelle suggere méme la solution :

l@(B)Z_ 1+ B+---+0,B7

X —
®(B) 1—@1B—--—p,BP

)
7= ZﬁkBkZ = F3(2).
kEZ

L’équation de récurrence ARMA (p, q) s’écrit aussi avec des filtres
Fo,X = Fo,Z,

olt () ey €t (ag)pey sont les suites a support fini définies par

1 sih=0 1 sih=0
(p)h=1{ —pn sil<h<p et (agh=.6y sil<h<gq
0 sinon 0  sinon.

Cette écriture avec des filtres suggere aussi la solution :

XLF \FpZ=F 1, 7
@ ®

0

Notons que pour tout z € C, on a les identités suivantes (les sommes sont finies!)

D(2) = Pa,(2) = Y ()" et O(2) = Paylz) = > _(ap)n2™

hezZ heZ

3.1 Processus MA et processus AR

Rappelons la définition des processus a moyenne mobile (Moving Average).

Définition 3.2 : Processus M A

Un processus (X¢),c; est MA(q) pour un entier ¢ > 0 lorsqu’il est du second ordre,
stationnaire, et solution de I’équation de récurrence

q
Xe =21+ 0Zir = (FuyZ)1 = (0(B)Z),
k=1

ol (Zt),ez st un BB ((), 02) et ou A € RY est un vecteur fixe. On dit que g est 'ordre
du processus et que (6, 02) sont ses parametres.

Le théoréme 2.2 affirme que si (X;),c, est MA(q) alors (X;),c, est de moyenne nulle

et de fonction d’autocovariance yx (h) = 1i_g 4 (h)o? ZZ;‘O}L‘ Ok Ot |-

Rappelons la définition des processus autoregressifs (Auto Regressive).

Définition 3.3 : Processus AR

Un processus (X¢),c; est AR(p) pour un entier p > 0 lorsqu’il est du second ordre,
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3.1. Processus MA et processus AR

stationnaire, et solution de I’équation de récurrence

p
Xt =2+ Z CrXi—k
k=1

en d’autres termes
Zy = (Fo,X): = (®(B)X);

olt (Zt),cy est un BB (0, ) et ou € RP est un vecteur fixe. On dit que p est 'ordre
du processus et (¢, 0?) ses parametres.

Contrairement aux processus MA, D'existence des processus AR n’est pas évidente, car
le temps étant indexé par Z, il n’y a pas d’origine des temps qui permettrait d’exploiter
facilement la récurrence. Le théoreme suivant assure 'existence de processus AR(1).

Théoréme 3.4 : Existence des processus AR(1)

— Si |¢1| = 1 alors ’'équation des AR(1) n’a pas de solution stationnaire ;
— Si |p1]| < 1 alors la solution est donnée par le processus linéaire causal

oo
Xt — Z solet—k‘?
k=0

de moyenne 0 et d’autocovariance yx (h) = %] |/( — ¢?) pour tout h € Z.
C’est un MA(00). C’est de plus 'unique solution stationnaire ;
— Si |p1| > 1 alors la solution est donnée par le processus linéaire non-causal

o0
—k
== Z 1 Ltk
k=1

de moyenne 0 et d’autocovariance yx (h) = 024p1_|h|/(g0% — 1) pour tout h € Z.
C’est 1a encore 'unique solution stationnaire.

Remarque 3.5 : Infinité de solutions non stationnaires

Si X est solution de AR(1) Xy = ¢1X¢—1 + Z;, on peut rechercher un processus Y tel
que la somme X + Y soit également solution. On a X; +Y; = ¢1(X¢—1 + Yim1) + Z4
et comme X; = ¢1X;_1 + Z;, on obtient alors Y; = ¢1Y;_;. Ainsi, V; = ¢! Y pour
tout t € Z, avec Yy quelconque. Cela donne une infinité non dénombrable de solutions,
mais ces solutions ne sont pas stationnaires en général (exercice!).

Démonstration. L’équation de récurrence s’écrit X; = Z; + @1 X;—1 et donne par récurrence
Xe =Y 0P Zip + ()071n+1Xt7(r+1) pour tout r > 0. Lorsque |¢1| < 1 alors Y o o1|F <
00, cest-a-dire que o, € £1(Z), et par le théoréme 2.2, > _, ©hZ; 1, converge p.s. et dans
L? vers Yo (p’th_k, un processus du second ordre stationnaire, qui est un processus
linéaire (exemple 2.3), dont on vérifie qu'il est solution de I’équation de récurrence :

901Xt1—9012¢1 (t-1) k—Z% Zt— (k1) Z%Zt k=Xt — Zs.
k=0 k=0 k=1
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3. Processus ARMA (x1.5)

Par ailleurs, si (X¢),cy est solution du second ordre stationnaire alors go’{HXt_(TH) —0
dans L2 quand r — oo car |p1| < 1, et on retrouve le processus linéaire X = F,Z avec
o = go’flkzo. L’autocovariance s’obtient en spécialisant celle des filtres du théoreme 2.2 et
plus précisément celle des processus linaires de I'exemple 2.3 : pour tout h € Z avec h > 0,

2

. - o

vx(h) = ZO‘J’O"”Z(h‘H_ =0 ZO‘JO‘HJ—U Z% ﬂ_ VR
j,kEZ JEZ ('01

Lorsque |p1| > 1 on procede de la méme maniére en utilisant la récurrence renversée

X = —Lpl_thH + gol_lXH_l en exploitant le fait que |cp1_1‘ < 1, ce qui conduit a la solution
X = F,Z avec ap, = @’flkg_l. Ici aussi, on peut vérifier directement que ce processus
Xi=—-> 10, gol_k Zy11 est solution de I’équation de récurrence :

o0
_ (k—1
p1Xt-1 = —p1 g 012 (t—1)+k = — E 4/31 )Zt-i-(k 1) E 01* 2k = Xy — Ze.
k=1 k=1 k=0

De méme ’autocovariance s’obtient comme précédemment : pour tout h € Z avec h < 0,

2, —Ih|

) =Y ajang =00 Y el —02Zs01 = =2 A

—1°
JEZ 1<-1 Spl

Lorsque |¢1| = 1, alors s'il existait une solution stationnaire (X;),., alors

i,
9 2
E(|X: — s07{+1Xt—(r+1)‘ ) = E(‘ Z @Ith—k‘ )
k=0

T
= >l E(Z-l)
k=0
= (r+1)o?
et d’autre part

E(|X: — 07 X0 ) |*) = 7 (0) + 7x(0) — 29x(t — (r+1) — 1)
=2(yx(0) —vx(r+1))

ce qui n’est pas possible simultanément pour r assez grand. ]

3.2 Résolution de I’équation ARMA

Le théoreme suivant généralise considérablement ’étude précédente des AR(1).

Théoréme 3.6 : Existence des processus ARMA

Soient ® et O les polynomes associés a ’équation ARMA(p, q).

1. Si @ n’a pas de racine de module 1 alors ARMA(p,q) posséde une unique

solution stationnaire, donnée par le processus linéaire F,,Z oll &« = ag * ! ol

©
a;l est I'inverse de a,, pour * (existe : théoreme 2.8);

2. Si ARMA(p, q) admet un processus linéaire F, Z avec a € ¢1(Z) comme solution
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3.2. Résolution de I’équation ARMA

alors toute racine de module 1 de ¢ est également racine de ©.

Preuve du théoréeme 3.6.

1. L’équation ARMA(p,q) s'écrit Fy, X = Fo,Z. Supposons que ® n’a pas de racine de
module 1. Alors le théoreme 2.8 assure 'existence de a;l € (1(Z). Donc Fo1,0,2
©

est solution de ARMA(p, q) car le théoréeme 2.6 donne

Z =F

(a¢*a;1 JELeT)

Fo,(F, 1, Z)=F

Q¥ aw*(agl*ag)

7 = Fo,Z.

Le produit de convolution est commutatif, donc a = a, 1

quement, si X est solution de ARMA(p, q) alors, comme «

* Qg = Qi * a;l. Récipro-
-1

" existe,

X=For, X=F, 1FoX=F, 1FoZ=F, 1 7

*

par le théoréme 2.6. On peut aussi utiliser le théoreme 2.11 d’identifiabilité.

2. Supposons qu’un processus linéaire F,Z avec a € ¢1(Z) soit solution de ARMA(p, q).
Alors par théoréme 2.6 de composition des filtres,

FoyZ = Fu(FaZ) = Fosa, 2,

puis par le théoreme 2.11 d’identifiabilité, o * a, = ap. Comme « € (N(Z), par le
lemme 2.7, pour tout z € C tel que |z] = 1,

Po(2)®(2) = Pa(2)Pa,(2) = Pasa,(2) = Pa,(2) = O(2).

Donc toute racine de ® de module 1 est également racine de ©.

Remarque 3.7 : Fraction rationnelle d’un ARMA

La suite o = ay * a;l de la solution F,,Z de ARMA(p, q) est liée au développement
en série de la fraction rationnelle ©/®. En effet, si ® n’a pas de racine de module
1, alors la preuve du théoreme 2.8 dit qu’il existe une couronne D(r,R) = {z € C :
r < |z| < R} contenant le cercle unité, ne contenant aucune racine de ®, telle que

1 1
vz € D(r,R), = 5y = 205 A,
kEZ

et ce développement en série de puissances est absolument convergent. Par conséquent,

39



3. Processus ARMA (x1.5)

en effectuant un produit de Cauchy, on obtient, pour tout z € D(r, R),

O(z Py, (2 B )
224 () ()

keZ k'eZ
_ ’
= > D (aphlag s
kK €7 keZ
h=k+k’ _
= (ao)r(o, n—r | 2"
@
heZ \keZ
= Z(ag * a;l)hzh
hez
= Z apz".
heZ

Cela revient a exploiter la décomposition en éléments simples de ©/®. Deux équations
ARMA (p, q) qui admettent une solution stationnaire et qui ont la méme fraction
rationnelle ont la méme solution. Cela permet d’éliminer les racines communes de
© et ¢ par simplification, et conduit & une équation ARMA irréductible.

Remarque 3.8 : Présence de racines de module 1

Si @ = P, possede des racines de module 1, alors I’équation ARMA(p, ¢) ne possede
pas en général de solution stationnaire, comme le montre un AR(1) avec |¢1| = 1.

3.3 ARMA causal et inversible

D’apres la définition 2.5, un filtre X = F,Z de Z est qualifié de causal ssi a, = 0 pour
tout £ < 0. Il est qualifié d’inversible ssi Z est un filtre causal de X, c’est-a-dire ssi il
existe B € (1(Z) tel que Z = F3X avec B, = 0 pour tout k < 0.

Théoréme 3.9 : Causalité et inversibilité des ARMA

Considérons une équation ARMA(p,q) Fo,X = FoyZ et ses polynomes & = P, et
© = P,,. On suppose que ® n’a pas de racines de module 1, ce qui assure l'existence
d’une solution stationnaire unique X = Fa;1*a6Z (théoreme 3.6). Alors

— la solution X est causale si ® n’a pas de racine de module < 1;

— la solution X est inversible si © n’a pas de racine de module < 1.

Note : comment se souvenir de la condition qui assure la causalité ? La méthode la plus
efficace est de refaire la preuve, qui est courte et simple!

Remarque 3.10 : Causalité, inversibilité, et fraction rationnelle

La condition suffisante de causalité donnée par le théoréme 3.9 ne constitue pas une
condition nécessaire. En effet, comme 'unique solution stationnaire de 1’équation
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3.3. ARMA causal et inversible
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FIGURE 3.1 — Simulation de trajectoires de processus AR(2), MA(2), et ARMA(2,2).

Trajectoires simulées de processus AR, MA, ARMA, avec le code GNU-R ci-dessous.

require("stats") # en général déja installé
serie = arima.sim(n=100,list(ar = c(0.8, -0.4), ma = c(-0.2, 0.2)), sd = 0.3)
plot.ts(serie,xlab="temps",ylab="ARMA(2,2)")

serie = arima.sim(n=100,list(ar = c(0.8, -0.4)), sd = 0.3)
plot.ts(serie,xlab="temps",ylab="AR(2)")
serie = arima.sim(n=100,list(ma = c(-0.2, 0.2)), sd = 0.3)

plot.ts(serie,xlab="temps",ylab="MA(2)")
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3. Processus ARMA (x1.5)

ARMA ne dépend que de la fraction rationnelle © /® autour du cercle unité, c’est la
forme irréductible © / P qui importe, obtenue apres simplification des racines communes
4 O et ® (attentions aux multiplicités). Ainsi si @ (respectivement ©) ne s’annule pas
sur le disque unité alors la solution est causale (respectivement inversible).

Démonstration. Le processus X est causal ssi a;l * g est porté par N. Si & n’a pas de
racine de module < 1, alors, d’apres le théoreme 2.8, 04;1 est porté par N, et comme ay
est porté par N (© est un polynoéme), on en déduit que a;l * ap est porté par N.

Le processus X est inversible ssi ag est inversible pour * dans ¢}(Z) et 049_1 * (v, est
porté par N. Si © n’a pas de racine de module < 1, alors, d’apres le théoréeme 2.8, ao_l
existe et est porté par N, et comme «, est porté par N (¢ est un polynéme), on en déduit

que ae_l * o, est porté par N. O

Remarque 3.11 : Résolution pratique des ARMA inversibles

La résolution pratique des ARMA(p, q) inversible peut étre menée grice a la remarque
2.10. En effet, on résout en £ le systeme

<Z§k2k>(1—4plz—---—gppzp) =140124 -+ 0427
kEZ
en identifiant les coefficients, ce qui donne dans le cas causal le systéme triangulaire
So=0h=1
—&op1 +&1 =04

—&op2 — 101 + &2 = 02

Note : si P,, divise Py, (c’est-a-dire que si z; est racine de Py, de multiplicité m
alors elle est aussi racine de F,, de multiplicité > mj) alors P est un polynome.
Dans le cas contraire, Pr n’est pas un polynéme et contient des puissances de z de
degré arbitrairement grand. Exemple : la solution de ARMA(1,1) quand |p1]| < 1 est
donnée par Pe(z) = 1+ 72 (1 + 01)¢hz*, qui vérifie bien (1 —¢12)Pe(2) = 1+6;2.
Ici, Py, divise P,, ssi —1/61 = 1/, c’est-a-dire ssi Pe(z) =1 (et on a Py, = Py,).

Exemple 3.12 : Tiré de ’examen final de janvier 2014

On considere un BB (O, 02) Z et 'équation ARMA(1,1)
Xe =2y +2724 + (1/2)Xt_1.

— Solution stationnaire, causalité, invertibilité. Comme ®(z) =1—(1/2)z
a une seule racine, 2, de module > 1. L’équation admet donc une unique
solution stationnaire, causale, de la forme X = F,Z (processus linéaire) avec
a € IYZ) et ag, = 0 si k < 0. D’autre part, ©(z) = 1 + 2z admet une unique
racine, —1/2, de module < 1, mais cela ne signifie pas que la solution n’est
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3.3. ARMA causal et inversible

pas inversible. Pour calculer «, comme «p = 0 pour tout k < 0, il suffit de
résoudre le systéme triangulaire

(1—-(1/2)2)(ap +a1z+--+) =142z,

c’est-a-dire ap = 1, a1 — (1/2)avg = 2, o, — (1/2)a—1 = 0 pour tout k > 2, ce
qui donne ag = 1, a; =2+ 1/2 = 5/2, oy, = 5(1/2)* pour tout k > 1.

Alternativement, on peut développer la fraction rationnelle de ’équation :

comme [(1/2)z| =1/2 < 1 pour |z| = 1, on obtient

O(z)  1+22
d(z) 1—(1/2)z

(1/2)k2"

NE

= (1+22)

i

0

=1+ i((m)k +2(1/2)F 1) F
k=1

=1+ Z5(1/2)kzk;
k=1

Il est agréable de vérifier qu’on a bien o € ¢1(Z) (série gbométrique convergente).

Il est aussi judicieux de vérifier la formule pour z = 1, ce qui donne 6 = 6;
— Autocovariance. Si « est tel que X = F,Z, alors, d’apres le théoréeme de
filtrage des processus stationnaires, pour h > 0,

vx(h) =) ajapyz(h+j—k)
J,kEZ

oo

_ 2

=9 E QjCh+j
j=0

=o%(ay, + i 25(1/2)%+h)
j=1

= 0?(1p=o + 5(1/2)|h|1|h|7&0 +(25/3)(1/2)IM).

Ainsi, vx(h) — 0 exponentiellement vite quand |h| = |t — s| — oc.

Exemple 3.13 : Inspiré des examens de septembre et novembre 2015

Cet exemple contient I’exemple 3.12. Soit 1’équation ARMA(1,1)
Xt —pXy 1 =24+ 074

ou ¢ et 0 sont des réels. Sa fraction rationnelle est

O(z) 1+0z

M=o "1
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3. Processus ARMA (x1.5)

Le polynéme ¢(z) =1 — ¢z a une unique racine 1/¢ de module 1/|¢|. Le polynoéme
©(z) = 1 + 6z a une unique racine —1/6 de module 1/|6|.

— Condition suffisante d’existence de solution stationnaire. D’apres le
théoréme 3.6, si ¢ ne s’annule pas sur le cercle unité (c’est-a-dire que |p| # 1)
alors il existe une unique solution stationnaire X qui est un filtre de Z, donné
par I, Z ou v est le développement en série de puissances de z sur le cercle
unité de la fraction rationnelle z — R(z).

— Calcul de la solution quand |p| < 1. Si |z] = 1 alors |pz] < 1 et

1/(1—z) =Y 52,92k, d'on

oo

1+ 0z
k_k k_k k-1 k
1 Z—kgowz —i—@zg 'z —l—i—kglgo (p+0)z

d’ou
U = Lr=o + ¢" (9 + 0) Liso.
— Calcul de la solution quand |p| > 1. Si |z| = 1 alors |(¢z) 7! < 1 et

o0

1 1 1 ke k-
= -1 *72 . Z(p .
k=1

1—gpz  pzl—(p2) pz
et donc
1+ 060z N k- —
1—@2:_ @kzk—Hngak —0p~ —1—24,0 Yo+0)2
=1
d’ou

P = =00 Lo + " (o + 0) 1o
Dans les deux cas, F(p_1 o Fp = Fy, pour tout t € Z,

= Zik

kEZ

(note : X = Z si ¢ + 6 = 0), et 'autocovariance vaut, pour tout h € Z,

vx (k) =vF,z(h) = Z Vivyz(h+j— k) =0o° Z%’%ﬂ-

JkeZ JEL

Enfin, le processus X est causal lorsque ® ne s’annule pas sur le disque unité
(c’est-a~dire que |¢| < 1). Lorsque © ne s’annule pas sur le disque unité
(c’est-a-dire que |0] < 1) alors X est inversible.

— Etude du cas dégénéré |o] = 1. Le théoréme 3.6 ne s’applique pas. On pro-
cede comme lors de I’étude de ’équation AR(1). Pour tous ¢ et 6, l'utilisation
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3.4. Autocovariance d’'un ARMA

récursive de Xy = ¢ X1 + Z; + 07,1 donne, pour tout t € Z et tout n € N,

Xe=0X4o 1+ 2 +07Z; 4
=Xt o+ Zi 1 +0Zi9) + X4 1+ Zi + 02,4
=X 0+ Zi+ (0 4+ 0)Zi_1 + 007,

n—1

= 0" Xon+Zi+ Y ¢ o+ 0) 2k + " 07
k=1

On retrouve l'expression de la solution stationnaire quand || < 1 (une récur-
rence inversée conduit a la solution du cas |p| > 1). D’autre part, si X est
solution stationnaire, le calcul de la variance des deux membres de ’équation

n—1
Xe—¢"Xen=21+ (¢ +0) Z Oz 02,
k=1
donne
n—1
1+ 0¥ vx (0) — 20" vx (n) = 02 + 02(¢0 + )2 2k=1) | 52,2(n—1)g2
@)Y w ¥ ¥ ¥
k=1

Orsi || =1 et ¢ + 6 # 0 alors on obtient une contradiction lorsque n — oo :
le membre de gauche reste borné tandis que le membre de droite tend vers
Pinfini. Il n’y a donc pas de solution stationnaire lorqu’a la fois || = 1 et
@+ 60 # 0. D’un autre coté si ¢ + 60 = 0 alors X = Z est solution stationnaire.

3.4 Autocovariance d’'un ARMA

D’apres le résultat suivant, la fonction d’autocovariance d’un processus ARMA décroit
exponentiellement : ces processus ne sont donc pas de bons modeéles pour les séries
temporelles & mémoire longue, dont ’'autocovariance n’a pas ce comportement.

Théoréme 3.14 : Autocovariance des ARMA

Si X est la solution stationnaire causale de ARMA(p, q) fournie par le théoréme
3.6 avec ® = P, sans racines de module < 1, alors 'autocovariance de X décroit
exponentiellement : il existe des constantes 0 < p < 1 et C > 0 telles que

VheZ, |yx(h)| < Cp.

Démonstration. On a X = F,Z avec o = a;l * ag. Comme P,, n’a pas de racines de

module < 1, les coefficients de Qg I proviennent de la superposition d’un nombre fini de
séries de puissances géométriques portées par N. Il existe donc des constantes C' > 0 et
0 < p < 1 telles que |ax| < Cp* pour tout k& > 0, tandis que ag, = 0 si & < 0 (car le
processus est causal). A présent, exemple 2.3 donne, pour tout h > 0,

o
vx(h) = Z ajouyz(h+ 37— k) = o? Z Qi = 02 Zajaj+h.
J.keEZ JEL j=0
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3. Processus ARMA (x1.5)
Il en découle que pour tout h € Z,
00 2,42 |h|
, o°C*p

J=0

3.5 Compléments

Remarque 3.15 : Linéarité des équations ARMA

Considérons I'équation ARMA(p, q) Fo,X = Fo,Z en X = (Xt),cp, 00 Z = (Zt),cq
est un BB(0, 02). 11 est possible de concevoir X et Z comme deux variables aléatoires &
valeurs dans RZ, ¢’est-a-dire comme des vecteurs aléatoires infinis dont les composantes
sont indicées par ’ensemble Z. L’équation ARMA s’écrit alors matriciellement

MPx = (O 7

. —_ (@) 9) — (r7®
on M@ = (M ), rez MO = (M), ), kez
inférieures, bande-diagonales (de largeur de bande p + 1 et ¢ + 1), de Toeplitz :

sont des matrices infinies, triangulaires

1 sik=t
MY =S —g sike{t—1,...,t—p}
0 sinon
et
1 sik=t
M) =0, sikef{t—1,....t—q}
0 sinon

(elles seraient inversibles si elles étaient finies!). Autrement dit, pour tout ¢ € Z,

© y, _ (6)
M X => M) 7.
keZ JEZ

On veut résoudre cette équation dans ’espace vectoriel Sy des processus stationnaires.
La linéarité de I’équation fait que si X et X’ sont deux solutions alors X — X’ est
solution de 1’équation sans second membre M(#) X = 0. En général cette équation
sans second membre n’a, dans S, qu'une seule solution qui est identiquement nulle,
d’ott I'unicité (si existence), dans Sy, de la solution de 1’équation avec second membre.

Remarque 3.16 : Filtrage exponentiel et AR(c0)
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3.5. Compléments

Recherchons un processus linéaire solution de 1’équation AR(co) suivante

o0 oo
Xt =2 + Z OpXi—f = Zt — Z Xy g
k=1 k=1
Iei ©(z) = 1 mais ®(2) = 1+ Y50, A2F = 1/(1 — A2) (pour |Az| < 1) n'est
pas un polynéme. L’équation ®(z) = 0 en z n’a pas de solution. De plus, on a la
formule O(z)/®(z) = 1 — Az ce qui suggere la solution X; = Zy — AZ;_1. On vérifie

immeédiatement que ce processus MA(1) est bien solution de notre équation AR(co) :

Zi =Y NXp p=2,-) NZp+Y M2 =2 - 221 =X,
k=1 k=1 k=1

Nous savions qu'un AR(1) causal est un MA(cc0). Nous avons le cas dual ici : un
AR(o0) causal est un MA(1). Plus généralement, ’analyse des ARMA (00, 00) peut
étre menée en étudiant les suites sommables & support infini au moyen de concepts et

d’outils d’analyse complexe comme les fonctions méromorphes et les séries de Laurent.
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3.5. Compléments

Il n’y a aucune différence entre d’une part un théoreme démontré du cours et d’autre
part un exercice corrigé des travaux dirigés. Ici comme ailleurs, il est conseillé de
chercher a comprendre plutoét que d’apprendre par coeur.
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CHAPITRE 4

Analyse spectrale (x2)

Mots-clés : mesure spectrale ; densité spectrale ; représentation isospectrale.

Nous savons (théoreéme 1.17) que les fonctions d’autocovariance des processus station-
naires sont les fonctions symétriques de type positif, et cela provient de la structure
Toeplitz de la covariance, elle méme conséquence de la stationnarité. Le théoreme de
Herglotz (théoréme 4.6), au centre de ce chapitre, affirme que les fonctions d’autocova-
riance sont les coefficients de Fourier des mesures positives finies paires. Cette bijection
apporte un nouveau point de vue tres utile sur les processus stationnaires.

Dans ce chapitre, nous effectuons 'analyse spectrale d’un signal, et ce signal est la
fonction d’autocovariance, et non pas le processus stationnaire lui-méme. Cela permet au
passage de comprendre enfin le sens exact des termes «filtrage» et «bruit blanc». Mais
nous allons voir que cela permet surtout de construire pour presque tout processus ARMA
un processus ARMA causal et inversible de méme autocovariance! (théoreme 4.15).

4.1 Coefficients de Fourier

Les mesures positives finies sont une généralisation des fonctions positives intégrables.
De méme, les mesures signées finies sont une généralsiation des fonctions intégrables. Plus
précisément, si v; et v sont deux mesures positives finies sur [—7, 7], on dit que leur
différence v = v, — v est une mesure signée finie. Pour toute fonction «test» mesurable
bornée ¢ : [-m, 7] = R, on a [¢dv = [odn — [¢dve. On a LY (v) = LY(v1) N LY (ve).

Pour tout h € Z, on note ¢y, : u € [—7, 7] = e? € C, ot i := (0,1). Comme |@p| = 1,
pour toute mesure signée finie v sur [—, 7], on a ¢j, € L&([—m, 7], dv). Dans ce chapitre,
on utilise plusieurs fois le fait trigonométrique suivant : pour tous j, k € Z,

/ cliug—ikug,, — / lU=Fudy, = 271y
[—m,7] [—m,m]

Définition 4.1 : Coefficients de Fourier

Si v est une mesure signée finie sur [—m, 7] alors la suite (V(h)),c;, € CZ de ses
coefficients de Fourier est définie par

VheZ, ©vh)= / ehy(du) = / opdv.
[_7'(771—]
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4. ANALYSE SPECTRALE (X2)

Si f € LY([~n,7),du) et si v est la mesure signée finie sur [—m, 7] de densité f,
c’est-a-dire que dv(u) = f(u)du, alors on note f(h) :=v(h) = f[_ﬂ 7r]eih"f(u)du.

Chaque coefficient de Fourier «teste» v sur une fonction trigonométrique. Le parametre
h est la «fréquencey de la fonction u — ¢p,(u) = " = cos(hu) + i sin(hu). Lorsque v est
positive, alors ¥(0) = v([—m,7]) > 0, v est une probabilité ssi v(0) = 1, et

VheZ, |p(h)] < D(0) = v([—m,7]).

Exemple 4.2 : Localisation et principe d’incertitude

— si v = ¢y (localisé) alors Vh € Z, v(h) = 1 (délocalisé) ;

— si v = Unif([—n, x]) (délocalisé), alors Vh € Z, U(h) = 1,—¢ (localisé).
On voit sur ces deux exemples extrémes que si v est localisée dans ’espace alors U ne
I’est pas, et réciproquement. Plus généralement, au dela de ces deux exemples, on peut
établir qu’il est impossible de localiser a la fois v et ¥ au dela d’un certain seuil absolu,
phénomene connu sous le nom de principe d’incertitude en analyse harmonique “.

a. En mécanique quantique, la position et I'impulsion sont liées a des opérateurs associés par une
transformation de Fourier, ce qui conduit au principe d’incertitude de Heisenberg.

Le théoreme suivant affirme que les coefficients de Fourier caractérisent la mesure.

Théoréme 4.3 : Injectivité de la suite des coefficients de Fourier

Si v et v sont deux mesures signées finies sur [—7, 7] vérifiant 73 = vy alors v1 = vy.

Démonstration. L'intervalle K = [—7, 7] est compact. Soit Cc(K) lespace de Banach des
fonctions continues f : K — C muni de la norme uniforme || f[|,, = sup;e(_n A [f(t)]. Le
théoréme de densité de Stone-Weierstrass affirme que A C Cc(K) est dense lorsque

— A est une algebre (stable par combinaisons linéaires finies et multiplication) ;

— A est stable par conjugaison, et contient les constantes ;

— A sépare les points : Vo £y € K,3f € A: f(x) # f(y).
L’algebre engendrée par les fonctions trigonométriques {u € [—m, 7] — ™" : h € Z}, dont
les éléments sont appelés polynémes trigonométriques, vérifie ces conditions. Donc si
71 = 1 alors 11 et vy coincident sur A en tant que formes linéaires continues et donc sur
Cc(K) par densité. En effet, pour tout f € Cc(K) et tout € > 0, la densité nous dit qu’il
existe f. € A tel que ||f — fe||,, <e:

[a0n =) = [~ a1~ va)+ [ fedlon - ),

O(e) =0 car U] = i3

ol /gd(l/1 —1p) = /gdul —/gdyg. Comme € est arbitrairement petit, le tour est joué. 0O
Intuitivement, on s’attend & un lien entre la régularité de v et le comportement a l'infini

de v (hautes fréquences). Dans cet esprit, le théoréme suivant affirme qu’une mesure a
coefficients de Fourier sommables posséde toujours une densité.
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4.1. Coeflicients de Fourier

Théoréme 4.4 : Critére de densité et formule d’inversion

Si v est une mesure signée finie sur [—m, 7] telle que U € ¢}(Z) alors v admet une
densité f = % € LY([~n, 7], du) continue donnée pour presque tout u € [—m, 7] par
la série absolument convergente suivante (appelée formule d’inversion) :

Flu) = % S e (),

heZ

De plus f > 0 ssi v est une mesure positive.

Note : exemple de non sommabilité : si v = dg alors U = 1 & (}(Z).

Démonstration. Comme U € (1(Z), la série définissant f(u) est absolument convergente,
uniformément bornée par ||7]|,, et f € L*([—m, 7], du). La fonction f définit une mesure
signée f(u)du finie sur [—m, w]. Notons que f est réelle car v est hermitienne :

VheZ, (h) =v(—h).

De plus la mesure v est paire si et seulement si sa densité f est paire, et alors la transformée
de Fourier 7 = f est paire et réelle. Enfin, le théoréme de Fubini-—Tonelli donne

N 1 [ . , 1 T
vhez, Fin=,- / S e (k) = o 3 o (k) / ei(h=K) 4y, — (1),
- kezZ kEZ -

27r1h:k

Donc f = 7, et donc f (u)du = dv(u) par le théoréme 4.3 d’injectivité. La somme de la série
définissant f est la limite uniforme de fonctions continues sur [—7, 7] (série de fonctions
normalement convergente), c’est donc une fonction continue sur [—7, w]. Enfin, la fonction
f est > 0 presque partout en tant que densité, et donc partout par continuité. O

Théoréme 4.5 : Paul Lévy — Critéere de convergence

Si (Vn),>, est une suite de mesures de probabilité sur [—m, 7] telles que

Vh € Z, lim v,(h)=p(h) €C,

n—o0

alors il existe une mesure de probabilité v sur [—7, 7] telle que
=7,

et lim,,_,o v, = v étroitement : pour toute g : [—m, 7| — R continue et bornée,

lim [ gdv, = / gdv.

n—oo

Preuve (facultative). On prolonge chaque v, en une mesure de probabilité sur R. Comme
[—, 7] est compact et contient supp(ry,) pour tout n > 1, la suite (), est tendue :
pour tout £ > 0, il existe un compact K tel que sup,, v,(K¢) < . Il en découle gréce
au théoreme de Prohorov que (1), est relativement compacte pour la topologie de la
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4. ANALYSE SPECTRALE (X2)

convergence étroite (qui est métrisable). Ainsi, (v,),,~, converge étroitement ssi elle admet
une unique valeur d’adhérence pour la convergence étroite (qui est nécessairement une
mesure de probabilité portée par [—m, 7|). Or cette unicité découle de I’hypothese faite sur
les transformées de Fourier grace au théoréme 4.3 d’injectivité : les limites des sous-suites
de (vn),,>; qui convergent étroitement ont toutes la méme transformée de Fourier ¢. [

4.2 Théoreme de Herglotz

Théoréme 4.6 : Herglotz — Mesure spectrale et densité spectrale

Pour tout v : Z — R les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. v est symétrique de type positif :

VheZ, ~(-h)=7(h) et Yn>1YweR", > > vuy(j—k) >0;
j=1 k=1

2. (v(h))pez sont les coefficient de Fourier d'une mesure positive finie v sur
[—7,w]. En particulier v est paire et v(0) = v([—m, 7]) car

VheZ, ~(h)= / e™y(du) € R.

[777771-]

Lorsque ces propriétés ont lieu, la mesure v est unique, et est appelée mesure
spectrale (sa densité f = dv/du, si elle existe, est appelée densité spectrale).

Lorsque ces propriétés ont lieu, et si de plus v € £1(Z), alors la densité spectrale
f = dv/du existe et est donnée par la série (uniformément convergente en u)

Vo€ [omal, flu) = oo e
heZ

et cette fonction est paire et continue.

Note : la parité de v fait écho a la nature réelle symétrique de ~y

Note : comme f est paire on peut remplacer e~ par " dans la formule.

Note : la somme qui définit f est réelle car comme v est hermitienne (car réelle
symétrique), on en déduit que pour tout u € [—7, 7],

> heritn = 3= = 3 (ke

heZ heZ heZ

Exemple 4.7 : Densité spectrale d’un MA(1)

Si Xy =24+ 67,1 est un MA(1) avec Z ~ BB (O, 02), alors son autocovariance est
donnée par vy = o2(1 + 02)1g + 020141 € £*(Z), et sa densité spectrale est donnée

par f(u) = 5= 2 ohe{o,+1} vx (h)e~ "t = %(1 + 62 + 20 cos(u)) pour tout u € [—, 7.

Démonstration du théoréme 4.6. Montrons que 2 = 1. Supposons que ¥ = U pour une
mesure positive finie v sur [—7, 7]. Comme U est hermitienne, dire que U est réelle est
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4.3. Mesure spectrale d’un processus stationnaire

équivalent & dire que U est symétrique. Or comme la fonction ~ est par définition réelle et
U =, on en déduit que v est symétrique (ce qui implique que v est paire). Pour établir
que v est de type positif, on observe que pour tousn > 1 et v € ]R",

ZZvjkay(j— /ZZU] Uppe” Py (du)

j=1k=1 j=1k=1

z]u

(du) >

Montrons que 1 = 2. Soit v : Z — R symétrique de type positif. Dans la définition de
positivité, on peut remplacer v € R™ par v € C" et vjv; par v;Tg, car si v,v" € R",

n n n
> (i) (e + )i —k) = > (vjue + Vo) — k) +i Y (W, — vvi)y (G — k) -
Jk=1 Jk=1 Jk=1
35 e

Recherchons la mesure positive finie . On ne peut pas utiliser le théoréme 4.4 car la
condition y € ((Z) n’est pas forcément vérifiée. On peut malgré tout s’inspirer du théoréme
4.4 : pour tout n > 1letu € [—7r,7r], soit,

1 —z u 7 u 1 1 —i(j—k)u .
7j=1 1<j5,k<n

Comme 7 est de type positif, on a f,,(u) > 0 (prendre v; = e~“*). Comme la quantité sous
le signe somme ne dépend que de ¢ = j — k, on a (dessin!)

n—1 . . n—1
! card{(j,k) : j—k =0} 4, ., 1 n—=1 e
fa(w) = 5 g_z,;ﬂ - () = o K_anﬂ ——e " (0).

Soit v, la mesure positive de densité f, = %. On a, pour tout h € Z avec |h| < n,

7o) = [ e fuudu

—T

—_ i ”il 1— m (f) /7T eihue—iﬁudu
o7 n g —r

l=—n+1 N ,

= (1- 2. o

En posant v,(h) = 0 si |h| > n, on a lim,,_,o 7, = v ponctuellement sur Z. Notons que

Un([=m, 7]) = 7n(0) = ~(0). Si y(0) = 0 alors v = 0 et on peut prendre v = 0. Si v(0) > 0,

alors on se ramene par dilatation au cas ou y(0) = 1 et on obtient par le théoreme 4.5 de

Paul Lévy qu’il existe une mesure de probabilité v telle que v = U et v, — v étroitement.

L’unicité de v découle du théoreme 4.3, et la densité du théoréme 4.4. O

4.3 Mesure spectrale d’un processus stationnaire

Définition 4.8 : Mesure/densité spectrale d’un processus stationnaire

Si X = (X¢),cz est un processus stationnaire d’autocovariance yx alors la mesure
spectrale de X, notée vx, est la mesure positive de transformée de Fourier vx fournie
par le théoréme 4.6 de Herglotz. De méme, si yx € ¢1(Z), alors la densité spectrale
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4. ANALYSE SPECTRALE (X2)

de X, notée fx, est la densité de vx fournie par le théoreme 4.6 de Herglotz.

Théoréme 4.9 : Condition pratique pour étre autocovariance

Siy:Z — R est une fonction vérifiant les deux propriétés
— (symétrie) Vh € Z : v(—h) = v(h);
— (sommabilité) v € £*(Z) c’est-a-dire Y, [7(h)| < oo;
alors v est la fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire ssi

Vue[omal, fu) = oo DoA™ >0
heZ

De plus, dans ce cas, le processus admet pour densité spectrale f.

Note : comme f est paire on peut remplacer e~ par e dans la formule.
Démonstration. Si v € (1(Z) est 'autocovariance d'un processus stationnaire, alors la
seconde partie du théoréme 4.6 de Herglotz assure que + possede une densité spectrale,
donnée par f(u) = 5= > ez e “y(h) pour tout u € [—m, 7], et f > 0.

Réciproquement, si f(u) = 5= >, oz e " (k) > 0 pour tout u € [—m, 7, alors 0 < f €
LY([~7,7]) car v € £1(Z) et f est donc la densité d’une mesure positive finie sur [—, 7].
De plus, pour tout h € Z, on a

fir = [ e =5 57 [ et 1 )du = (b,

h’eZ

Donc par le théoréme 4.6 de Herglotz, v est symmétrique de type positif, et par le théoréme
1.17, « est 'autocovariance d’un processus stationnaire de densité spectrale f. O

Exemple 4.10 : Processus harmonique

Considérons a nouveau le processus harmonique de '’exemple 1.12; défini par
la formule X; = Acos(0t) + Bsin(6t) ou A et B sont des variables aléatoires non
corrélées de moyenne 0 et de variance o2, et ou § € [—7, 7] est une constante. Nous
avions calculé que yx(h) = o2 cos(6h). En ce qui concerne la mesure spectrale, on a

2 . .
'YX(h) — 0_2 COS(Q[’L) — %(6—10}1 +ez€h) — /[ | zuh (du)

pour p = %2(5_9 + 0p) (mesure de Bernoulli). La présence d’atomes fait que la densité
spectrale n’existe pas. Donc vx & ¢}(Z) car sinon cela contredirait le théoréme de
Herglotz. Notons d’ailleurs que la série ), _, |vx (h)| diverge car |cos(6h)| # 0 (facile
A voir quand 6§ € Qr) et donc vx & (*(Z).

Remarque 4.11 : Localisation spectrale et mémoire
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4.3. Mesure spectrale d’un processus stationnaire

Sivx = §g alors yx = 1 et donc X est a mémoire longue, tandis que si vx = du alors
vx = 211y et donc X est & mémoire courte (cf. ci-dessous 1’exemple du bruit blanc).

Le théoreme suivant montre en particulier que le filtrage a pour effet de modifier les
poids affectés aux différentes fréquences, ce qui explique son nom.

Théoréme 4.12 : Spectre et filtrage

Si X est stationnaire de mesure spectrale vx alors pour tout a € ¢}(Z), la mesure
spectrale vp, x du processus filtré stationnaire F,, X est absolument continue par

rapport a vx, de densité u € [—7, 7| — ‘Poz(e_m)!2 ol

P,(z) = Z 2.
JEZ

En particulier, si X possede une densité spectrale fx alors Y = F, X aussi et

vue [-mal, fr(w) = |Pale™™)|" fx(w).

Note : comme les densités spectrales sont paires on peut remplacer e~ par e’
Note : comme « est réel on a |Py(e™)| = |Py(ei)| = | Py(ei)| = |Py(e™™)].

Note : P, est un polyndme ssi le support {k € Z : a, # 0} est une partie finie de N.

Démonstration. Par le théoréme 2.2, vr, x(h) =3 _;cy D rez ajaryx(h+k — j), d'on

Yex(®) =33 o / k=) (dur)

JEZ kel [—=.7]

= Z Z ajakei”(h+k*j)l/x(du)
[~m7lkez jez
2

:/ eluh Zozje_mj vx(du).
[_7'(771—]

JEZ.

Py (e—iw)

l/Fa X (du)

Note : si on avait utilisé h + j — k (et pas h + k — j) alors on aurait eu e (et pas e~%).
Note : si v, € £1(Z) alors h — > ikezjory(h+3j—k) € (NZ) car

Vh € Z, E ajouy(h+j—k)= E aj(axy)hj = (a—. x axy)(h).
; ; ———
7,kEZ JEZ €01 (7)

Exemple 4.13 : Bruits blancs et processus linéaires

Si Z = (Zt),eq est un BB(0,0?) alors vz(h) = 6%1j,—¢ et donc Z admet pour densité
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4. ANALYSE SPECTRALE (X2)

spectrale la fonction constante

0_2

u e [—mm = fz(u) = o
m
En voyant chaque fréquence entre —m et m comme une couleur, on a un poids uniforme
sur toutes les couleurs, ce qui explique le terme bruit blanc. Si a = (o), € (1(Z)
alors d’apres le théoreme 4.12 le processus linéaire F,,Z a pour densité spectrale
& [oma) o T | Pale )
u € |—m,7m — e :
2!

Par conséquent, si la mesure spectrale n’admet pas de densité (présence d’une partie
étrangere a la mesure de Lebesgue, comme des masses de Dirac par exemple), alors il
ne peut pas s’agir d’un processus linéaire, obtenu en filtrant un bruit blanc. D’un autre
cOté, en combinant les théoremes 1.17 et 4.6 on obtient que toute mesure positive
finie est la mesure spectrale d’un processus gaussien fortement stationnaire.

Exemple 4.14 : Densité spectrale d’'un ARMA

Si X = (X¢);cz est un processus ARMA(p, q) solution de I’équation
®(B)X =0O(B)Z o Z=(Z),ey ~BB(0,0%)

et si®(z) =1— (124 -+ ppzP) et O(z) =1+ 612+ - -+ 60,27 n’ont pas de racine
commune de module 1, alors X = F,,Z ot a € (}(Z) et O(2)/®(2) = 3}z 2" pour
tout z € C tel que |z| =1, et donc X, en combinant I’exemple 4.13 avec le théoréme
3.6, on obtient que X a pour densité spectrale
2 ‘@(e—zu) ‘2
o

Yu € [—m, 7], fx(u)=——""5.
Cette quantité est plus facile a manier que ’autocovariance pour les ARMA. Autrement
dit, la densité spectrale d'un ARMA est proportionnelle au carré du module de
sa fraction rationnelle sur le cercle unité. En particulier, un MA(1) d’équation
Xy = Z; +0Z;_1 a pour densité spectrale

o2

27T(1 + 26 cos(u) + 6?),

2
o (2
] e T4 e =
u € [—m, 7] 2W‘+e |

tandis qu'un AR(1) d’équation X; — ¢ X;_1 = Z; a pour densité spectrale

o2 1 o2 1

H _— = — .
21 |1 — pe—iu|? 27w 1 — 2pcos(u) + @2

u € [—m, 7]

Pour un processus stationnaire ARMA(p, ¢) donné, peut-on construire un processus
stationnaire ARMA (p, q), causal et inversible, de méme fonction d’autocovariance? Le
théoréme suivant affirme que oui, quite a changer la variance du bruit blanc. D’apres
le théoreme 4.6 de Herglotz, deux processus stationnaires centrés ont la méme fonction
d’autocovariance ssi ils ont la méme mesure spectrale. La fonction d’autocovariance
d’un processus stationnaire ARMA ne dépend que du module de sa fraction
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4.3. Mesure spectrale d’un processus stationnaire

rationnelle sur le cercle unité. L’idée est donc de construire une fraction rationnelle
dont le module coincide avec celle du processus d’origine sur le cercle unité, et dont les
racines du numérateur et du dénominateur (pdles) sont de module > 1.

Théoreme 4.15 : ARMA : représentation isospectrale causale inversible

Soit X le processus linéaire solution de ARMA(p,q) ®(B)X = O(B)Z ou Z est
un BB (0,02), et ou ® et © n'ont pas de racines de module 1. Soient aq,...,a, et
bi,...,by les racines de ® et O, avec

1] < - <lay] <1< |apa| < -+ < |ay|

et
b1] < -or < fbs| <1< |bgyr] < - < byl

oul<r<pet0<s<gq,desorte que pour tout z € C,

P q
O(z) = H(l — aj—lz) et O(z) = H(1 _ bj_lz).
Jj=1 j=1
Soient @, et O, les polynémes définis par
r P s B q
2. = [[0-m2) [[ (-a'2) et 0.9 =[[0-52) [[ 11",
7=l j=r+l Jj=1 Jj=s+1

Soit & présent Z, un BB(0,02) ou (avec la convention [], = 1)

T 2
2 211j=1‘aﬂ
O« =0 =5 2
Hj:l ‘bj |
Alors O, et ®, n’ont pas de racines de module < 1 et le processus linéaire X, solution

de ARMA(p,q) .(B)X. = O.(B)Z, est causal et inversible, et possede la méme
densité spectrale (donc la méme autocovariance) que le processus d’origine X.

Note : on a ®,(0) = 0©,(0) =1 grace a la maniére de prendre en compte les racines.

Démonstration (facultative). Les polynoémes @, et ©, ont pour racines respectives

1 1 1 1
ey —y Qr41,---,0p et ..y T/,
bs

S 17 ?
b Ce bm
ai Ay b1

qui sont toutes de module > 1 car l'application z +— 1/Z conserve l'argument et inverse le
module. Par définition, on a

p p q q
D(z2) = I—Zgojz] = —LppH(z—a,j) et O(z) = l—i—Zsz] :9qH(z—bj).
j=1 j=1 j=1 j=1

Comme ®(0) =O(0) =1, 0n a |ay ---appp| = [b1---beby| =1, et

:ﬁll—aj_lz‘ et |G)(z)\:ﬁ

J=1 Jj=1

z —

z——aj bj
b;

q
= H ’1 - bj_lz‘.
j=1
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D’apres 'exemple 4.14, on a, pour tout u € [—m, 7],

2
o2 }@(e—m”? o2 [ ‘1 —b; le—iu

e 2T
‘]:

fx(u)

-1 . 2
: i
‘1 CLJ e

1

ou on a utilisé, pour tout z € C tel que |z| = 1 (notons que z~" = Z dans ce cas!),

I1—cl2| = le| He— 2| =|c| HEe — 1| = || |1 — ]

pour déplacer les racines de l'intérieur vers ’extérieur du disque unité, sans perturber
la valeur du module! A présent, comme les racines de ®, et O, sont de module > 1, le
processus ARMA (p, q) X, est causal et inversible (théoreme 3.9). O

Exemple 4.16 : Représentation causale inversible d’un processus ARMA

Considérons 1’équation ARMA(1, 1) suivante o Z est un BB(O, 02) :
Xe—2X4 1=2Z:+3Z; 4.

On a ®(z) = 1 — 2z dont 'unique racine est a; = 1/2, et ©(z) = 1 + 3z dont
lunique racine est by = —1/3. L’équation ARMA(1,1) ci-dessus a une solution X
dans 'ensemble des processus linéaires d’apres le théoreme 3.6, mais elle n’est ni
causale ni inversible d’apres le théoréeme 3.9. D’apres le théoreme 4.15, &, (z) = 1—2/2
et ©,(2) = 142/3, et 02 = 302, et le processus X, solution de 'équation ARMA(1,1)

1 1
Xt — §X*(t—1) =7+ thfl

est causal et inversible et de méme densité spectrale que X (donc méme autocov.).

4.4 Compléments

Il existe un analogue complexe du théoréme de Herglotz, dans lequel les suites
hermitiennes de type positif sont les transformées de Fourier de mesures positives finies
(plus forcément paires).

Remarque 4.17 : Symétrie

Si une mesure signée finie v sur [—m, 7] est paire? alors U est paire et réelle :
Vh € Z, v(h) = D(—h) € R. De méme, si f € L([—, 7], du) est paire® alors f est

~

réelle et paire : Vh € Z, f(h) = f(—h) € R.

a. C.-a-d. que f[imw]g(u)u(du) = f[imﬂg(—u)u(du), Vg : [-7, 7] — R mesurable bornée.
b. C.-a-d. que f(u) = f(—u) pour presque tout u € [—, 7).
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Remarque 4.18 : Aspects hilbertiens

Soit f € L%([~m,7],du) C LY([~=,7],du). Alors on a f(h) = (p_p, f). Pour tous
h’u S Z7 P—h = Ph et

™ s

nw) = [ nondu = [ 60 du = 21,
—T —T

En posant v, = \/%gph, ceci montre que la famille (¢3,);,c; est orthonormée dans

LZ([—m,7],du). De plus, cette famille est dense dans L ([—m, 7], du) (ceci découle
par exemple du théoreme de Stone-Weierstrass, cf. preuve du théoreéme 4.3 plus loin).
Cette famille constitue donc une base hilbertienne, et 'identité de Parseval donne

F= n Fvn = % > o nf(h).

heZ heZ

La série converge dans L2 ([—m, 7], du), et ponctuellement absolument si fe (L(Z).

Remarque 4.19 : Coefficients de Fourier et transformée de Fourier

Pour une mesure finie v sur R?, on considére en général la transformée de Fourier
a parameétre h € R, définie par h € R? — D(h) = [¢ndv. Le théoréme de Herglotz
posséde un analogue pour les fonctions R — C di a Bochner. Lorsque v est définie
sur ’ensemble compact [—m, 7]?, on peut se restreindre & un paramétre h € Z4, ce qui
donne la notion de coefficient de Fourier, et de série de Fourier. Dans ce cas,
le théoreme 4.3 d’injectivité peut étre obtenu en régularisant par convolution avec
une mesure gaussienne, point fixe de la transformée de Fourier, ce qui produit de la
densité, puis en inversant la transformée de Fourier.

Remarque 4.20 : Séries de Fourier

Le théoréme 4.4 fournit une condition suffisante pour la reconstruction de fonction
intégrable & partir de ses coefficients de Fourier : si f € L!([—7, 7], du) vérifie f €
(&(Z), alors pour presque tout u € [—m, 7],

1 —iuh I
flw) = 5= S e fn).
heZ
La série du membre de droite (on parle de série de Fourier) converge absolument.
Cette formule exprime f comme une superposition (un mélange) de fonctions tri-
gonométriques élémentaires u +— e = cos(hu) + isin(hu), ou h joue le role d’une
fréquence (couleur), d’ou les termes synthése spectrale et analyse harmonique.
Cette représentation permet d’effectuer un filtrage, consistant a éliminer certaines

fréquences ou plages de fréquences (filtre passe-haut, passe-bas, passe-bande, etc).
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Théoréme 4.21 : Lemme de Riemann-Lebesgue

Si f € LY([~m, 7], du) alors

lim f(h) = 0.

|h|—o0

Note : f € LY([~m, 7], du) fE {a € C?: limp,| 00 ap = 0} n’est pas surjective, cf.
théoreme 5.15 p. 99 du livre d’analyse réelle et complexe de Rudin.

Démonstration. D’aprés la preuve du théoréme 4.3, 'ensemble 7 des polyndmes trigono-
métriques est dense, pour ||-||,, dans I'ensemble C([—m,7]) des fonctions continues sur
[—,7]. Par ailleurs, C([—,7]) est dense, pour |-||;, dans L*([—, 7], du). Or |||l; < ||/l
et donc T est dense, pour ||||;, dans L!([—, 7], du). Ainsi, pour tout f € L!([—, ], du)
et tout € > 0, il existe P = Py, € T tel que || f — P||; < e. Or pour tout h € Z avec
|h| > deg(P), on a (™" P) =0 et donc

7| = ‘/_ie““(f(u) — P(u)du| < ||f - P, <e.

Remarque 4.22 : Fourier et convolution

Le passage en Fourier transforme la convolution en produit. Il est possible de le
voir sur les mesures ou sur les fonctions. Si par exemple f et g sont deux fonctions
intégrables sur [—m, 7|, prolongées par périodicité a tout R, alors leur convolution
f1 * fo, définie pour tout u € R par

(Fre )@ = [ Ao,

est une fonction intégrable sur [—7, 7], et m = ]?1]/”\2 En effet, grace au théoréme
de Fubini-Tonelli (¢) et par périodicité (¢¢), pour tout h € Z,

Foh = |

—Tr

é/ ewhfl(v)/ W= £ (4 — v)dudw

—T

pas /7r el ) (v) /7T e fo (w)dwdv

—T —T

= fi(h) o).

T

gluh ’ f1(v) fa(u — v)dvdu

Le résultat suivant a été obtenu a l'origine par Carathéodory et Toeplitz. Il apparait
ici comme un corollaire du théoréeme 4.6 de Herglotz. Il existe également une preuve
algorithmique, tout a fait différente, obtenue par Schur, liée & I’algorithme de Bareiss de
calcul de la décomposition de Cholesky des matrices de Toeplitz. Ce bouillonnement
a eu lieu au début du vingtieme siecle, cf. [Am].
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Théoreme 4.23 : Carathéodory-Toeplitz

Si v € £5(Z) est hermitienne, c’est-a-dire que

D (W) <co et YheZ y(=h)=n(h).
h€eZ

alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
L.« est de type positif : pour tout n > 1 et tout v € C", Y% _; v;Upy(j — k) > 0;

2. L’image du disque unité ouvert {z € C: |z| < 1} par g(z) = > .~ ;v(n)z" est
incluse dans le demi-plan droit fermé {z € C : Re(z) > 0}.

Démonstration. Comme ~ est hermitienne, on a v(0) € R. D’autre part g est bien définie
sur le disque unité fermé car v € £&(Z). On pose, pour tout u € [—m, 7],

2 f(u) = 3 ey (h) = 7(0) + Y (™5 (R) + e (h)) = 2%e(g(e™™)) — 1(0).
h=1

heZ

Supposons que 7 est de type positif. Pour n = 1 on obtient v(0) > 0. D’autre part, d’apres
le théoréme 4.6, v est la transformée de Fourier d’une mesure positive finie sur [—7, 7],
qui admet f pour densité car v € (L(Z). Donc f > 0 p.p. et donc partout par continuité.
Il en découle que Reg(z) > 0 pour tout z € Z tel que |z| = 1. Comme g est holomorphe,
sa partie réelle est harmonique, et comme g(0) = v(0) > 0, il en découle que Reg(z) > 0
pour tout z € C tel que |z| < 1.

Réciproquement, supposons que Reg(z) > 0 pour tout z € Z tel que |z| < 1. En prenant
z = 0 on obtient Re(y(0)) > 0. Comme 7 est hermitienne, v(0) est réel, et donc v(0) > 0.
Par ailleurs, par continuité, Seg(z) > 0 pour tout z € C tel que |z| = 1. Il en découle que
f > 0. En passant en transformée de Fourier inverse (possible car v € ¢5(Z)), on obtient
que 7 est la transformée de Fourier d’une mesure positive finie, et donc =y est de type positif
grace au théoreme 4.6. 0
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CHAPITRE 5

Prédiction linéaire (x3)

Mots-clés : prédiction ; équations de Yule-Walker ; matrices de Toeplitz ; décomposi-
tion de Cholesky ; algorithme de Levinson-Durbin ; algorithme de Gram-Schmidt (ou des
innovations).

Soit X = (X¢),cz un processus stationnaire, de moyenne nulle, et d’autocovariance -y
vérifiant (0) > 0 (le processus n’est pas identiquement nul). Dans ce chapitre, on s’intéresse
a la meilleure approximation, au sens des moindres carrés, de X; avec une combinaison
linéaire de X;_1,...,X;—p. Cette approximation est une projection orthogonale, dont les
coefficients ne dépendent que de 'autocovariance . La stationnarité du processus permet
d’estimer v dans une plage temporelle donnée, et d’utiliser son invariance par translation
pour faire de la prédiction. Ce mécanisme d’estimation-prédiction rend naturelle I’hypothese
de stationnarité.

Dans ce chapitre, on utilise & la fois la structure hilbertienne de L? et de RP, et on note
(-,-) et ||-]|; le produit scalaire et la norme, par abus de notation.

5.1 Prédicteur linéaire optimal

Pour tous entiers p > 0 et £ € Z, on note
Hi1p=vect{X;1,...., X p}

le sous-espace vectoriel de L? engendré par X;—1,. .., X;—p, avec pour convention Hy_1 o =
{0} si p = 0. Ce sous-espace, de dimension au plus p, représente le passé de profondeur p
de X;. Le carré de la distance dans L2 de X, a H;_1, est donné par
2 . 2 . 2
o, = disty.. (X¢, Hi— = inf X =Y.
v I, (X Hi1p)” = nf 1 X = Y5
L’infimum est atteint en un unique Y € H;_1 5, noté proj(X, Hi—1,), projection orthogo-
nale dans L? de X; sur H;_1,. On dit qu’il s’agit du prédicteur progressif ou direct de
X par une combinaison linéaire de X;_1,..., X;_p. Il est optimal au sens des moindres
carrés. Comme proj(X;, Hi—1,) € Hi—1,p, il existe ¢, = (¢p1,-- -, cpp,p)T € RP tel que

p
proj(Xe, Hi-1p) = Y piXis-
k=1

Le vecteur des coefficients ¢, est unique ssi les vecteurs X;_1,..., X;—, sont linéairement
indépendants dans L2, c’est-a-dire que dim(H;_1,) = p. Cest le cas ssi la matrice de
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covariance I'), = Cov(X;_1,...,X;_p) est inversible (matrice de Gram). La projection
proj(X¢, Hi—1,) et 'erreur de prédiction progressive (ou directe)

+ .
Et7p - Xt - pI’OJ(Xt, Ht—l,p)
sont centrées, et la variance az de l'erreur de prédiction Ejp vérifie

2 . .
op = | ELIL = 1% — proj(Xe, Hi—1,)|5 = E((X; — proj(Xy, Hi—1,))%).

La figure 5.1 résume ces formules en une.
Note : ¢, et Uz ne dépendent pas de t car le processus est stationnaire : en effet
roj( Xy, Hi—1,) = arg inf || X; — Y|?
proj(Xy, Hio1p) =arg, inf [|X; =V
2

P
X — Z PrXi—k
k=1

= arg inf
pEeRP 2

P
=arg inf 2 eipnrx(i—k)
J:;k=0
(avec la convention ¢g := —1), formule qui ne dépend plus du tout de ¢, et de méme

p
2 . o 2 . ) .
% =yt X =Yy = inf > eivrx (i — k).

t—1,p

4,k=0
Note : si p = 0 alors proj(X;, Hi—1,0) = proj(X¢, {0}) =0, Etfp = Xy, et o2 = ~(0).
Note : si X est gaussien alors, en notant F;_1 ), la tribu engendrée par X;_1,..., Xy,

proj( Xy, Hy—1p) = proj(Xe, L2 (Fim1p)) = E(X¢ | Fim1yp)

ce qui est tout a faire remarquable car Hy_1, C L*(F—1,)-

Xy

> - >H;_ 1,
proj(X¢, Hi—1p)

FI1GURE 5.1 — Prédiction progressive et erreur progressive.

Exemple 5.1 : Processus AR(m) causal

Soit Z un BB(0,0?) et soit X un processus AR(m) linéaire causal solution de
Xe=o1Xp1+ -+ omXe—m + Zt,

ou 1 — (p1z+ -+ 4+ @mz™) # 0 pour tout z € C avec |z| < 1. Alors, comme
X est causal, on a E(Z;X;_,) = 0 pour tout h > 1, et I’équation AR(m) donne
lidentité E((X; — > 3", oxXi—k)Xi—p) = 0 pour tout h > 1. Ceci implique que
Xt — >0 epXi—k L Hy 1 pour tout p > 1. De plus Y ;" ppXy—f € Hi—1, pour
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5.2. Equations de Yule-Walker

tout m < p. Donc ® pour tout p > m, on a proj(Xy, Hy—1p) = > peq PrXt—k avec

_Jer sil< k<m

Prk = 0 sim<k<p.
Ainsi, pour notre processus AR(m) causal, les coefficients de prédiction linéaires de
profondeur p coincident avec les coefficients de I’équation d’autorégression, des que
p > m. Ceci explique la notation ¢ utilisée pour les coefficients de prédiction. Nous
allons voir plus loin le cas des processus MA(q) et un algorithme lié a la notation 6.

a. Caractérisation du projeté orthogonal : v = proj(u, H) ssiv € H et u—v L H.

5.2 Equations de Yule-Walker

dist(u, vect{v})

> - =Vect{v}
proj(u, vect{v}) = (&, Unorm)Vnorm
FIGURE 5.2 — Intuition géométrique : projection du vecteur u sur le sous-espace vect{v} =
vect{vnorm } de dimension 1. Ici vyorm = ”Z—” de sorte que v = [|v]|Vnorm €t ||Unorm|| = 1. Le

théoréme de Pythagore s’écrit ici : ||ul|? = ||dist(u, vect{v})||* + ||proj(u, vect{v})]||?.

Pour p = 1, les choses sont simples et directes (figure 5.2) :

X1 > X1
[ Xe—1llo / 1 X1l

proj (X, Hi—1.1) = proj(X¢, vect{X;_1}) = <Xt,

ce qui donne

X 1 1 1
P11 = <Xt7 =1 >| (X, Xi—1) RS,

= (X}, X = .
1 Xe—1lly / [ Xe-1llo HXt—IHS ~(0)

Plus généralement, le vecteur ¢, = (cpp,k)T vérifie les équations de Yule '-Walker ? :

1<k<p

Théoréme 5.2 : Equations Yule-Walker

Si proj(X¢, Hy—1p) = Zi:l ©p,kXi—k alors

Lpop =p

1. George Udny Yule (1871-1951).
2. Gilbert Thomas Walker (1868-1958).
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5. PREDICTION LINEAIRE (X3)

ouI'y = (v(k — j)) 1<k j<p €6 OU v = (¥(1), ... ,v(p)) . De plus

‘7121 = 7(0) - ‘P;oer = 7(O> - ‘P;Fp@p-

Note : 'y = (v(k — J)) 1<k j<, est la matrice de covariance de (X¢—1,..., X;—p). Il s’agit
d’une magnifique matrice de Toeplitz symétrique a valeurs propres > 0 :

70) (1) @) ... ... oAlp-1)
(1) 4(0) (1) '
r | 7@ 1
’ ;- W1) )
: () 4(0) (D)
-1 .. o (@) A1) ~(0)

Note : si I'y est inversible alors I',, = 7, a une unique solution ¢, = I'; Lyp. Ceci
permet de calculer les coefficients de prédiction ¢, a partir de I'autocovariance v puisque
I'), et v, sont des fonctions de «. D’autre part, on a aussi

012) = /7(0) Trp ’7}7
Il s’agit du complément de Schur du bloc I', dans la décomposition par bloc

U)T
rpﬂz(fui ,y@) ot wy = (1(p)s- (1)

On peut aussi écrire -, I‘p ¥ =(0) — az =o0f - O'I%.

Démonstration. L’orthogonalité X; — proj(X¢, Hi—1,p) L Hy—1, (dessin) donne

p
v1i<j<p, <Xt - Zsﬁp,kXt—k , Xt—j> =0.
k=1

Cela s’écrit également au moyen de la fonction d’autocovariance 7,

p
VI<j<p, Y ek —3) =)
k=1

d’ou 'y, = 7p. D’autre part, proj(Xy, Hy—1,) L Xy — proj(X¢, Hi—1,), donc

o2 = (X; — proj(Xy, Hi—1p) , Xi) Z ep iy (k) =7(0) — ) p.

Notons que grace au théoréme de Pythagore on obtient que

. 2 2
Iproj (X, Hi-1)l5 = [ Xellz — 0p = (0) = 05 = 0,

tandis que par ailleurs

[proj(Xe, Hi—1,p Hz Z Pp.jep kY (I — k) = SO;TFP‘PP-
7,k=1
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5.2. Equations de Yule-Walker

Définition 5.3 : Décroissance et convergence de ’erreur de prédiction

On a Hy_1p, C Hy—1py1 et donc, comme E — inf ¥ est décroissante pour I'inclusion,

2 . 2 . 2 2
opa =, nf Xe=YI3< it X -3 =0}

€Hi—1,p41 t—1,p
La suite (aﬁ)p>1 décroit et est minorée par 0, donc elle converge vers une limite > 0 :

2 2 _
o = hmapfmfa > 0.

g p =
p—00 p>1

Définition 5.4 : Processus réguliers et déterministes

Un processus est régulier si 02, > 0 et déterministe si o2, = 0 (dans ce cas, X; est
une combinaison linéaire infinie & coefficients déterministes de Xy 1, X;_o,...).

Note : la quantité o2, est égale & la quantité o du lemme 1.20.

Théoréme 5.5 : Condition suffisante d’inversibilité

Si y(h) — 0 quand h — oo alors I'y est inversible pour tout p > 1.

Note : on rappelle que dans tout ce chapitre on suppose que v(0) > 0.

Note : si v € (1(Z), i.e. Y, cq [7(h)| < oo, alors y(h) — 0.

Note : si X a une densité spectrale alors y(h) — 0 (lemme de Riemann-Lebesgue 4.21).
Note : si v € £1(Z) alors X a une densité spectrale (théoréme de Herglotz 4.6).

Démonstration. La démonstration fait appel au lemme suivant.

Lemme : Inversibilité des matrices symétriques de type positif

Soit A une matrice n x n symétrique réelle et de type positif. Alors A est inversible si
et seulement si u' Au # 0 (c’est-a-dire > 0) pour tout u € R™ tel que u # 0.

Notons que pour toute matrice A carrée réelle, les propriétés suivantes sont équivalentes :
— A est symétrique réelle de type positif

— A est diagonalisable en base orthonormée et ses valeurs propres sont > 0

— A est la matrice de covariance d’un vecteur aléatoire.

Preuve du lemme. Soient Aq,..., )\, les valeurs propres de A et vy,...,v, une base or-
thonormée de vecteurs propres. On a A\, > 0, Avy, = Ay, et (vj,v) = 1= pour tous
1 <j,k <n. Pour tout u € R", u =377, (u,vj)vj, Au =331 A\(u, v)v, et

uw' Au = (u, Au) = Z Ak (w, v5) (u, vg) (v, vg) ZAk (u vk > 0.
7,k=1

Maintenant, si A est inversible alors Ay > 0 pour tout 1 < k < n et donc pour tout u € R"
avec u # 0, en choisissant 1 < k < n tel que (u,vg) # 0, il vient u' Au > )\k(u,vk)g > 0.

69



5. PREDICTION LINEAIRE (X3)

Réciproquement, si v Au > 0 pour tout u € R™ avec u # 0 alors pour tout 1 < k < n, en
prenant u = vy, il vient A\ = Ag(vk, v) = v,;rAvk > 0 et donc A est inversible. a

Démontrons a présent le théoréme. Supposons que v(p) — 0 quand p — oco. Pour p = 1,
't = ~(0) > 0 est inversible. A présent, supposons que I'i, ... ,I'p sont inversibles pour
p > 1 et montrons que I',4 1 est alors inversible.

D’apres le lemme, I';,1 1 est inversible ssi uTFpHu # 0 (> 0 en fait) pour tout u € RPT!
avec v # 0. Raisonnons par ’absurde. Supposons que uTI’pHu = 0 pour un u € RP*! avec
u # 0. Si upy1 = 0 alors (uq,...,up) # 0, et la décomposition par blocs

w,  7(0)
donne (u, .. .,up) "Tp(us,...,u,) = 0 ce qui est impossible car I',, est inversible. Supposons
a présent que u,y1 # 0. En notant X,,11 = (Xq,... ,Xp+1)T, il vient

0=u'Tpriu=uBX,  Xpr)u = Eu X1 Xpp1u) = B((u, Xp1)%).

Donc (u,Xp41) =0 p.s. d’out, p.s. (la division par u,; est licite car u,1 # 0)

p
u
Xpr1=—> —Xp.

=1 Pl
Par stationnarité, le méme procédé avec (Xp41,. .., Xptp+1) donne, p.s. pour tout h € Z,
P
Xhipt1 = — Z Xhtk-
ey Uptl

Par récurrence, pour tout h > p 4+ 1, il existe un vecteur déterministe de coefficients
vp = (Un1,---,0np) " tel que p.s. pour tout h > p+ 1,

p
Xp =Y onpXp = (vn, Xp).
pa

A présent, en notant Amin(I'p) la plus petite valeur propre de I',, on a d’une part
_ 2y 2y _ T 2
Y(0) = E(X3) = E({vn, Xp)”) = vp Tpon 2 Amin(Lp) [|vnl3-

Comme I'y est inversible on a Apin(I'p) > 0 et donc supy, ; |vax| < co. D’autre part

p p
7(0) = Cov (X, 3 vns X ) = D onpr(k = h)
k=1

k=1
et donc
P P
0) < 3 lonalivte = m) < ((sup fon sl ) D 7k — b))
k=1 hik k=1
Comme limy,_, o, y(h) = 0, on obtient v(0) < 0, ce qui est impossible car v(0) > 0. O
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5.3. Algorithme de Cholesky

5.3 Algorithme de Cholesky

Lorsque A = I'j, est inversible, le coefficient ¢, de prédiction est unique et peut étre
calculé en résolvant 'équation de Yule-Walker I'pp, = ,. Cela revient & déterminer A~L.
Comme les formules de Cramer sont trop cotiteuses en temps de calcul, la résolution pratique
du systeme d’équations linéaires Ax = b est plutot faisable en utilisant un algorithme
comme le pivot de Gauss (ou élimination de Gauss), ou encore une décomposition LU (pour
Lower-triangular x Upper-triangular). La plupart des algorithmes réduisent le probleme
aux matrices triangulaires. Le cofit du calcul peut étre amélioré en utilisant un algorithme
qui tire partie de la structure de A. L’algorithme de Cholesky utilise le fait que A est
symétrique positive. La décomposition de Cholesky? de A, introduite par Cholesky
vers 1924, affirme l'existence d’une matrice triangulaire inférieure L a termes diagonaux
> 0, facile & calculer, telle que A = LLT. Si A est inversible, alors L est inversible, unique,
et ses termes diagonaux sont > 0. Une fois L calculée, on résout I’équation Ax = b en x en
résolvant I’équation triangulaire Ly = b en y, puis I'équation triangulaire LTz =y en z.

Sans perte de généralité, on peut utiliser une décomposition de la forme,

A=LDL"

ou L est triangulaire inférieure a termes diagonaux = 1, et ou D est diagonale a termes
diagonaux > 0. Cette décomposition modifiée évite le calcul de racines carrées. Le lien
entre les deux décompositions est

LDL" = LDV?(LDV?)T,
1/2

ot DY/?2 = diag(DL1 e D;{pQ). Les colonnes de LD/? g’obtiennent en multipliant celles
de L par la racine des coefficients diagonaux de D.

Théoréme 5.6 : Décomposition et algorithme de Cholesky

Si A € M, ,(R) est symétrique a valeurs propres > 0 alors
A=LDL'

ou L est une matrice triangulaire inférieure & diagonale = 1 et D diagonale a diagonale
> 0, calculables par récurrence avec ’algorithme de Cholesky :

k—1
Dy = A — ZLi,rDm pour 1 <k <p

r=1

k—1
1 )
L= m (Ajﬂk — ZLj7rLk7TDT,T> pour 1 <k <j<np.
’ r=1

La décomposition s’étend aux matrices A a valeurs propres > 0 en posant L;j = 0 si
Dy, 1, = 0 (se produit si A est singuliére), et dans ce cas L a une diagonale dans {0, 1}.

On prendra garde & ne pas confondre la décomposition de Cholesky A = LDLT avec la
diagonalisation de A en base orthonormée. Dans la décomposition de Cholesky, la matrice
L n’est pas orthogonale en général, et les termes diagonaux de la matrice D ne sont pas
les valeurs propres de A en général. La décomposition de Cholesky est moins cofiteuse

3. On dit parfois factorisation de Cholesky («factorization» en anglais).
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5. PREDICTION LINEAIRE (X3)

que la diagonalisation en base orthonormée. Elle permet de résoudre plus efficacement des
systéemes d’équations linéaires mais aussi de simuler efficacement des vecteurs gaussiens.

Démonstration. Supposons qu’il existe L et D comme indiqué telles que A = LDL". La
définition du produit matriciel et la structure de L et D donnent, pour tout 1 < k < p,

P k—1
Apr = Z Lk,rDr,rL;!:k; = Z L%,TDM + Di i,
r=1 r=1
tandis que pour tout 1 <k < j <p,
P k—1
Ajk =) LjrDrrLiy =Y LjsLisDrr+ LikD.

r=1 r=1

On retrouve bien les formules de Cholesky. Réciproquement, remarquablement, ces formules
permettent, a partir de la matrice A, le calcul des matrices D et L en partant de Ly =1
et D11 = Ay,1, et en procédant ligne par ligne ou colonne par colonne dans L.

La matrice D est a diagonale > 0 car semblable au sens des formes quadratiques a la
matrice symétrique A a valeurs propres > 0 : pour tout vecteur colonne u € RP,

(u, Au) = u" Au = <LTu, DLTu>.

La matrice L est inversible car triangulaire inférieure a diagonale > 0 (en fait =1). O

La complexité de I’algorithme de Cholesky est O(p3). Bareiss* a montré vers 1969 qu'il

est possible de faire chuter la complexité & O(p?) en tenant compte de la structure Toeplitz
de A =T,41 (provient de la stationnarité).

Il se trouve que la décomposition de Cholesky Lp+1Dp+1L;+1 de I',11 possede une
expression remarquable en fonction des variances de prédiction et des coefficients de
prédiction, comme le montre le théoreme suivant. Cette expression remarquable provient
de la stationnarité, et reste valable pour toute matrice de covariance Toeplitz.

Théoréme 5.7 : Décomposition de Cholesky de I',;

Pour tout p > 0 on a
-
Upt1 = Lp+1Dp1Lpyq,

ou
] —1
DP+1 = dlag(087 e 0';) et Lp+1 = q)p—i—l
et ou ®,41 est la matrice triangulaire inférieure suivante :
1 0 . .. 0
—¥1,1 1
Pp1 = :
. 0
~Ppp —Ppp-1 o —Pp1 1

De plus I'p 41 est inversible si et seulement si D,11 est inversible, ce qui se produit si

4. Cet algorithme est aussi une version d’un algorithme de Schur, datant de 1917, qui constitue & son
tour une preuve algorithmique des théorémes 4.23 de Carathéodory-Toeplitz et 4.6 de Herglotz, cf. [Am)].
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et seulement si 0}, > 0, et dans ce cas

-1 _&T p-1 s -1 _ —2 -2
Loy =@,04D, P41 ou D,y =diag(og”,...,0,7).

Note : a partir de I',41, on peut calculer L, en utilisant ’algorithme de Cholesky,
puis on peut inverser Lyy1, ce qui fournit (o), <<, <p» Sans équations de Yule-Walker !

Démonstration. La matrice ®,,1 est inversible car triangulaire & diagonale # 0 (car = 1).
La matrice Lyy1 hérite de ®,,1 le caractere triangulaire inférieur a diagonale = 1. Par
convention 03 = v(0), et on a I'y = y(0) = 6 = D;. La matrice I',+1 est inversible ssi D, 41
est i/nversible, c’est-a-dire ssi min{(Dp11)kr : 1 <k <p+1} = min{og,..., 05} =02 > 0.

Etablissons a présent que @, 1141 @;_H = Dpi1. Comme P, 11 est déterministe, on a,

par définition de T',41, en posant X1 = (X1,..., Xp11) ',

Oy 1lpa®yp = ¢’p+1E<Xp+1X;+1)‘I’;+1 = E(¢’p+1Xp+1(<I’p+1Xp+1)T>-

Calculons a présent ®,,1X,41. On a

X1
Xo
Ppr1Xpr1 = Ppia
Xp+1
X1

Xo—p11Xa

Xpt+1 — Zzzl Sop,k’Xp—i—l—k)
X1 — proj(Xy, Hop)
Xo — proj(Xa, Hy 1)

Xp+1 - pI‘Oj (Xp+1a Hp,p)

%1
Va
Vo1
car par définition des coefficients de prédiction ¢1,. .., ¢p,
k k
Xit1 — proj(Xe+1, Hir )= Xpt1 — Z‘Pk,ij—i-l—j = Xgy1 — Z Ok ko 1—5 X
=~ j=1 j=1

Hiy1 1k
(par convention Hy o = {0} ce qui donne proj(Xi, Hoo) = 0). A présent, si j < k alors
Vi =X; —proj(X;,Hj_1;-1) € Hp_1 -1 L Xy — proj( Xy, Hy—1 1) = Vi,
et donc V4, ..., V,4+1 sont orthogonaux dans L2. De plus, comme on a (prendre t = k)
071 = |1Xe = proj(Xe, He1p-1)l3 = | Xk — proj(Xe, He—11-1)lI5 = [Vill3,
il vient

IE(‘I)p-&-l)(zo-i-l((I>;D-i-1}(10-i-l)—r) =E(((V}, Vk‘>)1§j7k§p+1) = diag(o%, e 70112;) = Dpy1.
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Exemple 5.8 : Processus AR(1) causal

Lorsque X est un processus AR(1) causal solution de X; = ¢ X;_1 + Z; avec |p| < 1
et Z ~ BB(O, 02), alors d’apres la remarque 5.1, ¢, = (¢,0,... ,0)T pour tout p > 1,
et comme y(h) = o2 >0 Plpith = g2 /(1 — ©?) pour tout h > 0, on obtient

o =0?/(1—¢?) et o7 =~(0) — go;,r'yp =v(0) — ¢y(1) = o2 pour tout p > 1, d’ott

1 0 - -0
2 —¢ 1

0 0 -0 —p 1

pour tout p > 1. De ces formules on tire la formule ®,7y, = (v(1),0,...,0)T puis
D, 1(I>pfyp = (¢,0,... ,O)T et on retrouve alors bien la formule de Yule-Walker :

©p = I‘;lyp = @gD;lCI)pvp = (¢,0,...,0)".

10—11

5.4 Algorithme de Levinson-Durbin

L’algorithme de Levinson-Durbin a le mérite d’étre récursif, ce qui permet de
calculer des prédicteurs successifs sans avoir besoin de tout recalculer. Proposé par Levinson
vers 1947 et amélioré par Durbin vers 1960, il s’agit d’un algorithme d’algebre linéaire
permettant de résoudre des équations liées & une matrice de Toeplitz. 1l est appliqué ici
au cadre spécial des processus stochastiques stationnaires, pour lesquels la matrice de
covariance est une matrice de Toeplitz.

Rappelons qu’on souhaite calculer (Lpp)p21 et (Ug)p21 telles que

p
proj(Xt7 Ht—l,p) - Z ‘Pp,kthk et O-Z% = HEt—t_pH; = Var(E:,_p):
k=1

B, = X, — proj(X;, Hy_1,)
est 'erreur de prédiction progressive (ou directe). L’algorithme de Levinson-Durbin exploite
une symétrie par retournement du temps. Pour tous t € Z et p > 0,

EtTp = Xt - prOj(Xt7 Hter,p)

est appelée erreur de prédiction rétrograde car X; est prédit par sa projection sur le
futur Hyqpp = vect{Xy41,..., X¢4p} et non pas sur le passé H;_1, comme dans lerreur
de prédiction progressive E;’rp = X; — proj(Xy, Hi—1,p). Si p = 0 alors proj(Xy, Hyp) =
proj(Xy, {0}) =0 et B, , = X;.

Théoréeme 5.9 : Algorithme de Levinson-Durbin

SiI'p est inversible pour tout p > 1, alors les suites (¢p) >, et (Ug)p21 sont calculables
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par récurrence en utilisant les formules suivantes :

2 2 2
Tpi1 = 0p(1 = Fipi1)

ou kpy1 est une quantité auxiliaire calculée par récurrence par

e+ 1) = (o — (B —1))
Kp+1 = o2
p

Opt1p+1 = Kpt1 €t Opi1k = Ppk — Kp+1Ppp—(k—1) Pour 1 <k <p

avec les valeurs initiales k1 = v(1)/7(0), ¢11 = k1, 02 = 02(1 — K2) (et o3 = ~(0)).

Note : ne surtout pas apprendre ces formules par coeur!

Note : pour p = 0 la meilleure prédiction de X; est 0 = E(X;) tandis que la variance

de l'erreur de prédiction est o3 = E((X; — 0)?) = ~(0).

Démonstration. Formules pour ¢. Considérons la décomposition orthogonale « rétrograde

» suivante (penser a la suite Xy, X¢—1,..., Xi—p, Xy~ (p41))

1
Htfl,erl = Htfl,p @ Vect{Xt—(p+1) - PTOJ(Xt—(pH), Htfl,p)}'

fom

t—(p+1),p
Cette décomposition orthogonale rétrograde permet d’écrire ®
proj(X¢, Hi—1p41) = proj(Xe, Hi—1p) + pTOj(Xt»VGCt{E;_(pH),p})
=kpt1 B 11y

2 ~ N s ays
5» Ou encore, grace a la définition de

ou® rppr =(Xy, Et__(p+1)7p>/HEt_—(p+1)7p‘

Et_—(p+1),p’

proj(Xy, Hy—1p+1) = proj(Xe, Hi—1,p) + fip1 (Xe—(pi1) — Proj(Xe—(ps1)s Hi-15))-

D’autre part, par définition de ¢, on a

proj(Xe, Hi-1p) = Y @piXi k-

P
k=1

Par stationnarité, les équations de Yule-Walker (théoreme 5.2) sont réversibles, et donc les

coefficients de prédiction progressifs et rétrogrades coincident (propriété x) :

p p
proj(th(p+1)7 Ht—l,p) = Z QOp,kth(p+1)+k = Z (pp,pf(kfl)thk-
k=1 k=1

o X a1y Kooy Xeo1, Xe, Xesty ooy X o

~
Hi_1,p Hitpp

On a donc, en utilisant les trois dernieres équations ci-dessus,

P

proj(Xe, Hi—1p41) = Z (‘Pp,k - “p+1¢p7(k71)7p)Xt—k + Rpt1 Xi— (py1)-

k=1

5. On utilise le fait que la projection orthogonale sur la somme de sous-espaces orthogonaux est égale a
la somme des projections orthogonales sur chacun des sous-espaces (ici le dernier est de dimension 1).
6. La formule pour la projection sur un sous-espace de dimension 1 est expliquée dans la figure 5.2.
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5. PREDICTION LINEAIRE (X3)

Comme I'), est inversible, les coefficients sont uniques. En identifiant les coefficients ci-dessus
. _ p+1 . . .
avec proj(Xe, Hi—1p+1) = Y1) Ppr1.6Xe—k il vient oy 41 p11 = Kpy et

Ppt1k = Ppk — Fpt1Pp—(k-1)p (1 <k <p).

Formule pour k. Rappelons que kp1 <X757 E,_ /HEi . D’une part,

(p+1) p> (p+1),p H

<Xt7Et_ (p+1),p > <Xt7Xt (p+1) — proj(Xt—(p+1)7Ht—1,p)>

p
=7+ 1)—<Xtv Z (pp,kXt*(p+1)+k>
k=1

et d’autre part, comme proj(X;—_(p+1), Hi—1,p) L E,_ (p1)p

1B eny plls =(Xemorirys Xe—ort) = D PprXo—(pri)+k)
k=1

- Z epiv(k)

= HE pHgv

ol on a utilisé en (**) les équations de Yule-Walker du théoréme 5.2, ce qui donne

41 =Y epry(p— (B —1))
Kp+1 = o2 .
p

Formule pour o (facultatif). Rappelons que ag = HE{;H; On écrit

Ej 1 = Xi — proj(Xe, Hy 1 p11)
= Xt - pI’Oj(Xt, Ht—l,p) I{p+1E —(

= Et f{p+1E —(

p+1),p
p+1),p

ce qui donne, par le théoreme de Pythagore,
p+1 =&, p+1H2 =|E sz + H12?+1HE1;(p+1),pH§ - 2”p+1<Etva_ (p+1),p>

Comme proj(X¢, Hy—1,) L B, on a, grace aux formules de xp41 et HEi

t—(p+1),p (p+1) ,pHQ’

:<Xt - pI'Oj(Xt, Ht—l,p) E

<E B, t— (p+1),p>
<Xt, B

tp Pt—(p+1),p )
(p+1),p>
—5p+1“E (p+1) ,sz
= Kp+10 13,

ou la derniere égalité provient d’un calcul déja effectué plus haut, d’ou enfin

2 2 2
Tps1 = 0p(1 = Fipi1).
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5.5 Algorithme de Gram-Schmidt (ou des innovations)

La prédiction linéaire optimale ne doit pas étre confondue avec la méthode d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt, que nous étudions & présent. Dans cette section, (Xy,),~, est
un processus du second ordre de moyenne nulle, pas forcément stationnaire. Pour simplifier,
on note, dans toute cette section, pour tout n > 0,

H, :=vect{X1,..., X} et 02 :=|Xns1 — proj(Xni1, Ha)ll3,

avec la convention naturelle Hy := {0}. Les vecteurs (X — proj(Xk, Hg—1));>; sont deux
a deux orthogonaux dans L? car pour tous 1 < j < k<nona

Xj — pI‘Oj(Xj, Hj_l) S Hj CHp 11 X— pI"Oj(Xk, kal)-
Considérons la représentation suivante en termes orthogonaux :

H,, = vect{X1, X9 — proj(Xe, H1),..., X, — proj(X,, H,—1)}
i
= EB vect{ X — proj(Xy, Hx—1)}
1<k<n
1
= @ VeCt{ankJrl - proj(ankJrlyank)}-
1<k<n

Or la projection orthogonale sur la somme de sous-espaces deux a deux orthogonaux
est égale a la somme des projections orthogonales sur chacun des sous-espaces. Ici les
sous-espaces sont tous de dimension 1. Il existe donc un vecteur de coefficients déterministe
On = (Oni,...,00n) € R™ tel que

n
proj(Xnt1, Hn) = Y On i (Xn—ks1 — proj(Xn—ir1, Ho k).
k=1

La numérotations des coordonnées de 8, est similaire a celle des ¢, : on part de X,,, proche de
X1, pour arriver enfin a X;. Le calcul des projetés orthogonaux successifs peut étre mené
en utilisant 'algorithme de Gram-Schmidt. Cet algorithme, qui date du dix-neuviéme
siecle, est purement hilbertien. Nous I'appliquons ici & I’exemple particulier des processus
stochastiques du second ordre (I’espace de Hilbert est L?), ot il est connu également sous
le nom d’algorithme des innovations. Il est disponible pour tout processus du second
ordre, stationnaire ou pas, et ne repose donc pas sur la nature Toeplitz de la matrice de
covariance des processus stationnaires, contrairement a l’algorithme de Levinson-Durbin.

Théoréme 5.10 : Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit (Xn)n21 un processus du second ordre de moyenne nulle, pas forcément sta-
tionnaire. Soit v(j, k) = Cov(Xj, X;) = E(X;X}) = (X, Xj). Si la matrice

(v(4, k))lgj,kgn

est inversible pour tout n > 1, alors les suites (O’%)nzo et (0n),>1 sont calculables par
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5. PREDICTION LINEAIRE (X3)

récurrence i partir de n = 1 et o = (1, 1) avec les formules :

Y+ 1k +1) = Y570 O e jOnin—jo?

2
Uk

o2 =~(n+1,n+1)— Zénnj o,

ou pour tout n > 1, le calcul se fait pour k = 0, puis k£ =1, ..., puis enfin k =n — 1.

Note : ne surtout pas apprendre ces formules par coeur!

Note : ici on utilise la convention ), = 0.

Note : l'algorithme de Gram-Schmidt consiste a calculer successivement les coefficients
0y, de proj(Xn+1, Hy) sur X1, Xo —proj(Xa, H1)), ..., X, —proj(Xn, Hy—1). Il est récursif.
Il est cependant différent de I’algorithme de Levinson-Durbin, récursif aussi, qui consiste a
calculer les coefficients ¢,, de proj(Xy+1, Hy) sur Xi,..., X,.

Démonstration. Le théoreme de Pythagore donne

0727, = || Xnt1 — prOj(Xn_;_l,Hn)H%
= | Xnt1ll3 — [[proj( X1, Hy)ll3

n
=y(n+1n+1) —Z@%Vkai_k
:’Y(n_'_lvn"i_l Zenn kak

qui est bien la formule annoncée pour o2. La matrice covariance (y(j, k));< jk<ni1 AU
vecteur aléatoire (Xi,..., X, 1) est la matrice de Gram des vecteurs X;,..., X, 11 dans
L2. Elle est inversible ssi ces vecteurs sont linéairement indépendants, ce qui signifie que le
parallélépipede engendré par X7, ..., X,,+1 est de dimension pleine n + 1, ce qui signifie
que ses hauteurs og,01,...,0, sont > 0. On peut donc diviser par a,% dans les formules
sans souci. Etablissons a présent la formule pour 6, . A nouveau griace a la méme
orthogonalité, on obtient, pour tout 0 < k < n,

(proj(Xy+1, Hp) y X1 — proj( X1, Hi))

n
= o (Xn—wrr1 — Proj(Xn—wrs1, Hng) s Xip1 — proj(Xep1, Hy))
k=1

= en,n—kaz-
Or <X1’L+1 - proj(Xn+17HTL) ) Xk+1 - proj(Xk+17 Hk’)) = 07 et donc

0 _ (Xnq1, Xgg1 — proj(Xyy1, Hy))
nn—k — o2
k

7(” + 17 k+ 1) - <Xn+1 ; pI'OJ(Xk+1, Hk)>

Uk
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Dans cette formule, on peut remplacer les projections par I’expression suivante

k
proj(Xpy1, Hy) = Z Ok;(Xky1—5 — proj(Xpy1—j, Hr—j)

x> <
Il
— =

Ok k—j (Xj41 — proj( X1, Hj))

.
Il
o

ce qui donne

yn+1,k+1)— Z;C;é Ok k—j (Xnv1, Xjr1 — proj(Xj41, Hj))

Hn,nfk = 2
Tk
k—
A+ L+ 1) = 300 Ok k0]
= - _
Tk
Ceci est bien la formule annoncée pour 6, ,,—j (par convention, >, = 0). O

Exemple 5.11 : Processus MA(1)

Si X est un processus MA(1) solution de X; = Z; + 07,1 ou Z ~ BB (0, 02), alors
'Y(j, k‘) = 0'2(1 + 62)1j:k + 00—21|j7k|=1'
Le théoréme 5.10 donne alors apres calcul

62o*
2
o

fo?
2
ol

On ke = 1,.—1 et Ug = 02(1 + 92) _ 1,0

g

1 1

Si v, := 02/0? alors vg = 1+ 602, vy = 14+ 6% — 0%/v,, et On1 = 0/vp_1, et le
prédicteur linéaire optimal proj(X,,, H,—1) vérifie donc la récurrence affine suivante :

n
proj(Xni1, Hn) = Y O i (Xns1—k — Proj(Xnt1—, Hng))
k=1
_ 0(Xy, — proj( Xy, Hy-1))

Un—1

5.6 Compléments

Définition 5.12 : Coefficient d’autocorrélation partielle

Le coefficient k,(= ¢p,p) de l'algorithme de Levinson-Durbin est appelé coefficient
d’autocorrélation partielle.

Théoreme 5.13 : Coeflicient d’autocorrélation partielle
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5. PREDICTION LINEAIRE (X3)

Pour tous p>0et t € Z,

(Bip By
REANER

(p+1),p> COV(Et P’ E; (p+1),p)

(p+1) ,p \/Va,r )\/Var t_—(p—l-l),p)

En particulier, on a |x,| <1 (inégalité de Cauchy-Schwarz).

Kp+1(= Pp+1,p+1)

Note : Et7 et B, (1), sont relatives & des projection sur le méme espace H;_1 .
COV(Xt,Xt 1)

\/Var(Xt)\/Var(Xt,l)
Note : pour un AR(m) causal on trouve £, = ¢p pli<p<m + ©mlp=m.

Note : k1 = = p(1) (fonction d’autocorrélation du processus).

Démonstration. La définition de ,1 donnée dans la preuve du théoreme 5.9, le fait que

X, = E:p + proj(X¢, Hy—1p), et proj(Xe, Hy—1p) € Hy—1p L E, (1), , donnent
<Xt’E_ (p+1)4>> _ <EZFP’E_ (p+1),p>
Kp+1 = = ,
1B pnalls 1Byl
Or la preuve du théoréme 5.9 donne HE pH2 —HE_ (p+1) J)HQ = U}%). O
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CHAPITRE 6

Estimation (x1)

Mots-clés : Estimation ; moyenne empirique ; autocovariance empirique.

Dans ce chapitre, X = (X¢),c; est un processus stationnaire réel de moyenne p et
d’autocovariance . On cherche a estimer u et v a partir de 'observation de X1,..., X,,.
Pour cela, on construit des estimateurs, c’est-a-dire des fonctions mesurables de X1, ..., X,
qui approchent les quantités d’intérét, et dont on étudie les propriétés quand n > 1.
Soulignons que les variables aléatoires X7, ..., X, sont dépendantes. Cependant, elles ont
méme moyenne, et la matrice de covariance du vecteur aléatoire (X, ..., X,) est de type
Toeplitz : I, = Cov(X;, Xi) = v(j — k). Tout se passe comme si nous devions estimer le
vecteur moyenne et la matrice de covariance d’un vecteur aléatoire (X1, ..., X,) & partir
d’un échantillon de taille 1. On tire partie de la stationnarité, qui fait chuter le nombre
de parameétres : la moyenne (u, ..., u) ne dépend que d’un seul parametre p au lieu de
n parametres en général, tandis que la matrice de covariance I'y = (v(j — k))1<; <, 1€
dépend que de n parametres y(0), ...,vy(n—1) au lieu des n(n—1)/2 parametres en général.
Principe général : on peut estimer un signal de petite dimension plongé dans un espace de
grande dimension a condition d’avoir une information structurelle (stationnarité ici).

6.1 Estimation de la moyenne
L’estimateur naturel de la moyenne p est la moyenne empirique définie par
1 n
X,=-> X
n n Z k
k=1
Si 5,1 est un estimateur de 6 alors on dispose de la décomposition biais-variance :
E((6, — 0)) = Var(6,,) + (E(6,) — 6)2.

Autrement dit I’écart quadratique moyen est la somme de la variance (erreur statistique)
et du carré du biais (erreur systématique). La moyenne empirique X,, est un estimateur

sans biais de § = p car grace a la propriété de stationnarité on a E(X;) = --- = E(X,,) = u,
ce qui donne, grace a la linéarité de I'espérance,

E(X,) = E(; ZXk> = %ZE(Xk) = p.
k=1 k=1
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6. EsTIMATION (X1)

Ainsi, la variance et ’écart quadratique moyen coincident : Var(X,) = E((X, — u)?). Le
biais de X,, ne fait intervenir que les lois marginales de dimension 1 de X et n’est donc
pas sensible & 'autocovariance.

On rappelle qu'un processus stationnaire X = (X;),c, est un bruit blanc tres fort

BB(u, 0?) lorsque les variables (X),c;, sont i.i.d. de moyenne p et de variance 2.

Théoréme 6.1 : Estimation de la moyenne pour les BB trés forts

Si (X¢);ez est un BB (,u, 02) tres fort alors la moyenne empirique X, vérifie :
1. Consistance forte : X, =2 Ww;
n—oo
2. Convergence dans L? & vitesse 1/y/n :

0.2

cest-a-dire  E((X,, — p)?) = Var(X,,) = —;
n

7

3. Fluctuations asymptotiques gaussiennes de la version centrée et réduite :

10 = ull, =

VR X, ) = Kn ZEXn) 1ot pro 1)

Var(X,) "

(les deux membres, droite et gauche, sont de moyenne 0 et de variance 1).

Démonstration.

1. Il s’agit de la loi forte des grands nombres. Elle reste vraie quand X est un bruit
blanc fort, mais cela n’est pas évident ;

2. Il s’agit d’une conséquence de la stationnarité et de 'absence de corrélation :

— 1O 1 O o’
Var(X,,) = 3 Z Cov(X;, Xy) = 3 ZVar(Xj) = —.
j=1

; n
J.k=1

La propriété reste vraie de maniere évidente si X ~ BB (0, 02).
3. Il s’agit du théoreme limite central.
O

La fluctuation gaussienne permet de construire des intervalles de confiance asympto-
tiques pour u. La proximité non asymptotique de X, est quantifiable a I'aide d’inégalités
de concentration de la mesure, comme celle de Bienaymé-Tchebychev :

2

Vr >0, P(}Yn —u‘ > r) < %.

La majoration en 1/r2 peut étre remplacée par une majoration exponentielle lorsque la

loi commune des X; possede des moments exponentiels finis. Cette inégalité permet de

construire des intervalles de confiance non-asymptotiques.

D’autre part, il est possible de quantifier la vitesse de convergence des fluctuations vers

la loi gaussienne. Si par exemple 7 := E(|X1|?) < oo, alors le théoréme de Berry-Esseen
affirme qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout n > 1,

CT

o3y/n’

sup
teR

ou Z ~ N(0,1).
o

P(ﬁ(Xn—u) <t> -P(Z < t)‘ <
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6.1. Estimation de la moyenne

Lorsque o n’est pas connu, les intervalles de confiance pour p construits avec I'inégalité
de Tchebychev ou avec la fluctuation asymptotique gaussienne ne sont pas utilisables car
ils font intervenir o. Si 7, est un estimateur de o tel que 7, — o en probabilité quand
n — oo, alors le lemme de Slutsky ' permet de remplacer o par 7, dans le résultat de

fluctuation asymptotique :

ﬁ(Yn — ) 2 N(0,1).

On n—00

Théoréeme 6.2 : Moyenne empirique et écart quadratique moyen

Soit X un processus stationnaire de moyenne p et d’autocovariance +.

1. Si limp_yo0 y(h) = 0 alors

Var(X,) =E(X, — p)?) — 0

n—0o0

c’est-a-dire
I L2 )
Xﬂ — M

n—oo

2. Sivy € (Y(Z) cest-a-dire si Y, [v(R)| < 0o, alors

Var(Xn) = E(Xp — 1)) ~ Zheiv(h) _ 27r£(0)

n—oo

c’est-a-dire
- 27 (0)
[Xn —nlly ~ A==

—00 n
ou f est la densité spectrale du processus X. En particulier, si X = yu+ FpoZ
avec Z = (Zy),ey ~ BB(0,0?) et o € (*(Z) alors

2

Var(X,) ~ % ( Z ah) 2.

heZ

Note : ici les observations X1, ..., X, ne sont pas indépendantes en général.

Démonstration. Gréace a la stationnarité, on a

Var(¥,) = — 37 B = ) (X - 0)
k=1
= % > o AGi—k)
k=1

n—1

S T
h=—(n—1)

- % ni (1 - ’Z)V(h).

h=—(n—1)

1. Lemme de Slutsky : si U, — ¢ en probabilité avec ¢ constante et si V,, — V en loi alors f(Ux, Vi)
f(c, V) en loi, pour toute fonction f continue. Exemple : f(u,v) = uv.

—
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Si limy,—y00 ¥(h) = 0 alors limy, e £ 317 (n—1) [v(h)| = 0 (critére de Cesaro), d’ou

Var(

>
A
3 |-
2
=
jan)

Si v € (Y(Z), c’est-a-dire que > nez [7(h)| < oo, alors, par convergence dominée,

nVar(X,) = Y (1 - n>’y(h) = galh) — > ()
h=—(n—1)

hEZ heZ

ol gn(h ( % ,n<‘h|<n car car pour tout h € Z on a lim,_,« gn(h) = y(h)
avec |gn( )| < |y(h)| et v € £1(Z). De plus le théoréme 4.6 de Herglotz donne

> () = ZW—Ze*mO =21 £(0).
heZ heZ

Enfin, dans le cas d’un processus linéaire X = u+ F,Z avec Z ~ BB(O, 02) et a € (Y(Z)
alors vx = yx_, € (*(Z) et par le théoréme 4.12 :

2 2 2
= %Z’Yh = %Zzakamh: %T Z QRO = %(Zah>2

heZ heZ keZ kK eZ heZ

Théoréme 6.3 : Moyenne empirique et normalité asymptotique

Soit X = p + F,Z un processus linéaire obtenu a partir d’un bruit blanc trés fort
Z = (Zt)yeq ~ BB(O, 02), et de coefficients a € £1(Z) tels que > hez 0n # 0, alors

2
V(X — p) %N(Oﬂj) ot 72 :ZW(h) =0 (Zah) :

n—
heZ heZ

Cela permet de construire des intervalles de confiance (asymptotiques) pour pu, a
condition toutefois de connaitre 7, ou un estimateur de 7 (lemme de Slutsky).

Démonstration. On se contente ici du cas ou Z est gaussien. Dans ce cas,

Xi=p+ Zahztfh ~ N(#‘?Uz ZO‘%>

heZ heZ

et surtout
_ h
V(Xn —p) ~ N OZ( |) (h)
[h|<n

Or pour les variables aléatoires gaussiennes centrées, la convergence en loi est équivalente a
la convergence de la variance, ce qui est immédiat en utilisant les fonctions caractéristiques.
Au dela du cas gaussien, on procede également en utilisant les fonctions caractéristiques,
mais il faut contréler des termes de reste. O
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6.2 Estimation de ’autocovariance

Dans le cas ot les variables aléatoires (X;),c, sont ii.d. de moyenne p et de variance o2,

. s « Vecti ; 2 4 1 n 2
si p est connue alors 'estimateur naturel de la variance o* est donné par - )" | (X — p)?,
qui est convergent d’apres la loi des grands nombres, et sans biais, tandis que si u n’est
1 n ~ \2 . ..
pas connue alors — > i (X} — X)) est un estimateur sans biais.
Dans le cas d’un processus stationnaire X = (X;),., général, on estime I’autocovariance
~ avec 'autocovariance empirique définie par

5 () = SR (X — Xn)(Xp — X) si0<h<n;
R P si —n < h <0,

Ceci conduit a 'autocorrélation empirique, définie pour tout h tel que |h| < n par

Yn(h)
n(0)”

La matrice de covariance empirique I',, = (3(j — k))1<;jk<n est symétrique et de type
positif. En général, 'autocovariance empirique est un estimateur biaisé. Lorsque X est
un bruit blanc fort alors il est bien connu qu’on peut rendre 4 sans biais en remplagant
le coefficient de normalisation 1/n par 1/(n — h — 1). L’autocovariance empirique est
asymptotiquement sans biais pour une large classe de processus linéaires.

ph) =

Théoréme 6.4 : Autocorrélation empirique et normalité asymptotique

Si X est de la forme X = p+ Fo,Z ot Z = (Zt),cy est un BB(O,O’Z) trés fort et
o € (X(Z), et si E(Z}) < oo pour tout t € Z ou si Y, |k|ai < oo alors pour tout
h > 0 fixé,

A\ [P\
vall s =1 ¢ || 2N
p(h) p(h)
ou la matrice de covariance asymptotique 1" est donnée par la formule de Bartlett
Tik =Y [p(r+3) + p(r = 5) = 20()p(r)]lp(r + k) + p(r — k) — 2p(k)p(r)].
r=1

En particulier Ty, = 3250, [p(r + k) + p(r — k) — 2p(k)p(r)]?, et

Vi(pk) = p(k)) ~2 N(0, Tj,)-

n—oo

6.3 Application aux tests

Faisons ’hypothése H suivante : les X; sont i.i.d. d’espérance 0 et de variance 2. Sous
I'hypothese H, on a p(h) = 1,—0, ce qui donne T}, = 1,—, et par conséquent, d’apres le
théoréme 6.4, v/np(1),...,+/np(h) sont approximativement i.i.d. de loi gaussienne N(0, 1)
quand n est grand. Il n’y a plus de o car il s’agit ici de 'autocorrélation. Il en découle que
sous I’hypothese H, pour tout 0 < a < 1, quand n > 1, la probabilité que

Vnp(1),....v/np(h)
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appartiennent tous a U'intervalle I, o = [~q1_q/2;q1—a/2] €st proche de (1 — a), o Q1—a/2
est le quantile 1 — /2 de la loi N'(0,1). Pour o = 0.05 on a q1_¢,5/2 = qo.975 = 1.96.
Le test du Portmanteau consiste a considérer une statistique moyennisée

k=1

Sous '’hypothése H, la variable S, converge en loi quand n — oo vers une loi x2(h). On
peut donc choisir 0 < o < 1 et tester si S, appartient a U'intervalle | — 0o, g1—4] OU q1—¢
est le quantile 1 — « de la loi x?(h).
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ANNEXE A

Révisions et étude de cas (x1)

Ce chapitre n’est pas encore rédigé.
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ANNEXE B

Rappels d’analyse et probabilités

B.1 Espaces de suites

On dit que (zy),cz € R est sommable lorsque limy, 00 Y, <<y, 2] < 00. Dans ce
€as, D ez Tk = Mmoo D cpep Tk €Xiste. Pour tout p € [1,00] on définit

*(Z) = {z eRE: Y, g loilf <oo} sip<oo
{z € RZ : supyey |7k| < o0} sip = cc.

C’est un espace vectoriel normé complet (espace de Banach) pour la norme

1
(Shezlanl?)” sip <o

lll, = _
SUPgez, [Tk S1p = 0.

Ces espaces sont emboités de maniére croissante : pour tous p,q € [1, 00],

p<q=P(Z) C (7).

Une astuce mnémotechnique pour le retrouver rapidement consiste a penser que le terme
général d’une série convergente est borné, de module < 1 pour |k| > 1.
L’inégalité de Holder affirme que pour tous p,q € [1,00] avec 1/p+ 1/q = 1,

Vo € (P(2), vy € £4(Z),  lzylly < lzll,llyll,

ou (zy)r = xgyr pour tout k € Z. Il est parfois commode de définir les espaces (P(Z)
pour les suites & valeurs dans C plutdt que dans R. L’espace £?(Z) posséde une structure
d’espace de Hilbert donnée par le produit scalaire (x,y) = >, .7 ZxJx. On peut noter si
nécessaire Eé(Z) pour indiquer qu’il s’agit de la version complexe.

B.2 Espaces de fonctions

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et LY ’ensemble des variables aléatoires (02, A, P) —
R (quotient par ’égalité presque stire). Pour tout p € [1, 00| on définit

P {X e LV E(|X|P) < o0} sip < oo
{X €LY :esssup|X| < oo} sip=oc0
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ou esssup(X) = inf{c € RU{+o00} : X < ¢ p.s.}. L’ensemble LP est un espace vectoriel
normé complet (on dit espace de Banach) pour la norme

X, = E(]X]p)l/p sip< oo
P ) esssup(|X]) sip=oo.

L’inégalité de Holder affirme que si X € LP et Y € L7 avec p,q € [1,00] vérifiant
r=1/(1/p+1/q) > 1 avec la convention 1/o00 =0 et 1/0 = oo, alors XY € L" et

XY, < XL Y]l

En posant Y =1 € L? pour tout ¢ € [1,00] on obtient que les espaces sont emboités de
maniére décroissante : pour tous p,q € [1,00], si p < ¢ alors L? C L? (pour le retrouver
rapidement, penser au fait que toute v.a. bornée est intégrable). Pour p = ¢ = 1/2 on
obtient r = 1/(1/p+1/q) = 1 et 'inégalité de Holder devient :

VXY eLl? XYel? et E(XY]) =XV, <[X[LIYI,.

Notons que ¢P(Z) = LP(Z) ou Z est muni de la tribu de ses parties et de la mesure de
comptage. D’autre part, tout comme pour les espace P, il est parfois commode de définir
les espaces LP pour les fonctions a valeurs dans C plutét que dans R, et on peut noter si
nécessaire L% pour indiquer qu’il s’agit de la version complexe.

L’inégalité précédente permet de définir 'application

(X,Y)eL?xL?— (X,Y) =E(XY) €R.

Elle constitue un produit scalaire qui fait de L? un espace de Hilbert. L’inégalité de
Cauchy-Schwarz affirme que pour tous X,Y € L2,

[E(XY)| = (X, V)] < [[ X[V, = \/E(IX!2)\/E(IY|2)-
Le théoréeme de Pythagore s’écrit
IX + Y15 = I1XI5 + 1Y]l5 +2(X,Y).
ce qui donne I'identité du parallélogramme :
IX =Yl +I1X + Y3 =2 X5 + 2] Y.
L’inégalité de Jensen affirme que si ¢ est convexe alors pour tout X € L', on a
P(E(X)) < E(p(X)).

Exemples courants : [E(X)[P < E(|X[P), pour tout p > 1, e¥X) < E(eX) si X réelle,
—log(E(X)) < —E(log(X)) si X > 0.
Deux variables aléatoires X et Y a valeurs dans K sont indépendantes ssi

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y))

pour tous f, g € F, ou F est une classe de fonctions assez grande et pour lesquelles toutes les
espérances dans cette formule ont un sens. Par exemple, on peut prendre pour F I’ensemble
des fonctions mesurables bornées, ou 'ensemble des fonctions mesurables positives. On
peut aussi prendre les fonctions trigonométriques (fonctions caractéristiques!).

Si X,Y € L? alors XY € L!, grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz. D’autre part, si
X,Y € L! sont indépendantes, alors XY € L! car E|XY| = E|X|E|Y| < oo.
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B.3 Covariance
La variance de X € L? est définie par
Var(X) = | X —E(X)|3 = E(|X — E(X)]*) = E(X]*) — [E(X)|*.
On a aussi la formule variationnelle

Var(X) = c‘&% |X — |3 atteint pour ¢ = E(X).

La covariance de X,Y € L? est définie par

Cov(X,Y) = (X (X) Y —E(Y))
IE(( E(X))(Y —E(Y)))
= E(X ) E(X)E(Y).

On a
Cov(X,X)=Var(X) et Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y) + 2Cov(X,Y).

On dit que X et Y ne sont pas corrélées lorsque Cov(X,Y) = 0. Si X et Y sont indépen-
dantes alors X et Y ne sont pas corrélées, mais la réciproque est fausse en général, sauf si
le couple (X,Y") est un vecteur gaussien.

Si X = (Xy,...,X,) est un vecteur aléatoire de C" alors
Var(X;+---+ X)) = Y Cov(X;,X;) = ZVar + > Cov(Xj,Xp).
1<j,k<n 1<j#k<n

Géométriquement, pour les vecteurs aléatoires centrés de carré (du module) intégrable,
covariance nulle signifie orthogonalité. Si X1,..., X,, ne sont centrés, de variance unité,
et non corrélées, alors Var(X; +---+ X,,) = | X1 +--- + Xan = n. Penser au fait que la
diagonale [(0,...,0),(1,...,1)] du cube [0,1]" de R™ a pour longueur /n.

B.4 Vecteur moyenne et matrice de covariance

Le vecteur moyenne px et la matrice de covariance I'x d’un vecteur aléatoire
(colonne) de R™ sont définis par

KX = (E(Xl)v T 7E(Xn))T et I'x = (COV(Xj’Xk))ISj,kSn'

La matrice de covariance I'x est réelle et symétrique.
Pour toute matrice carrée A € M,,(R), les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est symétrique de type positif sur R : pour tous indices j, k, tout vecteur v € R™,

A(j k) = A(k,j) et (Av,o)= Y vjupA(j k) > 0;
1<j,k<n

2. A est symétrique de type positif sur C : pour tous indices j, k, tout vecteur v € C"”,

A, k) = A(k,j) et (Av,v)= > vTRA(j k) > 0;
1<j,k<n
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3. A est symétrique et toutes ses valeurs propres sont > 0;
4. A est la matrice de covariance d’un vecteur aléatoire de R";
5 A=LL" ou L € M,(R) est triangulaire inférieure (décomposition Cholesky).

La décomposition de Cholesky est un cas particulier de la décomposition LU.

Le spectre spec(A) C C de A € M,,(C) est I'ensemble des valeurs propres de A. Les
Valeurs propres de A sont les racines dans C de son polynéme caractéristique

P(z) =det(A — 2I).
On a \ € spec(A) ssi
ker(A — M) # {0},

c’est-a-dire ssi il existe un vecteur v € C", appelé vecteur propre associé a A, tel que
v # 0 et Av = Av. Le théoréme spectral de I'algébre linéaire assure que toute matrice
A € M, (R) symétrique admet une base orthonormale de vecteurs propres réels : il existe
une matrice orthogonale O € M,,(R), c’est-a-dire telle que O~ = OT, telle que

D =0TAO = diag(\1,..., \n) € Myu(R), clest-d-dire A=O0DO".

Ici les réels Aq,..., A\, sont les valeurs propres de A, tandis que les colonnes vy, ..., v, de
O sont les vecteurs propres orthonormés associés, et pour tout vecteur x € R™,

n
(Az,x) = <DOT.CC, OTx> = Z)\k<x,vk>vk.
k=1
Les formules variationnelles de Rayleigh-Courant-Fischer assurent que pour toute
matrice A € M, (R) symétrique,

min{\ valeur propre de A} = Hm”im X (Ax, z)
xZ:||T 2=

et

max{\ valeur propre de A} = ﬁnﬁﬂux (Az, ).
z:||z]|y=1
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FEUILLE D’EXERCICE 1

Tendance, stationnarité,
autocovariance, opérateur retard

Exercice 1.1 (Quelques exemples). Pensez-vous que les données représentées dans les trois
figures suivantes (population des USA, température a Nottingham, nombre de passagers
aériens) sont les réalisations de processus stationnaires ?
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Pensez-vous qu’une droite horizontale est la réalisation d’un processus stationnaire 7 Méme
question pour une sinusoide.

Exercice 1.2 (Stationnarité et stationnarité stricte). Soit X une variable aléatoire de loi
gaussienne N (0,1), et Y = X1y—_; — X1y—o ot U est une variable aléatoire de Bernoulli
de parametre 1/2, indépendante de X.

1. Montrer que X et Y ont méme loi;
2. Montrer que Cov(X,Y) = 0 mais que X et Y ne sont pas indépendantes ;

3. En déduire un processus qui est bruit blanc (faible) mais pas bruit blanc fort.



Exercice 1.3 (Marche aléatoire). Soit X = (X;),. une marche aléatoire de dérive p :
Xt =p+ Xy_1+ Z; pour tout t > 1, ot Xg =0 et olt (Zy),cy est un bruit blanc fort.

1. Calculer la fonction d’autocovariance vx de X. Est-ce que X est stationnaire ?
2. Le processus (AX}),cy est-il stationnaire ?

Exercice 1.4 (Somme de processus stationnaires). Soient X = (X¢),c, et Y = (Y}),cz
deux processus stationnaires, décorrélés (c’est-a-dire que cov(Xy,Ys) = 0 pour tous s, t).
Montrer que le processus Z = (Z;),c, défini par Z; = X; + Y; pour tout ¢t € 7Z est
stationnaire, et exprimer son autocovariance en fonction de celles de X et de Y.

Exercice 1.5 (Stationnarité de processus). Trouver les processus stationnaires parmi les
processus suivants :

1. Xy = Z; sit est pair, et X; = Z; + 1 si t est impair, avec (Z;),c, stationnaire;
2. Xy =21+ -+ Zs ou (Z4)4y est un bruit blanc fort ;

3. X4 =Z;+60Z;_4, 0u (Zt>tez est un bruit blanc et # € R une constante ;

4. Xy = ZtZy_1 ou (Zt),cy est un bruit blanc fort ;

5 Y = (—1)tZt et X; =Y+ Z; ou (Zt)tez est un bruit blanc fort.

Exercice 1.6 (Processus harmonique). Soit X = (X¢),., le processus défini pour tout
t € Z par X; = Acos(0t) + Bsin(0t) ou A et B sont des variables aléatoires indépendantes,
de moyenne nulle et de variance o2, et ot # € R est une constante. Le processus X est-il
stationnaire 7 Calculer sa fonction d’autocovariance.

Exercice 1.7 (Propriété de la fonction d’autocovariance).

1. Montrer que la fonction d’autocovariance v : Z — R d’un processus stationnaire est
paire et de type positif (en fait ’équivalence est vraie mais admise ici) ;

2. Montrer que la fonction « définie par v(0) = 1, y(h) = p pour |h| =1 et y(h) =0
sinon, est une fonction d’autocovariance ssi [p| < 1/2. Donner un exemple de processus
stationnaire ayant une telle fonction d’autocovariance;

3. Les fonctions suivantes sont-elles des fonctions d’autocovariance d’un processus
stationnaire ?

a) y(h)=1sih=0et y(h)=1/hsih#0;
b) v(h) =1+ cos(hm/2);
) 7(h) = (="

Exercice 1.8 (Propriété de la fonction d’autocovariance — Bis). On pose

L p p
_ (1 r p 1
0_2—<p 1>7 yOn = )
: -1 p
p ... p 1

1. A quelle condition sur p la matrice o, est-elle une matrice de covariance pour tout n
(indication : décomposer oy = al + A ou A a un spectre simple & calculer) ;

2. Construire un processus stationnaire de matrices d’autocovariance (oy,),,~,

Exercice 1.9 (Estimation de tendance et de saisonnalité). On considére le processus
modélisé par Y; = Bt + s + U; ou S € R, ot s; est une fonction périodique de période 4, et
ot U = (Ut),ez est un processus stationnaire.
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1. le processus (Y;),cy est-il stationnaire ?

2. Montrer que Z = (1—B*)Y est stationnaire et calculer son autocovariance en fonction
de celle de U.

Exercice 1.10 (Tendance). Soit X un processus avec tendance polynomiale d’ordre k :
k
Xt = Zaitl + Ut,
i=0

ou les coefficients a; appartiennent a R et (U;) est un processus stationnaire.

1. Montrer que le processus obtenu par I'application de (1 — B) a (X;), ou B désigne
I'opérateur retard, admet une tendance polynomiale d’ordre k — 1. Que se passe-t-il
si on applique (1 — B)? a (X;) pour p € N?

2. On considére maintenant le processus Y; = X;+.5; ou St est une fonction d-périodique.
Comment rendre le processus (Y;) stationnaire ?



FEUILLE D’EXERCICE 2

Filtrage

Exercice 2.1 (Filtrage). On veut montrer la proposition suivante : si (Xj)iez est un
processus stationnaire, et si (a;);cz est une suite de réels absolument sommables c’est-a-

dire que ) ;5 |a;| < oo, alors Y; = limp m 500 o a;X;—; définit un nouveau processus

stationnaire. Ceci nécessite de préciser en quel sens est prise la limite.
1. Montrer que Y; € L' pour tout ¢t € Z. En déduire que Y; est bien défini p.s. ;
2. Montrer que Y; € L? pour tout t € Z;

3. Montrer que (Y;) est un processus stationnaire tel que :

E(Y)=py =px Y ai, et yy(h) =YY aajyx(h+j—i).
1€Z €L JEL
En déduire la preuve de la proposition exprimée au départ.

Exercice 2.2 (Géométrique et processus MA). Soit (Z;) un BB(0,0?) et

t
Xe =) N(Zii~ Zi-iv).
i=0
1. Discuter selon les valeurs de A € R de la stationnarité de (X%);
2. Lorsque A €] — 1, 1], montrer qu'’il existe un processus stationnaire (Y;) tel que

(X - i) 0.

t—00

Exercice 2.3 (Processus AR). On recherche un processus (X;) solution de I’équation

d’autorégression X; = ¢X;_1 + Z; out (Z;) est un bruit blanc de variance o2.

1. Lorsque |¢| < 1, montrer qu’il existe une unique solution stationnaire ;

2. A partir de cette solution stationnaire, montrer qu’il est possible de construire une
infinité de solutions non-stationnaires ;

3. Dans le cas ou |¢| > 1, montrer I'existence d’une unique solution stationnaire & cette
équation. Cette solution est-elle causale ?

4. Lorsque |¢| = 1, montrer qu’il ne peut pas exister de solution stationnaire.

Exercice 2.4 (Filtre gaussien). Soit (Z),cz un bruit blanc faible, c’est-a-dire des variables
aléatoires centrées, réduites, et décorrelées, et a € £2(Z). Montrer que pour tout ¢t € Z, la
variable aléatoire X; := 3", 7 axZi—j, est bien définie dans L? et est de variance |a|, @)

Montrer que si de plus (Zj);cz est un vecteur gaussien alors X; ~ N (0, HOCH?Z(Z))-

5



2. FILTRAGE

Exercice 2.5 (Filtre a queues lourdes).

1. Pour tout réel a > 0, on dit qu’une mesure de probabilité u sur R est a-stable
lorsque pour tout entier n > 1 et toutes variables aléatoires X1, ..., X, i.i.d. de loi
1, la variable aléatoire n=1/@ (X1+ -+ X,) est également de loi u. Montrer que les
lois gaussiennes centrées sont 2-stables et que les lois de Cauchy sont 1-stables;

2. Montrer que si X; est une v.a.r. telle qu’il existe des réels ¢, a > 0 tels que ®x(t) :=
E(e“x) = e cltl® pour tout ¢t € R alors la loi de X est a-stable. On note p, . sa loi.
Montrer que si X1, ..., X, sont des v.a.r. indépendantes de lois jiac,,-- -, fa,c, alors
pour tous f1,..., 0, € R, la vaar. 1 X1 + -+ B Xy, suit la loi pg g jac 44|80 |ocn 3

3. Soit (Z;),cy une suite de v.a.r. i.i.d. de méme loi yiq . avec ¢ > 0 et a > 1. Montrer
que pour tout 1 € £*(Z) et tout t € Z, il fait sens de dire que F,,Z; := Y .y ke Zi—k
suit la loi Haclnl|Go ) Que se passe-t-il pour a = 2 et a = 17 Peut-on définir le filtre

(FnZt) ez, €N tant que processus stationnaire ?

Exercice 2.6 (Filtre de Kalman-Bucy — Tiré des petites classes de I'Ecole Polytechnique).

1. Montrer que si (X, Z, Zo, ..., Zn_1) est un vecteur gaussien de R"*? tel que
Loi(X | Zo, ...y Zn-1) = N(1,7*) et Loi(Z | X, Zo, ..., Zn_1) = N(X,5?)

alors

. om0 ZN S 1 11
LOI(X‘ZaZOa-“aan)—N(P <’)2+(w>’p> ou ?—?‘F@,

2. Un mobile se déplace sur R avec un mouvement théoriquement perturbé défini par
X0:07 Xn:a+Xn—1+6n7 nzla

ol (&n),>; est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de loi (0, 02). L’observation du mobile est entachée d’erreur :

Yo=Xy+m, n=>1,

ol (1n),,>1 sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de
loi N(0,a?), indépendantes de (g,),,~;. Notre objectif est de construire la meilleure
estimation de X, étant donnée I'information F,, := o(Y1,...,Y,) associée aux obser-
vations, ainsi que ’erreur associée a cette estimation :

~

X, =E(X, | Fn), p2:=E(X,—X,)?.

a) Déterminer la loi conditionnelle Loi(X; | Y1) et en déduire X et pr;
b) Montrer que Loi(X,_1 | Fn_1) = N(Xp_1,02_1);
¢) En déduire les lois conditionnelles Loi(X,, | F,—1) et Loi(X,, | Fn);

)

d) En déduire que

Pn CY2 02 + p72-b—1

N X, 1 Y 1 1 1
Xn—p2<a+ "1+"> et 5 =—5+5 55—



Exercice 2.7 (Filtre de Kalman-Bucy multivarié — Tiré de Pardoux (2008) § 5.5.2). On
s'intéresse & la trajectoire & temps discret d’un point mobile dans R, modélisée par une
suite (X,),~o de vecteurs aléatoires de RY. On dispose d’observations instrumentales

bruitées modélisées par une suite (Y,),,~, de vecteurs aléatoires de R¥. On modélise la loi
de ces suites en utilisant les équations de récurrence linéaires de premier ordre suivantes :

Xn=AXn_1+en e Y,=HX,+mn, n>1,

ou les matrices A € My(R) et H € My(R) sont déterministes, les vecteurs aléatoires
Xo,€1,M,€2, 72, - - . sont mutuellement indépendants, avec Xy ~ N (mg, Py), et, pour tout
n>1, e, ~N(0,Q) et n, ~ N(0, R), avec R inversible (donc symétrique définie positive).

1. Complément de Schur en algebre linéaire : dans une matrice par blocs

M = (é g) € Mpiq(R) avec D € My(R) inversible

on appelle complément de Schur du bloc D la matrice S := A — BD~'C. En utilisant

1 0
L:= <—D10 D1> ’

montrer que M est inversible si et seulement si S est inversible. En utilisant

M-l I 0\ /St o0 I —BD™!
“\-D7'Cc I 0 D7 1)\o I

montrer que lorsque M est symétrique alors M est définie positive si et seulement si
le bloc D et son complément de Schur S le sont ;

2. Lois conditionnelles des vecteurs gaussiens : montrer que si

X X Y11 Yoo
()~ (() (G 52)
est un vecteur aléatoire gaussien de R4*F avec Y99 inversible alors
Loi(X | Y) = N(X,%)

ou
X=X 4SS (V - ¥) et $= - Dty

3. Lois conditionnelles des vecteurs gaussiens : montrer que si (X,Y,Z)" est un vecteur
aléatoire gaussien de R4T**¢ avec Y et Z indépendants alors

Loi(X |Y)=N(X,3) et Loi(X |Y,Z)=N(X,%)
ot X et 3 sont comme dans la question précédente, et o, en notant X := E(X),
X =X+4EX-X|Z2) et %:=%—Cov(E(X —X | 2Z)).

4. Filtrage : montrer que Loi(X, | Yi,...,Yn) = N(Xn, Ap) pour tout n > 1, ou les

suites (Xn),>q et (An),>o vérifient les équations de récurrence
Xpy1 = AX, + S, HT (HS,HT + R) ™Y (Y1 — HAX,)
A1 =%, -, H (HE,H" + R)7'HY%,

ou ¥, := AN, AT + Q, avec les conditions initiales Xo =mg et Ag = FPy;

5. La méthode est-elle utilisable si (€5,),,51 et (1,),>; ne sont plus stationnaires ?
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FEUILLE D’EXERCICE 3

Equations et processus ARMA

Exercice 3.1 (ARMAda ou ARMArtial). Soit (Z;) un bruit blanc. Pour chacune des
équations suivantes, existe-t-il un processus stationnaire (X;) solution ?

1. Xi +0.2X;1 — 048Xy 2 = Z;;
2. X4 +19X; 1 4+088X;o0=2;4+027Z;_14+0.7Z;_2;
3. X, +0.6X;0=2; +1.27_1;
4. X; +1.8X, 1 + 081X, 0 = Z,.
Exercice 3.2 (ARMA(1,1)). On considére I’équation

Xt —¢Xo 1 =21+ 0244,

ot (Z;) est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o2 et ¢ et § sont des réels.

1. A quelles conditions sur ¢ et @ existe-t-il un processus (X}) stationnaire solution de
I’équation ci-dessus ?

2. A quelles conditions cette solution est-elle causale ? inversible ?
Dans la suite on supposera que ces conditions sont vérifiées.

3. Donner une représentation de la solution (X;) sous la forme d’une somme infinie
> Zi—k. On justifiera la convergence de cette somme, on précisera en quel sens
elle converge et on donnera la valeur des coefficients (¢)rez.

4. Calculer la fonction d’autocorrélation de (X3).
Exercice 3.3 (Inspiré de I’examen partiel 2016-2017). Soit Z ~ BB (0, 02).
1. Préciser les polynémes @ et © de I’équation ARMA(1,2)

X —3Xy 1 =2 — %Zpl + 22
et montrer qu’il existe une unique solution stationnaire ;
2. Cette solution est-elle causale 7 Est-ce que ® s’annule sur le disque unité ?
3. Calculer explicitement cette solution en fonction de 7 ;
4. Cette solution est-elle inversible ?
Exercice 3.4 (Inspiré de ’examen partiel 2016-2017). Soit p > 1 un entier et Z ~
BB(0,0?).
1. Préciser les polynoémes ¢ et © de I’équation AR(p) X; — X;—, = Z;. Est-ce que ®
s’annule sur le cercle unité ? Peut-on en déduire que 1’équation n’a pas de solution ?

9



3. FEQUATIONS ET PROCESSUS ARMA

2. Démontrer par I’absurde que 1’équation n’a pas de solution stationnaire.

Exercice 3.5 (Produit d’ARMA). On considere (X;) et (Y;) deux processus centrés et
indépendants i.e. X; et Y sont indépendants pour tous ¢, s. On définit le processus (Z;)
par Zy = X;Y;. Soient (&) et (1) deux bruits blancs. On suppose que (X;) et (Y;) sont des
ARMA(1,1) de parametres respectifs ¢1, 01 et ¢2,02 et de bruits blancs respectifs (), (1;).
1. A quelles conditions peut-on écrire X; = ijo Vje—j et Yy = ijo 1’/;]-77,5_]- ?
Supposons ces conditions vérifiées dans la suite;
2. A quelles conditions X et Y sont inversibles ?
Supposons ces conditions vérifiées dans la suite;

3. Montrer que les processus (e;) et (1;) sont décorrélés;
4. Calculer la fonction d’autocorrélation du processus (Z).

Exercice 3.6 (ARMA(2,1)). On consideére le processus (X;) solution de

(1-B+B?*/4)X; = (1+ B)Z,

ot (Z;) est un bruit blan de variance o2.

1. Montrer que I'on peut écrire X; sous la forme X; = >, <o ¢¥rZi—k.
2. Calculer les coefficients (¢x)x>0-
3. Calculer la fonction d’autocovariance de (X3).

Exercice 3.7 (Solution MA(1) d’une équation AR(c0) a filtre exponentiel). Soit A € R
tel que 0 < |A| < 1 et soit g = —AF pour tout k € N. Soit Z un BB(O,O’2). Montrer que
processus MA(1) Xy = Z; — AZ;_1 est solution de ’équation AR(00)

o0 oo
Xe =2 + Z Xtk = Zt — Z N Xy
k=1 k=1

Notons qu’en quelque sorte, dans cette équation AR(c0), on a O(z) = 1, tandis que
P(2) =1+ D00 A" 2% = 1/(1 — A2) (pour |Az| < 1) n’est pas un polyndéme. L’équation
®(z) = 0 en z n’a pas de solution. La formule ©(z)/®(z) = 1 — Az suggere bien que le
processus linéaire X; = Z; — AZ;—1, qui est un MA(1), est solution de I’équation AR(c0).
Nous savions qu’'un AR(1) causal est un MA(oc0). Nous avons le cas dual ici : un AR(c0)
causal est un MA(1). Plus généralement, ’analyse des ARMA (0o, 00) peut étre menée en
étudiant les inverses des suites sommables a support infini, ce qui conduit a utiliser des
outils d’analyse complexe comme les fonctions méromorphes et les séries de Laurent.

Exercice 3.8 (Processus stationnaires vectoriels — Tiré de I’examen final 2015-2016). Soit
d > 1 un entier et 02 > 0 un réel. Pour tout t € Z, soit Z; = (Z;1, . . ., Ztvd)T un vecteur
aléatoire centré de R?. On suppose que pour tous s,t € Z et tous j, k € {1,...,d} on a

E(ZsjZu k) = 0% Lot jer.

1. Soit ® € My(R) une matrice carrée telle que [[®|5_,, := max,cpa.|q),—1 [|Pz(y < 1.
Construire un processus (X),c, & valeurs vectorielles solution de '’équation AR(1)
vectorielle Xy = ®X; 1 + Z;, t € Z. Démontrer qu’il est unique en un sens & définir;

2. Soit X le processus obtenu dans la question précédente. Supposons que ® est dia-
gonale. Donner une condition suffisante sur Z pour que les processus marginaux
(Xt.1)yezs - -+ (Xt,a),ep solent indépendants (justifier la réponse).

10



FEUILLE D’EXERCICE I

Mesure et densité spectrales

Sauf mention explicite du contraire, les suites et les coefficients sont réels.
Exercice 4.1 (Processus AR(1)). Soit (X;) une solution stationnaire de I’équation AR(1)
Xt = ¢ X1+ Zt ou (Zy) ~ BB(0,0’z) et ¢ € R avec |p| # 1.

1. Calculer la densité spectrale du bruit blanc Z ;

2. Démontrer que si Y est un processus stationnaire et si o € ¢1(Z) alors la mesure
spectrale vp, du filtre F,,Y est absolument continue par rapport a la mesure spectrale
vy de Y, et sa densité est donnée par

dl/Fay()\) .
dvy(\)

2
A€ [-m, 7] —

E : oA
aje
JEZ

En particulier, en déduire que si Y possede une densité spectrale alors F,Y également,
et donner une formule liant les deux.

3. Calculer la densité spectrale de X ;

4. Montrer qu’il existe un processus stationnaire X de méme autocovariance que X,
solution de I'équation AR(1) X; = ¢~ Xy 1 + Z}, ot (Z]),c,, est un bruit & préciser.
Quelle est sa densité spectrale? Que se passe-t-il si X est gaussien ?;

5. Mémes questions lorsque (X;) est solution de Xy = Z; + 0Z;_1 et 0 € R avec |0 > 1.

Exercice 4.2 (Herglotz). Démontrer en utilisant le théoreme de Herglotz que la fonction
h€Zw p(h) == 1p=0 + alp— €R,
est une fonction d’autocovariance si et seulement si |o| < 1/2.
Exercice 4.3 (Somme). Soient (X;) et (Y;) deux processus stationnaires, centrés et
indépendants.
1. Justifier la stationnarité du processus S; := X; + Y ;

2. Calculer la mesure (et la densité le cas échéant) spectrale de S en fonction de celles
de X et Y,

3. Montrer que le processus Z; := X;Y; est stationnaire et calculer sa fonction d’autoco-
variance ;

4. On rappelle que le produit de convolution de deux fonctions f et g supposées
2m-périodiques est défini par

™

Frgl@)= [ flugle —u)du.

—T

Calculer fx x fy et en déduire f.

11



4. MESURE ET DENSITE SPECTRALES

Exercice 4.4 (Harmonique). Soit (X;) le processus défini par

t t
X; := Acos (7;> + Bsin <7;> + Y%,

ou A et B sont deux variables aléatoires réelles indépendantes, centrées, et de variance o
et ou Y est un processus stationnaire indépendants de A et B.

2

1. Calculer la fonction d’autocovariance et la mesure spectrale de X lorsque Y est un
bruit blanc de variance 032/. Indication : masses de Dirac.

2. Méme question quand Y est un MA(1) de parametre 6.

Exercice 4.5 (Bestiaire). Parmi les fonctions suivantes, lesquelles peuvent étre des densités
spectrales ?

)\2
A
3. f(A) =476 4 cos(14\).
Exercice 4.6 (Bande). Soit un processus stationnaire Y de densité spectrale f(\) t.q.

0<m< f(\) <M < +o0.

Pour n > 1 on note -, la matrice de covariance de (Y7, ...,Y;,). Montrer que les valeurs
propres de -y, sont dans un intervalle dont on précisera les bornes.

12



FEUILLE D’EXERCICE 5

Prédiction

Exercice 5.1 (Processus déterministes).

1. Montrer que pour tout processus du second ordre (X;),.y, les propriétés suivantes
sont équivalentes (on dit alors que le processus est déterministe) :

a) pour tout t € Z, Xy € Hy—1 := vect{X;_1, Xy—2,...};
b) pour tout ¢t € Z, dans L2, X; = proj(Xy, H;_1).

2. Si (X¢),cy est stationnaire, montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) X est déterministe;

)
b) il existe un t € Z tel que E((X; — proj(Xy, Hy—1))?) = 0;
¢) pour tout t € Z on a E((X; — proj(Xy, Hi—1))?) = 0;
3. Montrer qu'un processus harmonique est toujours déterministe ;

4. Donner un exemple de processus non déterministe.

Exercice 5.2 (Lissage exponentiel). Soient Xi,..., X, des v.a.r. On veut prédire la
valeur X, 41 située dans le futur de la série observée X,..., X,.

1. Considérons l'estimateur des moindres carrés pondérés

n—1
i Ne(X,, . —a)?
arggleligkzo (Xp_t — )

oll A est un réel fixé tel que 0 < A < 1, qui joue le role de parametre de lissage .
Montrer que cet estimateur des moindres carrés pondérés vaut

n—1
1- A i
— >N X,
k=0

2. En pratique on utilise une formule approchée plus simple basée sur le fait que
lim,, oo % =1 — A. Montrer que ’estimateur de lissage exponentiel simple

n—1
Xo=(1-X)> MNX,
k=0

vérifie I'agréable formule de mise a jour récursive suivante :

Xnp1 = M0+ (1 =N Xnp1 = X+ (1= N (Xny1 — Xn).
inno:/gtion

1. Les poids affectés & Xn, Xn_1,..., X1 sont décroissants 1 = A%, ... A""1 — 0.

n—o0o
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5. PREDICTION

3. Montrer la formule du lissage exponentiel double :

i
L

~ n—1
Xn=1=22) (k+DMNX, p=1-N)Xn+(1—N)>D ENX
0 k=0

i

4. A présent on approche la série temporelle par une droite au voisinage de n. Montrer
que pour tout parametre de lissage 0 < A < 1, 'estimateur des moindres carrés

n—1

(G, by) 1= arg min MN(Xp_p, — (ak + b))?
a,beR

vérifie, quand n — oo,

1-X, 2 - A - 2
n ~ — = (X0 = Xp) et by~ 2X, — X,

Exercice 5.3 (Inversibilité de la matrice d’autocovariance). On souhaite démontrer la
propriété suivante : si (yn),>; = (7(é — J))1<; j<, sont les matrices d’autocovariance
d’un processus stationnaire centré X = (X;),., d’autocovariance + telle que v(0) > 0 et
~v(h) = 0 quand h — oo, alors =, est inversible pour tout n. Supposons donc qu’il existe
r > 1 tel que 7, soit inversible et 7,41 soit singuliere.

1. Montrer que pour tout n > r + 1, il existe b(® € R” tel que
—~ ()
n
X, = Z b X;;
j=1

2. Montrer que les b; sont uniformément bornés;
3. Conclure lorsque v(0) > 0 et limy_,o y(t) = 0.
Exercice 5.4 (Prédiction de processus autorégressifs). Soient (X¢),., un processus sta-

tionnaire centré et H, = vect(X1,...,Xy). On rappelle que le prédicteur & un pas X,
est défini par X, 11 =0 si n =0 et, pour tout n > 1,

Xn—l—l = (Pn,an +---+ (Pn,nXla
ou les ¢, ; vérifient les équations dites de Yule-Walker

TmPn = Tn

avec yn, = (y(i — j))lgi,jgna Y= (v(1),. .. ’,Y(n))T7 et on = (Pn1,-- -, ‘Pn,n)T

1. On suppose que X = (X;),c5 est un processus AR(1) causal tel que X; — 1 Xy 1 =
Zy ot Z = (Zt)eq est un bruit blanc de variance o2, Calculer X,. Montrer que
X3 = ¢1Xo. Montrer de facon plus générale qe X,, = ¢1X,, pour tout n > 1
2. On suppose que X = (Xy),., est un processus AR(2) causal tel que Xy — o1 Xy 1 —
02Xt 9 = Zy, ot (Z4),e5 est un bruit blanc de variance o2. Calculer X5. Montrer
que Xpy1 = 01X, + 02Xn 1
3. Lorsque (X¢),c; est un AR(p) causal, montrer que pour tout n > p, D —
01 X1+ X1+ -+ epXn_pi1.
Exercice 5.5 (Prédiction de processus ARMA). Soient M,, = vect(X; : —oo < j < n) et
X = (X¢);cz un processus ARMA(p, q) causal et inversible satisfaisant : ®(B)X = 6(B)Z
olt Z = (Zt),cz st un bruit blanc de variance o2. On pose : X; = projr, Xt
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1. Montrer que pour tout 2~ > 1 on a

Xt = — ZWan+hfj et Xpin= Z%‘thfj,
j=1 jzh
0(z)

ol ijo szj — ZZ et EJ>0 %z =30 |z| < 1. De plus, montrer que

E((Xn-i-h - n+h =o? Zd}]»

2. Calculer X,, ;1 pour un AR(p) causal et un MA(1) inversible.

Exercice 5.6 (Prédiction d’'un MA(1) et algorithme des innovations). On rappelle ci-
dessous 'algorithme des innovations. Celui-ci est lié a ’algorithme de Gram-Schmidt et
peut s’appliquer a un processus X = (X;),., non-stationnaire. On suppose que ce processus
est de moyenne nulle et de fonction d’autocovariance

k(1,7) = E(X;Xj).
Rappelons que H,, = vect(Xy,...,X,) et v, = HXRH - XnHHQ. On a, en posant Xl =0,
H,, = vect(X; — X1, X0 — Xoy o, Xy — Xn), pour tout n > 1
de telle sorte que

Xpy1 = ZHn,j (Xn+1—j — Xn+1—j> :
=1

L’algorithme des innovations est une méthode récursive de calcul de (6y,;), <j<n €6 Un

X 0 sin=0
n+1 — n ~ .
Z]’:l en,j(Xn+1—j - Xn-|-1_j) sin>1

et
vo = r(1,1);
Opn-t = v,;l (ﬁ(n +Lk+1)— Zl?fl Hk,k_ﬂmn_jvj), k=0,1,...,n—1;
Un :“(”+1=”+1)_Z?&92n31

Proposer une fagon de prédire un MA(1) en utilisant 1’algorithme des innovations.

15
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FEUILLE D’EXERCICE 6

Estimation

Exercice 6.1 (Estimation de la moyenne et intervalle de confiance). Soit Y; = 6 + Xy,
ou (X;) est un AR(1) défini par X; — ¢X;—1 = Zi, ou |¢| < 1 et les Z; sont indépen-
dantes et identiquement distribuées de loi N'(0,02). On cherche & estimer 6 & partir de
Yo, Y1,...,Y,—1. On note 6711 la moyenne empirique de Yy, Y1,...,Y,_1 définie par

1. Calculer lim,,_,« nV(@n) et donner I'expression de v défini par

V(O —0) =5 N(0,7).
n—oo
2. On choisit ¢ = 0.6 et 02 = 2. Lorsqu’on observe n = 100 valeurs, on obtient
é\n = 0.271. Construire un intervalle de confiance asymptotique a 95% pour 6. Peut-
on dire que 6 =07
3. On propose un autre estimateur de 6 défini par 0, = (1) 11,)7! :L—'yle(”) ol
Yy = (Yo,Y1,...,Yn 1), 1, = (1,...,1)7 et , est la matrice de covariance de
Y (") Justifier le choix de cet estimateur

4. Calculer lim,, nV( ). Qu'en concluez-vous ?

Exercice 6.2 (Comparaison de différents estimateurs dans le cas d’'un MA(1)). Soit un
processus MA (1) défini par X; = Z; +0Z;_1 ou |0 < 1 et (Z;) est un bruit blanc.

1. Proposer un estimateur 5( ) de 6 en utilisant la méthode des moments (c’est-a-dire
en utilisant un estimateur de la fonction d’autocorrélation) ;

2. Donner le comportement asymptotique de p(1);
3. En déduire le comportement asymptotique de 553) ;

4. Calculer Defficacité relative de éﬂ) et 5(2)

vations dont on admettra qu’il satisfait :

Va@® — ) 2% N(0,1);

n—o0

obtenu en utilisant 1’algorithme des inno-

5. Calculer lefficacité relative de 5,(1 ) et 5(3) obtenu obtenu par la méthode du maximum

de vraisemblance dont on admettra qu’il satisfait :

V@B —6) 2% N(0,1—62).

n—0o0
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FEUILLE D’EXERCICE 1

Tendance, stationnarité,
autocovariance, opérateur retard

Solution succincte de I’exercice 1.1 (Quelques exemples). Evidemment, il est impos-
sible de réfuter la stationnarité sans imposer un modele structurel (partie déterministe
+ bruit par exemple). La série de la population comporte une tendance et n’est donc
pas modélisable par un processus stationnaire. La série de la température a Nottingham
comporte une saisonnalité et n’est donc pas modélisable par un processus stationnaire. La
série des accidents de la route comporte a la fois une saisonnalité et une tendance et n’est
donc pas modélisable par un processus stationnaire. Dans les trois cas, il faudrait utiliser
un modele avec une partie déterministe, et un bruit éventuellement stationnaire.

Une droite horizontale peut trés bien étre la réalisation d’un processus stationnaire
constamment égal & une variable aléatoire donnée (constante ou pas). Une sinusoide peut
trés bien étre la réalisation d’'un processus stationnaire comme le processus harmonique.
La morale est que I'observation d’une trajectoire fournit un échantillon de taille 1 de la loi
de la trajectoire, et ne nous renseigne donc pas beaucoup sur la variabilité du processus,
sauf a faire une hypothese de structure qui va réduire la dimension intrinseque du signal
et permettre de convertir ’observation d’une seule trajectoire en un échantillon de taille
importante de parametres de structure. Plus généralement, et bien au dela des séries
temporelles, on peut espérer reconstituer approximativement un signal observé dans un
espace de grande dimension a condition que sa dimension structurelle ou intrinseque soit
assez petite par rapport a la dimension de 'espace dans lequel on 'observe. Cette idée
trés générale est a la base des méthodes statistiques pour I'analyse des données de grande
dimension : sparsité, compressed sensing, pénalisation ¢! ou variation totale, etc.

Solution succincte de I’exercice 1.2 (Stationnarité et stationnarité stricte).

1. Condi. : P(Y € ) =P(X e DA +P(-X e )L =P(X 1) CaergiX;

2. Par linéarité : Cov(X,Y) = E(XY) = E(X?)E(1y=1) — E(X?)E(1y—¢) = 0 mais
Loi(Y|X =) = 5(6_5 + 0;) # Loi(Y) donc X et Y ne sont pas indépendantes.

3. Soit Xog = X et Xy =X sit#D0, oules (5t)t7é0 sont i.i.d. Rademacher P(e; =
+1) = 1/2 et indépendantes de X. On a E(X;) =0 et Var(X;) = 1 pour tout ¢. De
plus, pour tous s # t, si s # 0 et t # 0 alors Cov(Xg, X;) = E(X?)E(g4)E(g) = 0,
tandis que si s = 0 ou si ¢t = 0 alors d’apres ce qui précede Cov(Xs, X;) = 0.

Solution succincte de ’exercice 1.3 (Marche aléatoire).

1



1. TENDANCE, STATIONNARITE, AUTOCOVARIANCE, OPERATEUR RETARD

1. Pour tout t > 0,ona Xy =tu+2Z1+---+Zy = tu+ Sy dou E(X;) = tu, et pour tout
s <t yx (b, t+h) = B((X; — tp) (Xeqpn — (E4+h)p)) = E(Si(S: + 5,)) = E(S7) = 0%t

qui dépend de t. Ainsi, méme si ;1 = 0, le processus n’est pas stationnaire.
2. Ona AXy; = X; — Xy_1 = p+ Z; qui est stationnaire.

Solution succincte de ’exercice 1.4 (Somme de processus stationnaires). Par linéarité
de l'espérance py = px + py qui est constante tandis que par bilinéarité de la covariance

vz(t, t+h) =vx(t, t+h) +yy(t,t + h)+ Cov(Xy, Yiyn) + Cov(Yy, Xiypn) = va(h) + vy (h)
qui ne dépend pas de t et donc Z est stationnaire.

Solution succincte de I’exercice 1.5 (Stationnarité de processus).

1. Non stationnaire car ux non constante;

2. Non stationnaire car yx (t,t +h) = E((Z1 + -+ + Z;)?) = 0%t dépend de t;

3. Stationnaire MA(1) car px =0 et yx(t, ¢+ h) = 0*(1+ 0*)14—0 + 0201}y
4. Stationnaire bruit blanc (faible) car pux = 0 et yx(t,t + h) = 041,
5

. Non stationnaire car X; = 2Z;1; pair d’ott Var(X;) = 4021, paiy non constante.

Solution succincte de ’exercice 1.6 (Processus harmonique). On a
px(t) = E(A)cos(0t) + E(B)sin(0t) = 0

et
=0
—
vx (t,t + h) = E(A?) cos(6t) cos(O(t + h)) + E(B?)sin(6t) sin((t + h)) + E(AB) - --
— 2Re(e e 0HR)
= 0*Re(e )

= o2 cos(6h)
qui ne dépend pas de t. Le processus est donc stationnaire (& trajectoires régulieres!)

Solution succincte de ’exercice 1.7 (Propriété de la fonction d’autocovariance).
1. On a y(—h) = Cov(X_p, Xo) = Cov(Xo, Xn) = v(h), et pour tout n > 1 et v € R",

((v, V) =) Z vjy(k—j)vg = Z Cov(v; X, v X)) = Var Zvaj > 0;
j=1

1<j.k<n 1<j,k<n

2. La symétrie est vérifiée. Dire que p est de type positif revient a dire que pour tout
n > 0, la matrice de Toeplitz symmétrique tridiagonale suivante est de type positif :

I p
(i — ke _|r
Yo = (Y = k))1<jren =
P
p 1
Bien que praticable, la diagonalisation des matrices tridiagonales est une chose
bien délicate. Faisons autrement : montrons que si |p| < 1/2 alors 7 est la fonction



d’autocovariance d’un processus X solution de I"équation MA(1) : X; = 0X;_1 + Z;.
On sait (exercice déja vu) que vx(h) = o(1 + 60*)14—g + 0201,—41, ce qui donne
020 = p et o%(1 + 6?) = 1, d’on, en éliminant la variable o : p(1 4 0%) = 6, qui
est un trinome du second degré en # de discriminant § = 1 — 4p?, qui est > 0 ssi
lp| < 1/2 (ce qui donne une ou deux valeurs possibles pour le parameétre réel 0).
Faisons maintenant I’hypothése alternative que |p| > 1/2 et trouvons une valeur de
n et un vecteur v € R™ tels que (v,y,v) < 0. Pour p > 1/2, en tatonnant, on trouve
que v = (-1,1,-1,...)" c’est-a-dire v; = (—1)7 convient car alors

(v, V) = Z (—1)J+k%(j, kEy=n—-2n—1)p=(n-1) <” _ 2p>

- n—1
1<j,k<n

qui est < 0si |p| > 1/2 dés que n > %. Sip < —1/2,idem avec v = (1,1,1,...);
3. a) Non car v est impaire alors que toute fonction d’autocovariance est paire;

b) Fonction d’autocovariance de la somme X +Y ou X et Y sont des processus
harmoniques indépendants a parametres bien choisis (combinaison d’exercices
déja vus);

¢) Fonction d’autocovariance d’un processus harmonique & parameétres bien choisis.

Solution succincte de ’exercice 1.8 (Propriété de la fonction d’autocovariance — Bis).

1. op = (1 = p)Iy, + pJy,. La matrice J,, = (1)1<jr<n est symétrique de type positif,
de rang 1, avec pour valeurs propres 0 de multiplicité n — 1 et Tr(J,) = n de
multiplicité 1. Par conséquent, la matrice symétrique o,, a pour valeurs propres 1 — p
avec multiplicité n — 1 et 1 — p + pn avec multiplicité 1. La CNS recherchée est donc
min(1 — p,1 + (n — 1)p) > 0 pour tout n >, c’est-a-dire —1/(n — 1) < p < 1 pour
tout n > 2, soit p € [0, 1]. A ce sujet on rappelle le concept de matrice a diagonale
dominante, et le théoréeme des disques de Gershgorin (démonstration en exercice) :
pour toute matrice A € M,,(C) : spec(A4) C Up_y D(Agk, >k [Akil) s
Autrement, supposons que o; est bien la matrice de variance covariance d’un processus
X stationnaire. L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure que p? = Cov(Xp, X1)? <
Var(Xo)Var(X;) = 1. De plus, puisque o, est symétrique de type positif pour tout
t > 2, on doit avoir :

D’oti p > supy»y—1/(t — 1) = 0. De cette maniere on prouve que la condition
0 < p <1 est nécéssaire, la question suivante prouve la suffisance.

2. Soit X ~ BB(0,1—p), de sorte que vx = (1 —p)1,—p, et Y un processus indépendant
(non corrélé suffit) de X tel que Var(Yy) = p et Y; = Yy pour tout ¢ € Z. Alors
vy = pl, et, grace a l'exercice sur la somme de processus, vx+y = (1 — p)1p—o + p1.

Solution succincte de I’exercice 1.9 (Estimation de tendance et de saisonnalité).

1. Le processus Y n’est pas stationnaire car sa moyenne dépend du temps : py (t) =
ft + s¢ (méme si f =0, 0n a s #0 car s de période (minimale) 4);



1. TENDANCE, STATIONNARITE, AUTOCOVARIANCE, OPERATEUR RETARD

2. Ona (1—B*)(Bt+s;) = ft+s;—B(t—4)—s,_4 = 48 d’'ont (1-B)Y = 45+ (1—-BHU.
On a 7(1_34)Y(t,t + h) = ’)/(1_34)U(t,t + h) = COV(Ut - Ut_4, Ut+h — Ut+h74) =
v (k) —vu(h —4) — vy (h +4) + (k). En fait, (1 — B*)U est un filtre de U égal a
FaU ou ap = 1h=0 - 1h:4-

Solution succincte de ’exercice 1.10 (Tendance).
1. 1-B)X; = ZZ 0 ai(t"— (t = 1)") + Uy — U1 or par la formule du bindme

et St () -

de degré i — 1, et donc (1 — B)X a une tendance polynomiale de degré k — 1. Par
récurrence, il en découle que (1 — B)PX a une tendance polynomiale de degré k — p
pour tout p € {0,...,k}, et plus de tendance polynomiale si p > k. L’opérateur
(1 — B)? élimine donc toute tendance polynomiale de degré < p;

2. On applique lopérateur différence saisonnier 1 — B¢ :

(1-BYX, =X, — X4_g+ Sy — Sy_qg = Xy — Xi_q.



FEUILLE D’EXERCICE 2

Filtrage

Solution succincte de ’exercice 2.1 (Filtrage).

1. Pour tout intervalle fini I C Z on pose Ytl = Zie] a; X—; de sorte que

E[Y/ -Y/| <swE(X) Y ail
tez ie(TUI\INJ

Or sup;cz, E(]X;]) < sup;ez E(|Xi|?) = E(| X0|?) < 0o car X est stationnaire. D’autre
part, pour tout € > 0, il existe n € N tel que {—n,...,n} C I N J implique
Yic(tuaning lail < €, grace au critere de Cauchy pour la série 7,y |a;[ < oo.
Comme L' est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet), il en découle
que Yy =3y aiXe i =) 1 .y Y,! est bien définie dans L'. Montons & présent que
cette série converge p.s. et que sa somme p.s. coincide avec sa somme dans L'. Le
théoreme de convergence monotone (ou bien de Fubini-Tonelli) donne, dans [0, oo],

E (Z \az‘HXt—z‘o < sup E(|1X)) Y lail < E(X) [lall, < oo,
i€z tez i€z

et donc ), |a;|| X;—i| < oo p.s. et donc ) ;.; a; X¢—; converge p.s. Enfin, la limite
p.s. est identique & la limite L' par convergence dominée. Le processus en entier Y
est défini p.s. sur I’ensemble p.s. obtenu en prenant 'intersection des ensembles p.s.
obtenus pour chaque ¢ dans Z, qui a le bon gotit d’étre dénombrable ;
Alternativement pour montrer que Y; est bien définie, en utilisant le théoreme de
Fubini-Tonelli, on obtient E [~ [a; X¢—|] = > |ai|E [| Xe—i|] < D laily/ 13 +vx(0) <
00, ce qui assure, a nouveau via le théoréeme de Fubini—Tonelli que la variable aléatoire
Y; := > a;X;_; est bien définie et intégrable (on peut la voir comme une fonction
définie en intégrant a; X;_; sur Z relativement a la mesure de comptage).

2. La partie «Cauchy» fonctionne dans tout LP=1! :

I J
=YL < Y0 lleXill, <swp 1Xall, D ail-
i€(TU\INT t€zZ i€(TU\INT

Sinon, en applicant successivement le théoréeme de Fubini—Tunelli et I'inégalité de
Cauchy—Schwarz, on obtient :

B (L axis)| < ol il < (Llal) 6 +x0) < oc
.3

5
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3. Pour tout t € Z, par continuité du produit scalaire dans L?,

py (8) = (L, Yy)

= <1, lim th>
I1—7Z 2

— 1 X, .
Il_{%<1vzalXt 'L> )
L

el
= 1 ) »
lim Z aiB(X;—;)
i€l
=px Y a
i€Z

qui est constante. Pour l'autocovariance, on écrit, pour tous ¢, h € Z,
Yy (t,t +h) + p2 = { lim Y, lim Y}/,
5z st L,

= lim > agB(X X
I : A ( t—i<N\t+h ])
el jed

. . . 2
"l 2 eI )
iel,jed

=py + Y agiajyx(h+i—j)
i.jez

= M%/ + Z aiaj’yx(h—i-j — Z)
1,JEL

qui ne dépend pas de t, et le processus Y est donc stationnaire.

Solution succincte de ’exercice 2.2 (Géométrique).
1. On a E(X};) = 0 pour tout ¢t € Z. D’autre part, pour tous ¢,h € Z,

t t+h
yx(Et+h) =Y Y NE(Zi — Zi-io1)(Ziin—j — Zign—j—1))
i=0 j=0
t t+h
= > D N 2z(h) = vz(h— 1) = 7z (h + 1))
i=0 j=0
t t+h
= 02(21h:0 - 1h:1 - 1h:—1) Z Z)\iJrj
i=0 j=0

17)\15—0—1 17)\t+h+1

siA#1,
= 0_2(21}7,:0 — 1h:1 — 1h=71) 1-X 1-X\ . #
(L+8)1+t+h) sit=1,

qui dépend de ¢ si A # 0. Le seul cas stationnaire est A = 0 (donne X = 0);
2. Si |\ < 1alors a; = AN'1;>0 € ¢! et le filtre Yy = D2 0 AN(Zi—y — Zi—i—1) = Fo(BZ)
est bien défini, stationnaire, et vérifie X; — Y; — 0 dans L? quand t — oo :

=A™ — 0
1—)\ t—o00 ’

Z N(Zi—i — Zy—i1)

>t

< Z NN Zi—i — Zi—izally = V20X

2 >t




Solution succincte de I’exercice 2.3 (Processus AR).

1. Etablissons tout d’abord Punicité. Si X et X’ sont deux solutions stationnaires, alors
(X=X =o(X = X")—1 = ¢"(X — X')—p, pour tout n > 1, d’ott

Var((X — X)) < 2[¢|*"(Var(Xy) + Var(X})) = 2/¢]*" (7x(0) +7x/(0)) — 0

n—o0

car |¢p| < 1, d’ott Xy = X, p.s. ot X = X' p.s. Pour construire la solution,

n
Xe=0X4 1+ 21 = (X4 0+ Zp1) =+ = ¢n+1Xt—n + Z ¢th7k7
k=1

et la somme du membre de droite converge p.s. et dans L? quand n — oo vers le
filtre FyZ ou ¢y, = gﬁklkzo car ¢ € /! car |¢| < co. On vérifie alors directement que

o

(FsZ)e=> 0" Zin

n=0

est solution. Il s’agit d'une solution stationnaire causale. Notons que ¢"T'X;_,
converge vers 0 p.s. et dans L? lorsque X est stationnaire (= unicité a nouveau);

2. L’équation sans second membre X; = ¢X;_; (c’est-a-dire pour ¢ = 0) a pour
unique solution stationnaire le processus identiquement nul 0. Si Y est une solution
non stationnaire de cette équation, alors Y + F,Z est solution non stationnaire de
I’équation avec second membre X; = ¢X;_1 4+ Z;. Pour construire Y, on se donne
une v.a.r. Yp non identiquement nulle et on en déduit que Y; = ¢'Yy pour tout ¢ € Z.
Comme E(Y;) = ¢'E(Y)) et Var(V;) = |¢|**Var(Yp), et Yy n’est pas identiquement
nulle, le processus Y n’est pas stationnaire. Ainsi, nous avons construit une infinité
non dénombrable de solutions non stationnaires de I’équation Xy = ¢ X; 1 + Z;;

3. L’équation X; = ¢pX;_1 + Z; s’écrit Xy_1 = ¢~ ' Xy — ¢~ 1 Z_;. Quitte & renverser le
temps et & remplacer ¢ et Z; par ¢! et $~'Z_4, on déduit du cas |¢| < 1 que le cas
|¢| > 1 admet une unique solution stationnaire donnée par le filtre

Xy = Z ¢_n(_¢_l)z—(—t—n) = - Z ¢_(n+1)Zt+n-
n=0 n=0

Elle n’est pas causale;

4. Si X est solution stationnaire de I’équation avec |¢p| = 1 alors, en itérant I’équation,
n n
Var(X; — ¢"" X, ,,) = Var (Z Qkat—k) < Z |9|*F0? = no? — oo
n—oo
k=1 k=1

(marche aléatoire!), ce qui contredit une conséquence de la stationnarité de X :

Var(Xy — 6" X)) < 29x(0) + 2[¢[*" D (0) = O(1).

Solution succincte de 1’exercice 2.4. Pour tout t € Z, on a
D lewZiillz = lawlll Zi-kllz = D okl = lallp g
kez kezZ kez

qui n’est pas forcément fini car ('(Z) ¢ (*(Z). La série Y, i Z—i, est absolument
convergente dans L? si et seulement si o € ¢1(Z).



2. FILTRAGE

Pour toute partie K C Z finie et tout ¢ € Z, le théoreme de Pythagore dans L? donne

H Z O[th—kHEQ = Z |ak|2||Zt—kH§ = Z ‘ak‘z’

keK keK keK

quantité qui tend vers 0 quand K C [—a,a]® avec a — 0o car Y, ., |ag/? = ||oz||§2(z) < 0.
La série ), ., o Z;_y, converge donc dans L? en vertu du criteére de Cauchy.

Si de plus Z est gaussien, alors >, j arZi—k ~ N (0, (3 pcx lax]?) et en utilisant les
fonctions caractéristiques et en passant a la limite sur K, il vient que X; ~ N (0, HoaH?z (Z)).

Solution succincte de I’exercice 2.5 (Filtre & queues lourdes).
1. La fonction caractéristique de X; ~ N(0,1) vaut ®x, (t) := E(e?X1) = e 2t pour
tout t € R, d’ott, pour tout n > 1, 8> 0,t € Ret Xy,..., X, i.i.d. de loi N(0,1),

B2
Dy 4t (1) = (BPX0))" = (0, (B1))" = e 57,
égal a @x, (t) = e 3t lorsque 3 = n~1/2 ¢est-a-dire que la loi gaussienne standard
est 2-stable. Ceci reste valable pour la loi N'(0,0?) par simple dilatation.

Si X suit la loi de Cauchy (ou de Lorentz) de parametre ¢ > 0, de densité x € R
1/(me(1 + 22/c?)), alors sa fonction caractéristique est donnée pour tout ¢ € R par
Dy, (t) = el et le raisonnement précédent indique de cette loi est 1-stable.

2. Fonctions caractéristiques a nouveau !

3. Pour toute partie finie K C Z et tout t € R on a

(DZkeK Nk Li—1k (t) = H E(enktZtik) = H (I)Zt—k(nkt) = eimaCZkeK |77k|a7
keK keK

qui converge vers et elnliza z) quand K tend vers Z, ce qui garantit la convergence
en loi de Y, o p Mk Zi— quand K tend vers Z.

Si v = 2 alors ) € (3(Z) et (Fy)Zy), oy, est un processus stationnaire gaussien, filtre du
bruit blanc gaussien Z. Le processus (F;,Z;), ., est bien défini dans L2. 1l est possible
de le définir dans L! (et presque siirement) lorsque n € £1(Z) & (2(Z).

Si a =1 alors n € {*(Z), et jiq est une loi de Cauchy, qui n’a pas de moyenne ni de
variance, et dans ce cas F;Z; n’a ni moyenne ni variance. Par conséquent, quelque
soit la maniere de définir le processus (F,Z;),c;, il ne serait pas du second ordre et
donc pas stationnaire, ce qui ne I’empécherait pas d’étre éventuellement fortement
stationnaire au sens de 1’égalité des lois marginales de dimension finies!

Solution succincte de ’exercice 2.6 (Filtre de Kalman-Bucy).

1. Posons Y = (Zy,...,Zp—1). On a par hypothese

1 _(==pw)? 1 _(-)?
Ixyy = e 2 et frxy= e 27
| /212 1%, 2702

Note : si 4 ne dépend par de Y alors X et Y sont indépendants et donc fxy = fx,
mais de toute maniére, par la suite x dépendra de Y. A présent, on écrit

fxy _, Dk

fxzy [xy
e = fzxy5— = Izxy
fzy Iz,

Ixy fzy

Ixizy =



fzy = /fX,Z,Y dr = /fZ|X,YfX,Y dr = fy /fZ|X,YfX|Y dx

et

p 1 _@_w—éﬂ p 1 ,Qggui)
= — e 2y 2 — e +7%) .
/fZ|X,YfX|Y x 27T57/ x T

Le résultat voulu s’obtient en regroupant ces petits calculs.
2. a) Si(X,Z,%p) = (X1,Y1,0) alors

Loi(X | Zy) = N(a,0?) et Loi(Z | X)=N(X,a?),
d’ont
Loi(Y; | X1) = Loi(X | Z) = Loi(X | Z, Zy) = N(p*(a/o® + Z]a?), p?)
avec 1/p2 =1/02 + 1/a2. Donc X, = E(X; | Y1) = p2(a/o? + Y1 /a2) et
pr=EE((X) — X1)? | V1)) = p*.

b) Par construction des suites (X,,) et (Y;,) le vecteur (X,,—1,Y,—-1,...,Y7) est un

vecteur gaussien donc Loi(X,—1 | Y1,...,Y,_1) est gaussienne. Sa moyenne et
sa variance sont la moyenne et la variance conditionnelles de X, _; sachant
Frn-1.

c) De X,, =a+ X,_1 + ¢, et du fait que &, est indépendant de F,,_; on tire
Loi(Xy, | Fue1) = N(a,0?) * Loi(Xn_1 | Fue1) = N(a+ Xn_1,02 + p2_)
En posant (X, Z, Zo, ..., Zn—1) = (Xpn, Yo, Y1,...,Y,_1) il vient
Y,
Loi(x, | ) =N (¢ (4 + 12) )
0% o
avec = at+ Xn1,7 = 0% + P2y, et 1/p2 = 1/72 + 1/a2.

3. Découle des formules trouvées pour Loi(X,, | F) et Loi(X,—1 | Frno1).

Solution succincte de I’exercice 2.7 (Filtre de Kalman-Bucy multivarié).

1. Comme D est inversible, on peut considérer la matrice triangulaire inférieure par
blocs (qui est inversible car ses blocs diagonaux le sont)

1 0
L:= <—D10 D1> ’

et utiliser le produit matriciel par bloc pour obtenir

A— BD'C BD™! S BD!
i (R

Il en découle que M est inversible si et seulement si S est inversible, or dans ce cas

S BD\\"' (§! _s-lpp-1
0 I o I ’
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ce qui permet d’obtenir la formule d’inversion par bloc

v _p (S BD™ - g1 ~S-1BD!
- 0 I “\-Dlcs ! D14+ D lcs'BD!

ou encore plus simplement

M-l I 0\ /St 0 I —-BD!
“\-DlCc 1 0 D')\o I :

Supposons & présent que M est symétrique. Alors C' = BT et les matrices D et S
sont symétriques. Si de plus M est définie positive alors d’une part D est définie
positive en tant que bloc de M, et d’autre part M est inversible et la formule de
l'inversion par blocs de M montre que S~ est définie positive en tant que bloc de
M1, et donc S est définie positive. Réciproquement, si D et S sont définies positives,
alors en la seconde formule d’inversion par blocs M~! = T Tdiag(S~, D~)T ou T
est triangulaire par bloc et inversible indique que M ! est semblable & une matrice
définie positive, et elle est donc définie positive, et c’est donc aussi le cas de M.

. Soit X := X — X. Le vecteur aléatoire (X,Y —Y) est gaussien et

Cov(X,Y) =E((X = X) + D285 (Y = Y)YV = Y)T) = T1p + 21285, Top = 0,

par consequent X et Y sont 1ndependants Ainsi on dispose de la décomposition
X=X+ X avec X indépendant de Y et X fonction affine de Y. Il en découle que
Loi(X | Y) = N(X,Cov(X)). Enfin on a
Cov(X) = Cov(X — X)
=Cov(X — X — %1285 (Y = Y))
= Y11 — 2512855 Yot + T12%55 Do1
=Y — Y1955, Yoy

Au passage on obtient une réponse alternative et probabiliste & la question 1.

. La question 2 donne Loi(X | Y) = N(X,%). Intéressons nous & présent a la loi

conditionnelle Loi(X | Y, Z), qui est gaussienne. Nous pouvons supposer sans perdre
de généralité que Z est centré. Comme Y et Z sont indépendants et que l'un
d’entre eux au moins est centré, ils sont orthogonaux dans L? et donc la projection

orthogonale X := E(X | Y, Z) de X sur le sous-espace L*(0(Y,Z)) de L? est la somme
des projections orthogonales E(X | Y) = X (de X sur L?(o(Y))) et E(X — X | Z)
(de X sur L?(0(Z))). Reste a calculer la matrice de covariance. Comme
X-X=X_-X+EX-X|2)
avec X — X et E(X — X | Z) orthogonaux dans L?(c(Z)), il vient
Cov(X — X) = Cov(X — X) + Cov(E(X — X | 2))

ce qui conduit au résultat désiré en utilisant la question 2.

. Comme le vecteur aléatoire (X,,,Y1,...,Y,) est gaussien, il découle de la question

2 que Loi(X, | Y1,...,Ys) = N(Xpn, Ay) avec X,, fonction affine de Yi,..., Y, et
A, = Cov(X,, — X,,). Il reste & calculer (Xn+1, Ay +1) en fonction de (Xn7 A )



Comme X, 11 = AX,, + e,41 avec €41 centré et indépendant de (X,,,Y7,...,Y,) et
donc aussi de X,,, il vient, d’apres la question 2,

E(Xps1 | Y1,..., V) =E(AX, | Y1,....Y,) = AX,

et
Cov(Xny1 — AXp) = A AT + Q.

Il reste a introduire Y,,+1 dans le conditionnement. Pour cela, on considere le vecteur
aléatoire gaussien (Y1,...,Yy,, Y, ) ou Y, | =Y, —E(Yo1 | Y1,...,Y,)) , qui
engendre la méme tribu que (Y1,...,Y,+1) et dont la derniére coordonnée Y,/ 4 est
indépendantes des n premiéres (on parle d’innovation). Notons que

=Y — HAX, = HAX, + Hepy1 + Nt
ot X, = X, — X A présent, en utilisant la question 3 on obtient

X'n-i-l = AXn + E(Xn-i-l - E(Xn+1) | YriJrl)
Aps1 = ANAT +Q — Cov(Xppq — AX,).

Or
E(Xn1Y, 1) = AE(X, (X, — X)) DATHT +QHT
—ANATHT +QHT
E(Y,, Yil)=HANATH" + HQH' + R,
d’ott

Xnt1 = AX,
+ (AMAT + QHT (H(AMAT + Q)HT + R) ™M (Y1 — HAX,)
A1 = AN AT +Q
— (AMAT + QH T (H(AMAT + Q) H + R H(ANAT + Q).
. Oui, 'approche reste valable lorsque les bruits sont indépendants et de variance
variable (on dit que le bruit est hétérosédastique) et c¢’est une propriété remarquable du

filtre de Kalman-Bucy. De plus, certains aspects, notamment markoviens, subsistent
bien au dela du cas gaussien homogene, cf. par exemple le livre de Pardoux.
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FEUILLE D’EXERCICE 3

Equations et processus ARMA

Solution succincte de I’exercice 3.1 (ARMAda ou ARMArtial).

1. L’équation 1+ 0.2z — 0.4822 = 0 a pour solutions —5/4 et 5/3, qui ne sont pas de
module 1 donc il existe un processus stationnaire solution ;

2. L’équation 1+ 1.9z + 0.882% = 0 a pour solutions —10/11 et —5/4, qui ne sont pas
de module 1 donc il existe un processus stationnaire solution ;

3. L’équation 1+ 0.6z = 0 a pour solution —5/3 qui n’est pas de module 1 dont il existe
une solution stationnaire ;

4. L’équation 1+ 1.8z 4 0.8122 = 0 a pour solution —10/9 (racine double) qui n’est pas
de module 1 donc il existe une solution stationnaire.

Solution succincte de I’exercice 3.2 (ARMA(1,1)).

1. Une solution stationnaire existe (elle est alors unique, et c’est un processus linéaire)
lorsque le polynome ®(z) = P,,(2) = 1—¢z n’a pas de racine de module 1, c’est-a-dire
lorsque |¢| # 1 puisque ¢ a une unique racine z; = 1/¢;

2. La solution stationnaire est causale lorsque ® n’a pas de racine de module < 1, c’est-
a-dire lorsque |z1| > 1, c’est-a-dire |¢| < 1. La solution stationnaire est inversible
lorsque #(z) = 1+ 0z n’a pas de racine de module < 1, c¢’est-a-dire lorsque 'unique
racine —1/6 de 6 est de module > 1, c’est-a-dire lorsque |0] < 1;

3. D’apres un théoréeme du cours, la solution X s’obtient en développant en série de
puissances de z la fraction rationnelle de ’équation ARMA

= 146z

z

1— ¢z

dans un voisinage du cercle unité {z € C : |z| = 1}. On distingue les cas |¢| < 1 et

|| > 1.
Cas |¢| < 1. Si |z] =1 alors |pz| < 1 et

1 [e.e]
_ k_k
1_¢Z_Z¢Z
k=0

et donc
1 o0 o0 o0
1 +Zz _ Z¢kzk +0zz¢kzk —1 +Z¢k—1(¢+9)zk
— Qz
k=0 k=0 k=1

13



3. FEQUATIONS ET PROCESSUS ARMA

d’ou
Yk = Lpeo + 6" (¢ + 0) 10

Cas |¢| > 1. Si |z| = 1 alors |(¢2) 71| < 1 et

o0 o0

1 1 _ 1 ko —k _ _ ke —k
1—¢z  ¢z1—(¢2)71 ¢zkzzo¢ “ ;¢ s

et donc
1+0z _ _ i o FF— 02 i pFh = 07! + i R R
1— ¢z
k=1 k=1 k=1
d’ou

Y = —00 4o + 6o + 0) 110

Dans les deux cas, F(;l o Iy = Fy, pour tout t € Z,

X = rZik
keZ
oll la convergence a lieu p.s. et dans L?. On retrouve bien X = Z si § = —¢.

4. Pour tout h € Z, comme 7z (h) = 0%1)—,

vx (h) = vk, z(h) = Z Vivpyz(h+j — k) = o Zd}jwh+]’

JkeZ JEZL

Cette formule permet d’établir que yx (h) décroit géométriquement (exponentielle)
quand |h| — oo, en utilisant le fait que ¢ décroit géométriquement quand |k| — oo,
¢est-a-dire qu'il existe C' > 0 et 0 < p < 1 tels que |yx(h)| < Cpl" pour tout h € Z.

Solution succincte de 1’exercice 3.3.

1. Ona ®(2) =1 -3z et O(z) =1 — (10/3)z + 2%. Le polynome ® a une seule racine,
égale a 1/3. 1l ne s’annule donc pas sur le cercle unité, et donc, d’apres le cours,
I'équation ARMA(1,2) admet une unique solution stationnaire, qui est un processus
linéaire filtre de Z.

2. Le polynéme @ s’annule sur le disque unité. Comme 'absence d’annulation sur le
disque unité du polyndéme & est une condition suffisante mais pas forcément nécessaire
de causalité, on ne peut pas en déduire que la solution n’est pas causale.

Le cours affirme que la solution s’obtient en développant en série de puissances de z
autour du cercle unité la fraction rationnelle de 1’équation. Or on remarque que 1/3
est également racine de O, et pour tout z € C avec |z| =1,

O(z) _ (1-32)(1—32) B
3(2) 1- 32 3

Le dénominateur de cette fraction rationnelle irréductible ne s’annule pas sur le
disque unité, et donc la solution est causale! Ainsi il faut toujours simplifier les
racines communes a ¢ et © car la solution ne dépend que de la fraction rationnelle
irréductible.

3. La fraction rationnelle irréductible indique que la solution est donnée pour tout t € Z
par X; = Zy — (1/3)Z;—1. Ce processus est manifestement un filtre causal de Z.

14



4. Le polyndéme O s’annule sur le disque unité. Comme ’absence d’annulation sur le
disque unité du polynéme O est une condition suffisante mais pas forcément nécessaire
d’inversibilité, on ne peut pas en déduire que la solution n’est pas inversible. En
revanche, le numérateur de la fraction rationnelle irréductible est formé par le
polynoéme constant 1, qui ne s’annule pas, et donc le processus X est inversible!
L’expression de Z comme filtre causal de X s’obtient en développant 'inverse de la
fraction rationnelle irréductible en séries de puissances de z autour du cercle unité.
Comme pour tout z € C avec |z| = 1 on a [(1/3)z] < 1, il vient le développement
en série de puissances ®(2)/0(z) = 1/(1 — (1/3)2) = Y 1y 37 2%, qui donne enfin
la formule renversée Z; = (((2/0)(B))X)t = > re g3 ¥ Xi—k, qui est bien un filtre
causal de X.

Solution succincte de I’exercice 3.4.
1. Ona©(z) =1 (comme pour toute équation AR). D’autre part ®(z) = 1—2zP, dont les
racines {e”2™5/P 1 () < k < p — 1}, appelées racines p-iéme de 'unité, sont de module
1. Comme I'absence d’annulation de ® sur le cercle unité est une condition suffisante
mais pas forcément nécessaire pour I'existence (et unicité) d’une solution stationnaire,
on ne peut pas en déduire que I’équation n’admet pas de solution stationnaire.

2. Tentons d’établir qu’il n’existe pas de solution stationnaire en raisonnant par ’absurde.
Si X est une solution stationnaire, alors pour tout ¢ € Z et tout r > 1,

r—1
Xe=Xi p+Zi =Xy p+ L4+ Zy p=- =Xy pp+ Z Zt—kp.
k=0

Or d’une part, en utilisant le théoréme de Pythagore dans L2, il vient

1Xe — Xeapl2 = || Ze + Ziop + - + Zi_(r_1p |2 = 70 — o0,

r—00

tandis que d’autre part, en utilisant la stationnarité de X,

1X: = Xi-2pll3 = 75 (0) = 27x(2p) +7x(0) < 47x(0) = Opy(1),
ce qui est bien contradictoire. Il n’y a donc pas de solution stationnaire.

Solution succincte de I’exercice 3.5 (Produit d’ARMA).

1. Il s’agit de la causalité. D’apres le cours, cela a lieu lorsque les polynomes ®1(z) =
1— 1z et Po(z) =1 — oz ne s’annulent par sur le disque unité fermé. La condition
est donc min(|¢1], [¢2]) > 1 car les racines sont —1/¢1 et —1/p2. Cette condition
inclut la condition d’existence de la solution stationnaire : ®1(z) = 1 — ¢12 et
®9(z) = 1 — ¢az de ne pas s’annuler sur le cercle unité;

2. 1l s’agit de l'inversibilité : le bruit blanc £ (respectivement 7) est un filtre linéaire
causal du processus X (respectivement Y'). D’apres le cours, cela a lieu lorsque
les polynémes O;(z) = 14 601z et O2(z) = 1 + #22 ne s’annulent par sur le disque
unité fermé. La condition est donc min(|O1[, [©2]) > 1 car les racines sont —1/6; et
—1/02);

3. Comme X et Y sont inversibles on a ¢ = FyX et n = F;Y on V1) € (L(Z) (et a
support dans N), et donc pour tous s,t € Z, par continuité du produit scalaire,

Covies,m) =E(es,m) = Y UnhB(XoonYick) D bntwBE(Xop)E(Yiog) = 0.
h,k€Z h,k€Z

15



3. FEQUATIONS ET PROCESSUS ARMA

4. Pour tous t, h € Z, par indépendance, uz(t) = E(Z;) = E(Xy)E(Y;) =0 et

vz(t, t +h) = E(XeYi Xo1nYign)

= E(Xi Xen)E(Y;Yign)

= yx (h)yy (h)

_ 2 4 2 7

=3 (D wityan) a3 (D dithien )
720 >0

qui ne dépendent pas de ¢ (le processus Z est stationnaire).

Solution succincte de ’exercice 3.6 (ARMA(2,1)).

1. Ona Py(2) =1— 2+ 22/4= (1 — 2/2)? qui ne s’annule qu'en z = 2 (racine double).
Comme cette racine est de module > 2, il en découle que I’équation ARMA ci-dessus
admet une unique solution stationnaire, qui est causale;

2. Les (%) k>0 Sobtiennent en développant en série de puissance de z autour du cercle
unité la fraction rationnelle de 'ARMA : (ici |z/2] < 1si |z| = 1)

Py(z) 1+2

Pp(z)  (1-2/2)?
=(1+2)) (k+1)27Fz"
k>0

=14 ((k+1)27F + k2=*D) 2F,
k>1

(3k+1)2—F
Aol ¢ = 1o + (3k + 1)27F150. Note : (1 —u)™2 = 37 o(k + 1)uP si Ju] < 1;

3. Pour tout h > 0,

yx(h) =0 rthern = 0%y + 0727 ") Bk +1)(B(k+h) + 127 =
k>0 k>1

Solution succincte de I’exercice 3.7 (Filtrage exponentiel et AR(c0)). On vérifie
directement que ce processus MA(1) est solution de I’équation AR(c0) : pour tout ¢ € Z,

oo o0 o
Zy — Z NeX, =2, — ZAth,k + Z NAlz, =7, — Ny = X,
k=1 k=1 k=1

Solution succincte de 1’exercice 3.8.

1. Par analogie avec le cas scalaire (d = 1) on aimerait poser

Xy =) 7 4.
k>0

C’est une série dans l'espace de Hilbert L2(Q — R?) dont la norme ||Y| 2 =
E(||Y]]3)"/? dérive du produit scalaire E(X - Y). Elle converge absolument car

Vd
1302 Zillie < Y[98, pll Zeill o < D_II 55 Vio? = i —

k>0 k>0 k>0 - I_H(I)Hzﬁ;
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ou on a utilisé I'inégalité triangulaire pour la norme de L?, la sous-multiplicativité
de la norme de matrice puis le fait que [|Z;]|3. = =y i1 E(Z? ) = do?. Le processus
X est donc bien défini dans L2. 1l est bien solution de I’ equatlon AR(1) vectorielle
car par continuité de I'application linéaire Y € L? — ®Y € L? on a

Xy =) OMZ =) V=X -7
k>0 k>1

Notons que X a une norme constante en ce sens que pour tout ¢t € Z,

1X¢l|72 =E< > cijt—j'q)k'Zt—k) => Z &, P WE(Ze 0 Ztw)

§,k>0 §,k>0 uv,w=1

d
=a?) > (P,)

k>0 u,v

=0 ) Tr(@F(@")7).

k>0

Si X’ est une solution de I’équation dans L?, de norme constante, alors

n
X{=Z+0X] == Oz _,+ @”“Xt’_(nH) = Z 7, =X,
k=0 k>0
car [|@"X] e < I@1550XT e = 19155501 Xglle = o(1) et il y a

donc unicité parmi les solutions dans L2 de norme constante.

. Si les processus (Z;1)
les processus (X 1)

vezr -+ (Zt,d) ey sont indépendants et si @ est diagonale, alors
rezr o (Xtd),eq sont des AR(1) indépendants de coefficients
respectifs ®;1,..., Py 4 car dans ce cas 7, = ((I)]ith—k,l, e @s’dZt_,ad)T
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FEUILLE D’EXERCICE I

Mesure et densité spectrales

Sauf mention explicite du contraire, les suites et les coefficients sont réels.
Solution succincte de ’exercice 4.1 (Processus AR(1)).

1. On a vz(h) = 0?1;—¢ d’'ou fz(\) = % pour tout A € [—m,x]. La densité spectrale

est constante et attribue le méme poids o/(27) & toute fréquence A, d’ott le nom de
bruit blanc en identifiant une fréquence a une couleur par analogie avec la nature
ondulatoire de la lumiére (penser a la physique des rayonnements électromagnétiques) ;

2. On sait déja par un exercice précédent (ou par le cours) que pour tout h € Z,

ey () =) ajapyy (h+ k= )

JET kel

et cette formule fait sens car ||vy (h)|,, < v (0) < oo et |laf|; < co. D’autre part,
par définition de vy, on a, pour tout h € Z,

vy (h) = / et u(htk=7) qyn, (u).
[—71',71’}

Par conséquent, en utilisant le théoreme de Fubini-Tonelli,

Ve () =33 ajay / k=) dy ()

JEZ kel (=]

= / Z Z ajakei“(h+k_j)d1/y (u)
(=77 ez kez
2

—/ cfuh Zaje_i“j dvy (u)
[—7‘(,71']

JEZ

_ / eih | P, (o) Py (u),
[—7‘(,71']

dvp,y (uw)

Enfin si Y admet une densité spectrale fy alors

dvp,y(u) = ‘Pa(e_i“)‘le/y(u) = ‘Pa(e_iu)‘2fy(u) du.

fray
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4. MESURE ET DENSITE SPECTRALES

3. Si|¢| < 1 alors X = F,Z avec oy, = ¢*1;>0 pour tout k € Z, et

2 2
1
=7 ael-mal]

0_2
2w |1 —emiAg[2”

Ix(N) = 27

D (e7¢)
=0

J

Si |¢| > 1 alors X = F,Z avec ay, = —(¢) " **11;>1 pour tout k € Z, et donc

_ Z oA g1

Jj<0

2
0.2

- 2ol

2

1
) A€ [_71-771-];

1— e*i)‘dfl

2
fx(\) = ;7

4. L’équation AR(1) vérifiée par X donne
Xi=¢ ' Xpp1 — 07 Zipa.

—1 7/ 2 /42 A :
Notons que (—¢~"Z;, ), ez ~ BB (0,0’ 2o, ) Pour transformer cette équation au-
torégressive rétrograde en équation autorégressive progressive, on procede a un
retournement temporel en posant X; := X_4, ce qui donne

X =0 X 41— ¢ Zip,
soit, en posant t’ := —t,
Xy =0 ' Xy 1— ¢ ' Z_pia.

Il ne reste plus qu’a observer que (Z},), ., = (=01 Z_y11)peq ~ BB(0,0%/9?).
L’autocovariance d’un processus stationnaire est paire, et donc le retourné en temps
du processus a la méme autocovariance que le processus, et donc la méme densité
spectrale car la densité spectrale caractérise I’autocovariance.

Si X est de plus gaussien, alors sa loi est caractérisée par sa moyenne et son
autocovariance, et donc X et son retourné en temps X ont méme loi.

5. Si X est solution de 'équation MA(1) Xy = Z; — 07,1 = FyZ ou O, = 1j—g — 01—
alors 0 € ¢! car 6 est a support fini, et

—ijAq .
g e 0;
JEZ

2 2 2
o o
:—‘l—e ’)‘9‘ .

2
fx() = ;LTr 2T

Solution succincte de I’exercice 4.2 (Herglotz). 1l s’agit d’une réplique d’une partie
d’un exercice précédent sur I'autocovariance résolu par algebre linéaire. Une fonction
7Z — R est la fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire ssi elle est symétrique
(c’est-a-dire paire) et de type positif. Or le théoreme de Herglotz indique a son tour que
cela a lieu ssi la fonction constitue la suite des coefficients de Fourier d’une mesure positive
finie sur [—m, 7] (appelée mesure spectrale). Dans le cas de p, la condition |a] < 1/2 est
suffisante car la formule

T 149 t T A
/ e’th—i—g:os() dt = 1p—o + % e“h(e“ +e ) dt =1y + aljp—1
—T

—T

montre que p est alors la suite des coefficients de Fourier de la mesure positive finie sur
[—7, m] de densité t — (1+2acos(t))/(27). En fait, il s’agit de la fonction d’autocovariance
d'un processus MA(1) de paramétres 6 et o2 tels que (1 + 92)§ =1let 26% =a.
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Supposons réciproquement que |a| > 1/2 et montrons que p ne peut pas étre la suite des
coefficients de Fourier d’une mesure positive finie v sur [—m, 7]. On raisonne par ’absurde :
si ¢’était le cas, alors avec a = —signe(a) € {£1},

0< / (14 2acos(t)) v(dt) =v(0) +a(@(—1)+ (1)) =1+ 2aa =1 —2|a| < 0.
[frr,ﬂ_zro—’

Solution succincte de ’exercice 4.3 (Somme).

L pxiy(t) = px + py cte, yxyy (t,t + h) = vx(h) + 7y (h) ne dépend pas de t;
2. vx+y =vx +vy et fxiy = fx + fy car v et f dépendent linéairement de ~;

3. uxy(t) = pxpy et la quantité suivante ne dépend pas de t :

vxy (t,t+ h) = E(Xy Xegn)E(YeYern) — pxpy pix py
= (vx(h) + 1) (v (B) + pd) — i1l
= yx (W)yy (h) + p3vx (h) + px vy (h)

4. Pour tout ¢t € [—m, 7], en utilisant les théorémes de Fubini-Tonelli et de Herglotz,
(fx*xfy)@t) = [ Fx(u)fy(t—u)du

"1 —ihu 1 —ik(t—u
:/ %ZVX(h)e h %Z'yy(k)e Ft=u) gy

heZ keZ

_ 1 —z'l<:t1/7T —iu(h—k)
= o hkzez’yx(h)’yy(k‘)e om _We du

1p=k

1 —i
= 5= D> xRy (h)e™™
heZ

— % > e M yxy (h) = pyyx () — pxvy (h))
heZ

= fxv(t) — gy fx(t) — wi fr (t)
d’ou
fxy = fx* fy + 13 fx + pk fr.

Solution succincte de ’exercice 4.4 (Harmonique).

1. L’indépendance donne vx = vx_y + 7y, et par ailleurs, comme on sait que le
processus harmonique X — Y est stationnaire centré, on peut recalculer rapidement
son autocovariance en utilisant les propriétés de A et B (posons 0 = 7/3) :

Yx-y(h) =E(X = Y)o(X —Y)p)
= E(A(ARee™ + BIme?))
= o?NRec?

= o2 cos(6h).

Donc vy_y = %2(6_9 + dp) car

. 2 . . .
/ eMyx_y(dt) = %(eﬂhe + M) = o2Re(e™?) = 52 cos(hb).
[771-771-]
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4. MESURE ET DENSITE SPECTRALES

2
Douvy =vx_y +vy = %2(5,9 +dg) + vy. Si Y est un BB(O0, a%) alors vy = %dt
et donc dans ce cas vy comporte a la fois une partie a densité et des masses de Dirac
(par conséquent X n’a pas de densité spectrale, tout comme X —Y).
2. 81 X est un MA(1) X = F,,Z ot @ = 1p,—g + 01— et donc fx existe et vaut
o2

Fx(t) = [Pale™™) £2(t) = |1 + e[} ; = (1+ 20 cos(t) +6%)

Solution succincte de ’exercice 4.5 (Bestiaire).
1. f(m)=1- %2 < 0 ce qui n’est pas permis pour une densité spectrale;
2. f(—=m)=1- %2 < 0 ce qui n’est pas permis pour une densité spectrale ;

3. continue et positive donc définit une mesure positive finie sur [—7, 7], qui est donc la
mesure spectrale d’'un processus d’apres le théoréeme de Herglotz, qui admet donc f
comme densité spectrale.

Solution succincte de ’exercice 4.6 (Bande). On a spec(vy,) C [2mm, 2 M| car pour
tout n > 1 et tout vecteur v € R,

n
<’Yn’U,U> = Z ('yn)j,kvjvk

k=1
= > wli— koo
k=1
=3 v / eG=R F(1) dt
Jik=1 -
:/ Z vjvkez(] k)t f(t)dt
T\ jk=1
B 2
:/ > vt f(t)dt
|
. 2
E[m,M]/ Zvje”t dt
|
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FEUILLE D’EXERCICE 5

Prédiction

Solution succincte de I’exercice 5.1 (Processus déterministes).
1. Découle de proj(Xy, Hi—1) = argminycp, , || Xi —Y|y;

2. La quantité E((X; — proj(Xy, Hi_1))?) = || X; — proj(Xs, H;—1)||5 ne dépend pas de t
par stationnarité, et son annulation est équivalente & X; = proj(X;, H;_1) dans L?;

3. Pour tout t € Z, Xy = Acos(6t) + Bsin(6t), ou A et B sont des v.a.r. fixée, non
corrélées, de moyenne 0, et de variance o2, et ol 6 est un parameétre réel fixé. A
présent les formules trigonométriques 2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b) et
2 cos(a) sin(b) = sin(a + b) + sin(b — a) donnent, pour tout ¢ € 7Z,

X = 2COS(9)X,5_1 — Xy o€ Hyq, dou X;= pI‘Oj(Xt, Ht—l)-

Ainsi X est déterministe. Ceci n’est pas étonnant : les trajectoires du processus sont
des sinusoides dont la seule source d’aléa est I’amplitude, ce qui fait qu’a chaque
instant, il est possible de prédire le futur de la trajectoire a partir de son passé.

4. Un bruit blanc a variance non nulle n’est jamais déterministe. En effet, si Z ~
BB (0, 02) avec 02 > 0 alors Z; 1. Hy_q := vect{Z;_1, Zy_a,...} pour tout t € Z d’ou
proj(Zs, Hi—1) = 0 et || Z; — proj(Zs, He—1) |3 = || Z¢||5 = o > 0.

Solution succincte de ’exercice 5.2 (Lissage exponentiel).

1. En posant f(a) := Ez;é N (X, _p — a)?, il vient

n—1

flla) =23 M(Xop —a)
k=0

1-X

qui s’annule lorsque Zz;é NeX, 1=a Zz;é \F = a7

2. Pour établir la formule de mise & jour récursive, on écrit
n
Xnt1 = (1 - )‘) Z )‘an+1—k
k=0

=(1=0)> MNX, iy
k=0
= (1= NXni1 + AX,,
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5. PREDICTION

3. On a, en faisant le changement de variables (k, s) = (k, k + k'),
n—1
Z A X,
=0
—k—

-1

22)\ Z Xn—p—k
:nk - ,

22 Z N X

223—}—1)\5

s=0

4. La fonction f(a,b) := 32320 M(X,_p — (ak + b))? vérifie

n—1 n—1
A(1+/\) A
—70 b) N X — (ak + D))k ~ > XX, —b
1f(a ZO b (ak kzo U TSV R T
n—1 /\ 1
k
_732]«(@ b) = N(Xp_p — (ak 4 b)) § Nex, 4 — )\)Q—bl_)\

k=0

car (dérivées a l'origine de la transformée de Laplace de la loi géométrique)

Z N = Z kN = Z kAR = HA)A)

Supposons a présent que (a,b) est un point critique de f. On a alors

in

1+A
ENFX, b
Z et
et .
A
)\k
Z n by +b,
0
don 1—X\, 2 11—\, 2
a~ —2(X,— (1= NX, — AX,,) = %(Xn —X,)
et
b~ X, — A an~2X —f(

Solution succincte de ’exercice 5.3 (Inversibilité de la matrice d’autocovariance).

1. Comme 7,1 est singuliere, il existe un vecteur v € R™*! tel que v # 0 et (7,110, v) =
n a nécessairement v,y1 car sinon 7, serait singuliere. Comme (y,4+1v,v
0.0 g i t vpp1 #0 i it liere. C +
v(j — k)vjur, = Var() .15 v; on obtien Jwv =0 p.s. A présent, si
a k)vjop = Var(3 1) v, X; btient 3011 v, X; =0 p.s. A t

b(r—O—l)

vpy1 # 0, alors, en posant ; = vj/vp41, il vient, p.s.

r+1

1
Ko = X

24



Ensuite, pour tout n > r 4+ 1, on proceéde de méme pour exprimer X,, comme
combinaison linéaire de X,,_1,..., X,—,, puis X,,—1 comme combinaison linéaire de
Xn-2,...,Xpn_r_1, etc, jusqu’a éliminer tous les X; avec j > r + 1.

2. De la question précédente on tire Apin(7,) > 0 et

'7(0) = Var(Xn-H) = <7rb(n)7 b(n)> > )‘min(%“) b ) > )‘min('YT) b(™)
d’out 0
(n), _ H (n) gl
su by’ = su b < —7 <
n2r+1f§j§r’ il nzr—?-l o = Amin(Vr)

3. On a en utilisant les deux questions précédentes

1<j<rn>r+1 n—r+1<k<n

0<7(0)=Var(X,1) =Y y(n+1- < sup 0] max_ |y(k)|
j=1

or le second membre tend vers 0 quand n — oo si y(t) — 0 quand ¢ — oc.

Solution succincte de ’exercice 5.4 (Prédiction de processus autorégressifs).

1. Xy = 1,1 X1 ot @11 est solution de 11,1 = (1), et comme y; = ¥(0), il vient
11 = v(1)/7(0) = p(1), d’ott enfin X5 = p(1)X;. Notons que p(1) = ¢, car
I'équation AR(1) donne v(1) = E(X;Xo) = E((¢1X0+21)X0) = ¢17(0) par causalité
car Xg € vect(Zy, Z_1,...).

Montrons que X3 = ©1X2. On a X3 — 1 Xy € vect(X1, Xa), et il suffit d’établir que
X3 — 1 X2 L X5 et 1 X9 L Xo. Or en utilisant 1’équation AR(1) et la causalité on
obtient <X3 — g01X2,X1> = <Z3,X1> =0et <X3 — @1X2,X2> = <Zg, X2> = 0.

Plus généralement, pour tout n > 1, Xn+1 = 1 X, car 01X, € vect(Xq,...,X,,) et
I’équation AR(1) et la causalité donnent pour tout Y € vect(X1,...,X,)

<Xn+1 — p1Xn, Y> = <Zn+1a Y> =0.

2. On a Xn—l—l = p1 X+ p2 X1 car p1 X, + w2 X1 € vect(X, ..., X,) tandis que
Iéquation AR(2) et la causalité donnent pour tout Y € vect(Xy,...,X,)

<Xn+1 - (QOan + 902Xn*1)a Y) = <Zn+17y> = 0.

3. Toujours la méme idée poussée encore plus loin : On a XnJrl =1 Xp+-F+pXn_pt1
car 1 Xp + -+ ©pXp_py1 € vect(Xy,...,X,) tandis que I'équation AR(p) et la
causalité donnent pour tout Y € vect(Xy,...,X,)

(XTL+1 - (Span et SDPXn*erl)a Y> = <Zn+17 Y> = 0.

Solution succincte de ’exercice 5.5 (Prédiction de processus ARMA).

1. Par causalité et inversibilité on obtient

Xe=> iZij et Zy=» mX

J=0 J=0

d’ou
Xnth = Z ViZnth—j €t Zpih = Xppn + Z i Xnth—j-
Jj=0 j=1
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5. PREDICTION

26

En appliquant proj,,, on obtient

Xoeh = 1;proj g, (Znsn—j)
Jj=0
or M, = vect(Z; : —oo < j < n) par causalité, et donc proj g, (Zn+h—j) = Znth—j
sin+h—j <n cest-a-dire si j > h, tandis que comme Z est un bruit blanc, on a
Zpih—j L My, c'est-a-dire proj g, (Zn4n—j) = 0si n+h—j > n c’est-a-dire si j < h.
On obtient bien la formule attendue X, = Zth Vi Zpth—j-
En appliquant proj,,, cette fois-ci a la formule de Z,,,j, ci-dessus il vient

Projag, (Zn+n) = Xt + Z"Tan-‘rh—j
j=1

or comme h >1ona Z,p L M, dott X,ip=— Zj>1 T Xt h—j-
On a enfin

h—1
Xveh = Xnwh = D Wi Znin—j = ) ViZn+h—j = Y $iZn+h—
j=0

J=0 Jj=h
d’ou
~ h—1
E((Xptn — Xn+h)2) =0’ Z /IIZ)?
=0

. Notons tout d’abord qu'un AR(p) causal est toujours inversible car 0(z) = 1, et un

MA(1) inversible est toujours causal car ®(z) = 1.
Pour un AR(p), ona f(z) =1let ®(z) = 1—(p12+---+¢pzP) donc my =1, 15 = —p;
sil<j<petm;=0sij>p,dou

p
Xntn =+ Z ©i Xn+h—j
=1

et en particulier

P
Xn+1 =+ Z 0 Xnt+1—j
=1

et comme n+ 1 —j < n pour j > 1 il vient Xn+1_j = X,q1-j, d'ott

p
Xps1 =+ 9iXns1j et E(Xpr1 — Xnp1)?) = 029 = o2
j=1

Pour un MA(1) inversible on obtient comme précédemment que
Xnt1=— Z i Xnt1—j
i>1
oronay i w2l =1/(1+612) = ijo(—t%z)j d’ou 7; = (—61)?, ce qui donne
Xnj1==3 (=01) Xpj1j==> (=01 X,
j=1 =0

tandis que comme 1; = 1;— il vient

E((Xn+1 — Xn+1)2) = o’



Solution succincte de ’exercice 5.6 (Prédiction d’'un MA(1) et algorithme des inno-
vations). L’autocovariance d'un MA(1) vérifie

0

sili—j|>1
k(i,j) =< a2(1+6%) sii=j
o2 sij=i+1

On a vg = k(1,1) = o2(1 + 62).
Etapek‘:(). Onab,,=0sin>2car
Hn,nzvg( (n+1,1) Z) k(n+1,1).
]

Etapekzzl. Onab,,—1=0sin>3car

9n,n71=?)1 ( TL+1 2 2911 —inn— ]v])—Ull(fi(n+1,2)—«9119nnvo)

=0sin>3 =0sin>2

Etape k = 2. Pour n > 4 on trouve 6,,,—2 = 0 si n > 4, car en utilisant le fait que
(n+1,3) =0et 0,4 =0, n—1 =0 (obtenu précédemment)

9,17”_2:1)2_ ( (n+1,3) 2022 — i ]v]>—0

Plus généralement, pour tout k& € {0,1,..., n} on montre par récurrence que 6, ,,—p = 0
sin>k+2et k>0 cest-a-dire que

th; =0, 2<j<n.
Il en découle que pour k =n — 1,

0n71:v7ﬂ1( (n+1,n) Zﬁn Ln—1—j0nn— ]UJ> :v;_llli(n%—l,n),

=0
et donc pour notre MA(1) on a

1 5 2
On1 =v,_ 00"

Ceci permet d’obtenir une formule de récurrence pour v, pour notre MA(1) car

vy, =kr(n+1,n+1) Zﬁnn _jv

=021+ 6% — Zem v

=0o*(1+6%) — 9 1Vn—1
=0?(14 6% — v, 2,0%0%, 1
=2(1+6% — v, 0%"
En conclusion, on a, pour notre MA(1),
Xni1 = 0n1(Xn — Xp) = 002 (X,, — Xp)vy,

ou v, est calculé par récurrence avec 1’équation précédente
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FEUILLE D’EXERCICE 6

Estimation

Solution succincte de l’exercice 6.1 (Estimation de la moyenne et intervalle de
confiance).

1. Comme |¢| < 1, le processus stationnaire X solution de 1’équation AR(1) est un
filtre causal de Z, et par conséquent, d’apres un théoreme du cours, on dispose du
théoreme de la limite centrale suivant :

V0, —0) %5 N(0,7)

n—oo
ouy =27 fx(0) et ou fx est la densité spectrale de X, qui est donnée ici par fx(\) =
%m pour tout A € [, 7], d’ott enfin v = 02/(1 — )%, Alternativement, on
peut mener le calcul de la variance asymptotique directement :

~ 1 .
nv(o) =~ > (-9
0<ij<n—1
n—1
n—~h
= > vx (h)

h=—(n—1)

n—1
h
= Z <1 - n) vx (h)
h=—(n—1)
YRS x(h)
n—oo
heZ

=> e_ihAVX(h)‘

heZ
=27 fx(0)

ou la derniere identité provient d’un exercice précédent sur la densité spectrale;

A=0

2. La convergence en loi précédente permet de construire un intervalle de confiance
asymptotique I, , suivant de niveau de confiance 1 — «. En effet, on écrit

P(&eé\/ZJa> :P(‘Z(é@)e%) — P(Zed)=1-a

ot Z ~N(0,1) et Jo = [~G1—a/2,q1-a/2] OU gp est le quantile d’ordre p de N(0,1)
c’est-a-dire P(Z < g,) = p, ce qui donne

Ino = [5— \/7611—a/2, 0+ \/;%—ap}
n n
29



6. ESTIMATION

Cet intervalle de confiance permet de tester I’hypothese statistique Hg :«0 = O»
contre I'hypothese alternative Hy :«6 # O». Pour a = 5% on a q;_q/2 ~ 1.96, ce

qui donne avec les valeurs fournies pour n et 0 Dintervalle [—0.422,0.963]. Comme 0
appartient & cet intervalle, on accepte Hy avec un niveau de confiance de 5%

3. 8i X = (Xo,..., X, 1) alors Cov(X™) = Cov(Y ™) = ~,,, d’ott
) 2 o1/2y ) g1/ 4o V2x ) Z g4 4 70

ou Z(") = 7;1/2X(”) vérifie Cov(Z™) = I,,. On a donc
(ATA) AV = (17,29, 210) T 3 2, Py ) = 6.
Il s’agit donc tout simplement d’un estimateur par projection orthogonale obtenu

par moindres carrés ming HQA — f’rfn) H, bien connu pour le modele linéaire ;
4. OnaE(0,) = (14, 11,) (1] v,11,)0 = 0 et

~ 1

E((0n)%) = SE((1 77 Y )%,

(1;5'7771171)
Or comme 1,1V = (1[4 1y ()T = y(WTA~11 (il s’agit d’un réel), on a

E((1,7, 'Y ™)?) = E(1,7, 'YWy,
= n%l 'E(Y (n)y(n)T) 11,
_17% (yn + 01,1, )y, 11,
=11, + 014 11,)?

d’ou
v(,) =
(6-) Ly 1,

Or d’apres le cours (décomposition de Cholesky LDL de 7,,), on a

2

-1
PR 02> s 70-2> <I>n ou (I)n(l,]) = 112] - ¢1i=j+1-

En notant que ®,1,, = (1 —¢,...,1 —¢,1)", ceci permet d’établir la formule

42
17 1, = (B,1,) D@1, = (1— ¢) %+(n—2)(1—¢)2i+i

Donc finalement

~ o2

v, — —.
O S T ap
Ainsi, les estimateurs §n et gn sont asymptotiquement de méme variance.

Solution succincte de ’exercice 6.2 (Comparaison de différents estimateurs pour un
MA(1)).

1. On sait que 7x = o 2(1 4 6%)1j—g + 0%01},—11, ce qui donne 7(0) = 52(1 + 9\2) et
(1) = 520, d’ott on tire

iy _ 6
70) 1462
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Cela donne I’équation du second degré ﬁ(1)§2 —0+ p(1) =0en 6 dont le discriminant
§=1—4p(1)% est > 0ssi [p(1)] < 1/2. Si |p(1)] < 1/2 les solutions sont

1+/T—4500)
2p(1)

é\:

et comme on souhaite que |0] < 1, on impose |§] < 1 ce qui donne
G_ 1= V/1- 40
W)

Sip(1) = 1/2 alors = 1 tandis que si p(1) = —1/2 alors 0 = —1. Pour rendre
I'estimateur «continu», on pose finalement

—

6= g(p(1))

ou
-1 siu>1/2,
g(u) = ¢ IV 1y < 1/2,
+1 siu< —1/2.

. D’apres le cours (formule de Bartlett)

Va(p(1) = p(1)) -2 N(0,wi1)

n—o0

ou

wij =Y [p(k+ 1)+ p(k — i) — 2p()p(k)] [p(k + ) + p(k — §) — 2p(4)p(K)]
k>1

Comme X est un MA(1) on a p(h) = 0si |h| > 1 et donc (note : p(0) =1)

w11 = (p(0) +0 = 2p(1)%)% + (p(1) +0 = 0)* = 1 = 3p(1)* + 4p(1)",
k=1 k=2

ce qui donne .
Va(p(1) = p(1)) —% N(0,1 - 3p(1)% + 4p(1)).

n—oo

. On a6 = g(p(1). La méthode-delta donne

Vilg(p(1) = g(p(1))) =5 N(0,¢/(p(1))*wi1):

=ot(6)

Un calcul donne

1402440 +0° 4+ 6°
U%(O) = 9,(0(1))2101,1 = (1—62)2

. On a 03(f) = 1. L’estimateur 0y est meilleur que 6; ssi (1 =)o3(0) < 03(0) c.-a-d. ssi
1462 440% 4+ 6%+ 6% > (1 — 0%)2 =1 — 20% + 6%, ce qui est toujours vrai.

. On a 03(0)? = 1 — 62. L’estimateur 05 est meilleur que 0y ssi (1—06% =)o3(0) <
o1(0)?(= 1) ce qui est toujours vrai.
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Examen partiel
Durée : 2 heures
Conditions : sans calculatrice ni documents

Exercice 1 (Filtrage d’'un bruit blanc). Soit (§),cz une suite de variables aléatoires
(réelles) indépendantes, identiquement distribuées, de carré intégrable, et telles que

El¢] =0 et E[¢Y] =0, teZ
Soit (&;)¢ez le processus défini par
e=U&, teZ,
ou U est une variable aléatoire de carré intégrable, indépendante de (&;).cz et telle que
E[U?] = p*.

1. Montrer que (£;):cz est un bruit blanc faible dont on explicitera la variance.
2. Le processus (&;);cz est-il un bruit blanc fort?

On définit le filtre v = (Y )rez Par ¥ = 27% pour k > 1 et ¢, = 0 pour k < 0.
3. Montrer que pour tout ¢ € 7Z, la variable aléatoire

X, = Z YrEr—
keZ

est bien définie et de carré intégrable.
4. Montrer que (X,);cz est stationnaire et causal.
5. Calculer l'autocovariance vx(h) de (X;):cz en fonction de o2 et p?.

Exercice 2 (Modéle AR(1) bruité). Soit (Z;):cz un processus MA(1) s’écrivant
Zt = Uz + 9Ut,1, te Z./ (*)

ou # € R et (U;)sez est un bruit blanc faible de variance o2.
1. Justifier le fait que (Z;);cz est un processus stationnaire.
2. Calculer la fonction d’autocovariance de (Z;)cz.-

On admettra dans la suite qu'un processus stationnaire ayant la méme fonction d’auto-
covariance que (Z;)icz est un MA(1) admettant la représentation ().

On considere le processus (Y} )z défini par
}/;:2}/;5—1+€t7 teZ

ol (&)sez est un bruit blanc faible de variance 2. On suppose que (Y;)icz est entaché

18°
d’une erreur d’observation : on observe
Xt:Yt"'Utv teZv

ou (1;)sez est un bruit blanc faible de variance é et non-corrélé ! avec (g;);cz.

1. C’est-a-dire E[e;n] = 0 pour tous ¢, ¢ € Z.

1/4




4.

Université Paris-Dauphine — M1 MA 2012/2013 — Séries Temporelles

. Montrer que le processus (W,),cz défini par

Wy=¢e+m —2m_1, t€Z

est un processus MA(1), c’est-a-dire qu’il admet la représentation (x) pour des
valeurs 6 et 02 que I'on déterminera.
En déduire que (X;),z est solution d'une équation ARMA que 1'on explicitera.

Exercice 3 (Construction d’un processus stationnaire). Soient U une variable aléatoire
sur T = [—m, ) de loi Py, et Z une variable aléatoire réelle, indépendante de U, de carré
intégrable et centrée. On pose

X = Zexp(itU), t € Z.

Montrer que (X;);cz & valeurs dans C est stationnaire centré.

. Montrer que la fonction d’autocovariance de (X;)cz est donnée par

vx(h) = E[Z?] / Py (dw), h € Z.

T

Montrer que si la loi Py est symétrique?, alors yx est réelle et paire.

Montrer que si ¢ est une variable aléatoire a valeurs dans T = [—, 7), alors la fonc-
tion caractéristique @¢(t) = E[e*®] de £ définit pour ¢ € Z la fonction de covariance
d’un processus stationnaire a valeurs dans C.

2. Laloi Py est symétrique si pour toute ¢ : T — C bornée, on a [ ¢(w)Py(dw) = [1 p(—w)Py(dw).

2/4




Université Paris-Dauphine — M1 MA 2012/2013 — Séries Temporelles

English version

Exercise 1 (White noise filtering). Let (& ):cz be a sequence of (real-valued) square inte-
grable, independent random variables, with same distribution, and such that

E[¢] =0 and E[¢}] =0? teZ.
Let (¢¢)iez be the random process defined by
e=U&,, teZ,
where U is a square integrable random variable, independent of (& ):cz and such that
E[U?] = p*.
1. Show that the process (¢;):cz is a weak white noise and compute its variance.

2. Is (&4)tez a strong white noise?

Let us define v = (Y} )rez by ¥ = 27% for k > 1 and +, = 0 for k < 0.
3. Show that for every ¢t € Z, the random variable

X = Z YrEi—k
keZ

is well-defined and square integrable.
4. Show that the process (X;),cz is stationary and causal.
5. Compute the autocovariance yx of (X;);cz and express it with o? and p?.

Exercise 2 (Noisy AR(1) process). Let (Z,;);cz be a MA(1) process with representation
Zt = Ut + 9Ut717 te Z./ (*)

where 0 € R et (U,);cz is a weak white noise with variance o2.
1. Show that (Z;):cz is stationary.
2. Compute the autocovariance function of (Z;)cz.

We will admit in the sequel that a stationary process with the same autocovariance func-
tion as (Z;)iez is a MA(1) process admitting representation (x). Let us consider the
random process (Y;);cz defined by

}/t:21/t71+8t,tez

where (g;):cz is a weak white noise with variance %. We assume that (Y;):ez is blurred by
a systematic experimental noise: we observe

Xt:Y;—"_nh tEZ7

where (7:):cz is a weak white noise with variance % and uncorrelated ® with (&;);c7.
3. Show that the process (W;)cz defined by

Wt = &t + e — 27]15717 te VA

is a MA(1) process i.e. satisfies () for a set of values 6 and o2 to be determined.

3. This means that E[e;n] = 0 for every ¢ € Z.
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4. Derive that (X;):cz is a solution to an ARMA equation to be determined.

Exercise 3 (Constructing a stationary process). Let U be a random variable on T =
[—7, ) with law Py, and let Z be a square integrable, real-valued random variable, inde-
pendent of U and centred. Set

X = Zexp(itU), t € Z.
1. Show that the process (X;);cz with values in C is stationary and centred.
2. Show that the autocovariance function of (X});czis given by

vx(h) = E[Z?] / M Py(dw), h € Z.

T

3. Show that if the law Py is symmetric?, then vy is real-valued and even.

4. Show that if ¢ is a random variable with values in T = [—, 7), then the character-
istic function ®(t) = E[e"*] of ¢ defines for every ¢ € Z the autocovariance function
of a stationary process with values in C.

4. The law Py is symmetric if, for every bounded ¢ : T — C, one has [} ¢(w)Py (dw) = [} o(—w)Py (dw).
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Examen final

Durée : 2 heures
Conditions : sans calculatrice ni documents
1l sera tenu grand compte de la présentation et de la rédaction

Exercice 1. Soient X = (X;):cz et Y = (Y;):ez deux processus liés par la relation suivante

Yi=0¢Yi 1+ Xy + ¢,
Xt = thfl + Mt te Za
ol € = (g¢)1ez €t n = (1)1ez sont deux bruit blancs faibles décorrélés !, de variance 1, et ¢
et ¢ sont deux réels distincts dans ]0, 1[.
1. Montrer que X est bien défini et stationnaire.

2. Montrer que W = (W,);cz défini par
Wt:Xt+€t7 teZ.

est stationnaire.
3. En déduire que Y est bien défini et stationnaire.
On note B l'opérateur retard, défini par BX; = X, | pourt € Z.
4. Montrer que Z = (Z;);ez défini par

Zt = (1_¢B)(1_U}B)}/ﬁ tEZ,

est stationnaire et calculer sa fonction d’autocovariance.

5. En déduire que Z est un processus MA(1), c’est-a-dire qu'il vérifie
Zy =G+ 91, tEZ,

ol ¢ = ({;)iez est un bruit blanc de variance o2 > 0 et ¥ € R.
6. En déduire que Y est un processus ARMA(p, ¢q) dont on précisera les ordres p et g.

7. On suppose
9+ ¢#£0 et 9+ #0.

Montrer sans calcul qu'il existe une représentation causale de Y.
8. Montrer que I'on a la décomposition en éléments simples
1 1 ( 10) P )
(1—¢x)1—vz) ¢—¢\l—¢x 1—va/

9. En déduire la représentation causale

Y, = Z agGy—e

>0

pour une suite (a,)cz de £*(Z) que 'on explicitera.

1. C’est-a-dire pour tous s,t € Z, on a E[e;n,] = 0.
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Exercice 2. Soit Y = (Y});cz un processus vérifiant
}/t:d)}/tfl—"_gh t€Z7

ol ¢ = (&):ez est un bruit blanc fort de variance o2 > 0 et ¢ €] — 1, 1[.
1. Montrer que Y est bien défini.
Soit ;4 € R. On pose
Xi=p+Y, tel

2. Montrer que X = (X,);cz est stationnaire. Calculer sa moyenne et sa fonction
d’autocovariance en fonction de i, o2 et ¢.
3. Justifier I’existence de la densité spectrale fy de X et I'exprimer avec o? et ¢.
Pour un entier n > 1, on observe (une réalisation) du vecteur aléatoire (X7, ..., X,).
4. Montrer que l'estimateur i, =n~' >, X RN 1 en probabilité lorsque n — co.
5. En notant N(0,v?) la loi normale centrée de variance v?, montrer que

V(7 — 1) = N(0,°)

lorsque n — oo, et expliciter v? en fonction de o2 et ¢.

6. On suppose o2 et ¢ connus. Soit a €]0,1[. Construire un intervalle de confiance
pour i asymptotiquement de niveau 1 — a.

7. Pour quelle valeur limite de ¢ obtient-on l'intervalle de confiance ayant la plus
grande précision ?

8. On ne suppose plus ¢ et o connus. Proposer la construction d’un intervalle de
confiance pour i asymptotiquement de niveau 1 — a.
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English version

Exercise 1. Let X = (X,);cz and Y = (V}),cz be two stochastic processes that satisfy

Yi=9Y 1+ X; + ey,
Xi =Xy +m, tEZ,
where € = (g/)icz and 1 = (1;)sez are two uncorrelated? weak white noises with unit
variance, and ¢ and ¢ are two distinct real numbers in (0, 1).
1. Show that X is well-defined and stationary.
2. Show that W = (W})sez defined by

Wt:Xt+Et7 teZ.

is stationary.
3. Derive that Y is well-defined and stationary.
We write B for the delay operator, defined by BX, = X; ; fort € Z.
4. Show that Z = (Z,),cz defined by

is stationary and compute its autocovariance function.
5. Derive that Z is a MA(1) process, meaning that it can be written as
Zt = Ct +’l9<-t717 t S Z,

where ¢ = ({;):cz is a white noise with variance ¢ > 0 and ¥ € R.
6. Derive that Y is a ARMA(p, ¢) process and identify its parameters p and g.

7. We assume that
Y+ ¢#0 and ¥+ ¢ #0.

Prove (with no calculation) that there exists a causal representation for Y

8. Prove the decomposition

1 1 ¢ Y
(1 —¢z)(1 — vz) ’gb—w(l—m_l—w.r)‘

9. Derive the causal representation

Y, = Z ag Gy—e

>0

for a sequence (ay)sez of £1(Z) to be determined.

Exercise 2. Let Y = (Y}),cz be a stochastic process such that
}/E‘ZQZSK*IJFEM t€Z7

where ¢ = (g);¢z is a strong white noise with variance 02 > 0 and ¢ € (-1, 1).

2. This means that for every s, ¢ € Z, we have E[g;n,] = 0.
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1. Show that Y is well-defined.
Let 1 € R and
Xy=p+Y, teZ

2. Show that X = (X;)cz is stationary. Compute its mean and autocovariance func-
tion as a function of x, o2 and ¢.
3. Prove the existence of a spectral density fx de X and express it with ¢? and ¢.
For an integer n > 1, one observes (a realisation) of the random vector (Xi,..., X,).
4. Prove that the estimator 7i,, = n~! > »_, X; converges to p in probability as n — co.
5. Prove that
~ loi
\/ﬁ(.un - /L) — N(07 02)
as n — oo, where N (0,v?) denotes the centred Gaussian law with variance v? and
compute v? as a function of o2 and ¢.
6. We assume that o2 and ¢ are known. Let « € (0, 1). Build a confidence interval for
1 that is asymptotically of confidence level 1 — a.
7. For which limiting value for ¢ do we have the best accuracy for this interval?
8. We do not assume ¢ nor ¢ known anymore. Give a suggestion for constructing a
confidence interval for p that is asymptotically of confidence level 1 — a.
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : mercredi 20 novembre 2013
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Dans toute la suite, Z est un bruit blanc de moyenne 0 et de variance 2.
Exercice 1.

1. Qu’est-ce qu'un processus causal? Donner une condition sur «a, b, ¢ € R pour que
le processus linéaire X; = aZ; 1 + bZ; + ¢Z;_1 soit causal;

2. Calculer (1 — B)?X, ou B est I'opérateur retard et ou X, = t*13 — 1 + Z,;

3. Si Z; est de plus gaussienne pour tout ¢ € Z, est-ce que X; = Z? est du second
ordre ? Stationnaire ?

4. Trouver une solution de l'équation ARMA(1,1) X; = 2X; 1 + Z; — Z;—1. Est-elle
causale ? Inversible ?;

5. Calculer la densité spectrale d'un MA(1).
Exercice 2. Soit A € R, et pourtout k € Z, a, = \'sik>0eta, =0sik <0.
1. Si || < 1, montrer que le processus X; = >, ., axZ;_, est bien défini;

2. Calculer les fonctions moyenne et d’autocovariance du processus X de la question
précédente. Ce processus est-il stationnaire ? Causal ?;

3. Que se passe-tilsiA\=1"7
Exercice 3. Soit I'équation AR(c0) X; = Z; — > 1o A X, pou0 < A < 1.
1. Ecrire I'équation AR(cc) sous la forme F, X = F3Z;

2. Trouver un processus linéaire solution de 1’équation AR(co).
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : jeudi 23 janvier 2014
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Exercice 1. Soit Z ~ BB(0, 0?), et B I'opérateur retard.
1. Exprimer Y; = (1 — B)X, en fonction de Z;,, ou X; =t + 1+ Z;;
2. Le processus Y, est-il stationnaire ? Préciser sa moyenne et son autocovariance;
3. Soit « € (*(Z), c’est-a-dire que >, , |ay|* < co. A-t-on a € (*(Z)? (Justifier);
4. Montrer que si a € (?(Z), alors on peut définir F,Z dans L2
Exercice 2. Soit Z un BB(0, ¢?).

1. On considere I’équation ARMA(1,1) X; = Z; + 27,1 + (1/2)X;_;. Trouver une solu-
tion stationnaire X. Est-elle unique ? Causale ? Inversible ?

2. Exprimer I’équation et sa solution X avec des filtres, et avec 1’opérateur retard B;
3. Exprimer l'autocovariance vx de X en fonction de a tel que X = F,7;
4. Comment se comporte Cov(X,, X;) quand |t — s| — c0?

5. Calculer le prédicteur proj(Xs, H; 1), puis en déduire proj(X;, Hi—11), t € Z

Exercice 3. Soit Z ~BB(0,02) et a,3 €] — 1,1], et B l'opérateur retard. Trouver une
solution stationnaire de 1’équation ARMA (0o, 0o) suivante : Y ;- o*B*X = >  B*B*Z.

Exercice 4. Soient A et B des v.a.r. indépendantes de moyenne 0 et de variance o2, et § €
[—7, 7] une constante. On considére le processus «harmonique» X; = A cos(6t)+ B sin(6t).

1. Montrer que X est stationnaire et calculer son autocovariance vx ;

2. Calculer la matrice de covariance I',, de (X, ..., X,,) lorsque 6 = 7;

3. Calculer la mesure spectrale de X. Préciser la densité spectrale si possible;

4. Est-ce que yx € (1(Z)?

5. Tracer une trajectoire du processus Y; = Acos(0t) en figurant A(w) et 6;
Exercice 5. Soit X un processus stationnaire réel de moyenne p et d’autocovariance +.

1. Donner la définition de la moyenne empirique X, ;

2. Calculer le biais de X,, en fonction de x et 7;

3. Calculer l'écart quadratique moyen de X,, en fonction de y et 7.

4. Que se passe-t-il lorsque lim,_,o, y(h) = 07?

5. Que se passe-t-il lorsque v € (}(Z)?
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Examen de rattrapage

Durée : 2 heures
Date : lundi 1 septembre 2014
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Dans toute la suite, Z est un bruit blanc de moyenne 0 et de variance 2.
Ce sujet reprend des éléments de I’examen partiel et de I’examen final de ’année.

Exercice 1.

1.

5.

Qu’est-ce qu’'un processus causal? Donner une condition sur a,b,c € R pour que
le processus linéaire X; = aZ;, 19 + bZ; + cZ;_19 soit causal;

. Calculer (B — 1)?1X, ou B est I'opérateur retard et ou X; = 13 — 1+ Z;;

. Si Z; est de plus gaussienne pour tout ¢t € Z, est-ce que X; = Z} est du second

ordre ? Stationnaire ? Que se passe-t-il si Z est un bruit blanc fort?

. Trouver une solution de I’équation ARMA(1,1) 2X, = 4X, | + 27, — 27, ;. Est-elle

causale ? Inversible ?;

Calculer la densité spectrale d’'un MA(1).

Exercice 2. Soit A\ € R, et pourtout k € Z, a, = \'sik>0eta, =0sik < 0.

1.
2.

3.

Si [A\| < 1, montrer que le processus X; = >, ., ;i Z;_ est bien défini;

Calculer les fonctions moyenne et d’autocovariance du processus X de la question
précédente. Ce processus est-il stationnaire ? Causal?;

Que se passe-t-ilsi A =17

Exercice 3. Soit I'équation AR(c0) X; = Z; — > 1o A X, pou0< A< 1.

1.
2.

Ecrire I'équation AR(co) sous la forme F, X = F3Z;

Trouver un processus linéaire solution de 1’équation AR(c0).

Exercice 4. Soient A et B des v.a.r. indépendantes de moyenne 0 et de variance o2, et § €
[—7, 7] une constante. On considére le processus «harmonique» X; = A cos(6t)+ B sin(6t).

1. Montrer que X est stationnaire et calculer son autocovariance vy ;
2. Calculer la matrice de covariance I',, de (X, ..., X,,) lorsque 6 = 7;
3.

4. Est-ce que yx € (1(Z)?

5.

Calculer la mesure spectrale de X. Préciser la densité spectrale si possible;

Tracer une trajectoire du processus Y; = Acos(0t) en figurant A(w) et 6;

Exercice 5. Soit X un processus stationnaire réel de moyenne p et d’autocovariance +.

1.

Donner la définition de la moyenne empirique X, ;

2. Calculer le biais de X, en fonction de ; et 7;

3. Calculer l'écart quadratique moyen de X,, en fonction de y et 7.
4.
5

Que se passe-t-il lorsque lim,_,o, y(h) = 07?

. Que se passe-t-il lorsque v € (*(Z)?
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : mercredi 19 novembre 2014
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

| Version francaise |

Exercice 1. Soit (Z;),, des v.a.r. i.i.d. de loi gaussienne N (0,1), et a,b des réels.

1.
2.
3.

4.
5.

Calculer le processus A3S; ou S; = cos ((2/3)7t) + Z; et o Az = 1 — B?;
Est-ce que (Zk)kez est un bruit blanc ? Justifier et préciser faible ou fort;

Sip € N, est-ce que (Z7), ., est un bruit blanc? Justifier et préciser faible ou fort, et
calculer le cas échéant la moyenne et la fonction d’autocovariance du processus;

Calculer la fonction d’autocovariance de (Xk)keZ ou Xy =aZy_1+bZki1;

Dans quel cas (X}), ., est causal? inversible ? (justifier).

Exercice 2.

1.

Trouver une solution stationnaire de I’équation AR(1) X; = ¢ X; 1 + Z; (ici ¢ € R);

2. Exprimer l’autocovariance et la densité spectrale de la solution quand |¢| < 1;
3. Résoudre l'équation ARMA(1,1) suivante : 2X; = X; 1 +2Z; + Z;_1;

4.
5

Montrer qu’il existe C' > 0 et 0 < p < 1 tels que |yx(h)| < Cp/" pour tout h € Z.

. Soit Z un BruitBlanc(0,0?), o € ¢}(Z), et X; = F,Z. Est-ce que vx vérifie la pro-

priété précédente de décroissance exponentielle ? (justifier).
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English version‘

Exercise 1. Let (Z;),, be i.i.d. r.r.v. of normal law N(0,1), and let a, b be two reals.

1.
2.
3.

4.
5.

Compute the process A3S; where S; = cos ((2/3)7t) + Z; and where Az =1 — B3;
Is (Z),cz @ White noise? Justify your answer and precise weak or strong;

IfpeN,is (Z}), <z @ white noise ? Justify your answer, precise weak or strong, and
compute if possible the mean and autocovariance;

Compute the autocovariance of (Xk)keZ where X, = aZy_1 + bZx11;

In which case (X}),., is causal? invertible? (justify your answers).

Exercise 2.

1.

Find a stationary solution of the AR(1) equation X; = X, 1 + Z; (here ¢ € R);

2. Express the autocovariance and the spectral density of the solution when |p| < 1;
3. Solve the ARMA(1, 1) equation 2X; = X; 1 + 2Z; + Z;_1;

4.

5. Let Z be a WhiteNoise(0, 0?), let « € ¢(Z), and let X; = F,Z. Does ~x satisfies the

Show that there exists C' > 0 and 0 < p < 1 such that |yx(h)| < Cpl"l for all h € Z;

exponential decay mentioned in the preceding question? (justify your answer).
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : vendredi 23 janvier 2015
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Exercice 1. On considére I’équation ARMA(p, q) ®(B)X = ©(B)Z ou les polynémes P et
O s’écrivent O(z) =1 —p1z—- - —pzP et O(z) = 146,24 - -+ 0,27 Dans cet exercice, on
admet tous les résultats du chapitre 2 sur le filtrage (il ne faut donc pas les démontrer).

1. Donner la démonstration du fait que si ® ne s’annule pas sur le cercle unité, alors
I’équation posséde une unique solution stationnaire ;

2. Donner la démonstration du fait que si ® ne s’annule pas sur le disque unité fermé,
alors la solution stationnaire est causale;

3. Donner la démonstration du fait que si ® ne s’annule pas sur le cercle unité et
si © ne s’annule pas sur le disque unité fermé alors la solution stationnaire est
inversible;

4. Donner la démonstration du fait que si ¢ ne s’annule pas sur le cercle unité et
si X est la solution stationnaire de 1’équation alors X est également solution de
I’équation ARMA(p/, ¢') de polyndmes ®/Q et ©/Q ou @ est le PGCD des polynomes
® et ©. Préciser p/, ¢.

Exercice 2. On considére a présent I’équation ARMA(2,1) X, — X, 1 +1X;, o =7,—-17, ;.

1. Calculer une solution stationnaire X. Est-elle causale ? Inversible ?;

2. Calculer 'autocovariance vx de X, puis proj(Xy, H;_1 ). Etudier le cas ol s — oo;

3. Si Z est un BB fort gaussien, et si X,, désigne la moyenne empirique calculée avec
Xi,...,X,, démontrer que \/nX, converge en loi vers une loi gaussienne dont on
calculera la moyenne et la variance. Donner une application concreéte.

Exercice 3. Soit X le processus linéaire solution de ARMA(p, q) ®(B)X = ©(B)Z ou
Z est un bruit blanc centré de variance ¢?, et oll ® et © ne s’annulent pas sur le cercle
unité. On numérote les racines ay,...,a, et by, ..., b, de ® et de © de la maniere suivante :

lag] < -+ <Hapl <1< |apq] <+ < |ap‘ et by < - < bl <1< |bepa] <o+ < |bq‘
o0 <r<pet0d<s<gq. Onposeo;=o0o"][_|e*/][;_, |b;|* et on considére un bruit
blanc Z, centré de variance o2. Soient ®, et ©, les polyndémes définis par

[d j4 S q

O.(2) = [ —a2) [] A—a;'2) et O.(z)=[[(1-b2) J] (1 -b;).

j=1 j=r+1 J=1 J=s+1

1. Montrer que l'équation ARMA(p, q) ¢.(B)X,. = ©.(B)Z, posséde une unique solu-
tion stationnaire notée X,, qui est causale et inversible;

2. Montrer que X et X, ont méme mesure spectrale et méme autocovariance.
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English version

Exercise 1. Let us consider the ARMA(p, ¢) equation ®(B)X = O(B)Z where the polyno-
mials @ are O take the form ®(z) =1— 12—+ —p,zfand O(z) = 1+ b1z +--- + 6,27 In
this exercice, we admit all the results of chapter 2 on filtering (do not prove them here).

1. Give the proof of the fact that if & does not vanish on the unit circle then the
equation admits a unique stationary solution;

2. Give the proof of the fact that if & does not vanish on the closed unit disc then the
stationary solution is causal;

3. Give the proof of the fact that if ® does not vanish on the unit circle and if © does
not vanish on the closed unit disc then the stationary solution is invertible;

4. Give the proof of the fact that if ® does not vanish on the unit circle and if X is
the stationary solution then X is also the stationary solution of the ARMA(Y/, ¢)
equation with polynomials /@ and ©/Q where @ is the GCD of ® and ©. Give

v.d.
Exercise 2. Let us consider the ARMA(2, 1) equation X; — X, 1 + 1X; o =7, — 17, ;.
1. Compute a stationary solution. Is it causal? Invertible?;
2. Compute the autocovariance vy of X, and then proj(X, H;—11) for (s,t) = (2015, 1);
3. If Z is a strong Gaussian white noise, and if X, denotes the empirical mean com-

puted with X, ..., X, then prove that \/HY,,L converges in law to a Gaussian law
and compute the mean and variance of the limit. Give a practical application.

Exercise 3. Let X ne the linear process solution of the ARMA(p, ¢) equation ®(B)X =
O(B)Z where Z is a centered white noise of variance o2, and where ® and © do not
vanish on the unit circle. We label the roots a1, ...,a, and by, ..., b, of ® and O as follows:

|a1|§~--§|ar\<1<|ar+1\§~-~§|ap| and |b1|S"'S|b8|<1<‘b3+1|§"'§|bq‘

where 0 <7 < pand 0 < s < ¢. Let us define o7 = o* [[}_, |a;]*/ [[}_, [b;|*. We consider a
centered white noise Z, of variance o2. Let ®, and O, be the polynomials defined by

O.(2) =0 -a2) [] 1—a;'2) and O.(2) = [J(1-82) ] (1 -0;"2).
j=1 j=r+1 j=1 j=s+1

1. Prove that the ARMA(p, ¢) equation ¢, (B)X, = 0,(B)Z, admits a unique stationary
solution denote X,, which is causal and invertible;

2. Prove that X and X, have identical spectral measure and autocovariance.
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Examen de rattrapage

Durée : 2 heures
Date : lundi 1° septembre 2015
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Ce sujet reprend des éléments des sujets et exercices de I’année.
Exercice 1 (ARMA(1, 1)). Soit I"équation X, —¢X; 1 = Z,+6Z;_1, ou ¢ et 0 sont des réels,
et oll Z est un bruit blanc de moyenne 0 et de variance o?.

1. A quelles conditions sur ¢ et § existe-t-il une solution (X;) stationnaire ?

2. A quelles conditions cette solution est-elle causale ?
Dans la suite on supposera que ces conditions sont vérifiées.

3. Donner une représentation de la solution (X;) sous la forme d’'une somme infinie
> ¢ Zi—g. On justifiera la convergence de cette somme, on précisera en quel sens
elle converge et on donnera la valeur des coefficients (¢r.)kez.

4. Calculer la fonction d’autocorrélation de (X;), et préciser le comportement de
cette fonction a l'infini.

Exercice 2 (Estimation de la moyenne et intervalle de confiance pour un AR(1)). Soit Z
un bruit blanc fort gaussien de moyenne 0 et de variance ¢2. Soit

}/t = 9 + Xt7
ou (X;) est un AR(1) défini par X; — ¢X; 1 = Z;, ou |¢| < 1. On cherche a estimer 4 a
partir de Yg, Yy, ..., Y,_1. On note 6#,, la moyenne empirique de Yy, Y7,...,Y,_; définie par
n—1
~ 1
0, =— Y;.
n <

Il
o

2

1. Calculer lim,,_ nVar(gn) et donner ’expression de v défini par
V(B = 0) =5 N(0,7).

2. Lorsque ¢ = 0.6, 02 = 2, et n = 200, on obtient (7,,, = 0.1. Construire un intervalle de
confiance asymptotique a 95% pour 6. Peut-on dire que 6§ = 0?

3. Soit I,, la matrice de covariance du vecteur aléatoire Y™ = (Yo, Y1,... ,Yn_l)T.
Montrer que I',, est inversible;

4. On propose un autre estimateur de # défini par
6, = (1T '1,)""1T0y™ ou 1,:=(1,...,1)".

Monter que 4, est I'estimateur des moindres carrés miny 16T5 V2q iy Il

5. Montrer que E(6,) = 0 et
~ 1
Vo) =4 g,
6. En utilisant la décomposition de Cholesky

2

— . g
Fhl = @IDlag <1_7¢2,U

—1
2./ - ,0'2) (I)n ou (I)TL(’L,]) = 11':3' — ¢1i:j+1-,

montrer que 6, et #,, ont asymptotiquement la méme variance.
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English version ‘

Exercise 1 (ARMA(1,1)). Let us consider the equation X; — ¢ X; 1 = Z; + 07, 1, where ¢
and 6 are reals, and where Z is a white noise of mean 0 and variance 2.

1. Under which conditions on ¢ and 6 there exists a stationary solution (X;)?
2. Under which condition this stationary solution is causal?
In the sequel we suppose that these condition are satisfied.

3. Give a representation of the the solution (X;) as a series of the form Y 1, Z; ;.
Discuss the convergence of the series and the nature of the convergence. Give the
value of the coefficients (¢)rez-

4. Compute the autocorrelation function (X;). How it behaves at infinity?

Exercise 2 (Estimation of the mean and confidence interval for an AR(1)). Let Z be a
strong Gaussian white noise with mean 0 and variance ¢2. Let

Yi=0+X,
where (X;) is an AR(1) process solution of X; — ¢X, | = Z;, where |¢| < 1. We would like
to estimate 0 with Yy, Y7,... Y, ;. Let 6, be the empirical mean of Yy, Y7,...,Y,_1, namely
n—1
~ 1
0,=—> Y.
n <

Il
o

X

1. Compute lim,,_,+, nVar(@n) and provide the expression of v defined by

V(B = 0) =5 N(0,7).

2. When ¢ = 0.6, 0> = 2, and n = 200, we get HAn = 0.1. Construct a 95% asymptotic
confidence interval for §. Can we say that § = 0?

3. Show that the covariance matrix I',, of Y™ = (Y;,Y3,...,Y, ;)" is invertible;

4. We consider now another estimator of # defined by

O, = (1 T,'1,) ') v ™ ou 1,:=(1,...,1)".

n n

Show that 6, is the least square estimator ming ||, /%1, — [, /2y ®|;

5. Show that E(6,,) = 0 and
~ 1

n

6. By using the Cholesky decomposition

2

-1
I ! = @ Diag ( 2. ,02> ®, where ®,(i,j) = 1,_; — ¢li_ji1,

g
1—¢°

show that @L et én, have asymptotically the same variance.
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : mercredi 4 novembre 2015 8h30-10h30
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Dans toute la suite, Z est un bruit blanc de moyenne 0 et de variance 2.
Exercice 1.

1. Soit a € (*(Z) et X = F,Z. A quelle condition le processus X est causal? Inver-
sible ? A la fois causal et inversible ?;

2. Calculer A%2X, ol A = 1 — B est 'opérateur différence et olt X; = 1+t + Z;;

3. Montrer que si (X;),., et (Y;),., sont des processus stationnaires indépendants
alors le processus produit (X;Y}),., est stationnaire. Calculer son autocovariance ;

4. Montrer que l'autocovariance d’un processus MA(1) est la transformée de Fourier
d’une mesure positive finie sur [—7, 7| qu’on calculera.

Exercice 2. Soit I’équation X; — ¢X;_1 = Z; + 0Z;_1, ou ¢ et 0 sont des réels.
1. A quelles conditions sur ¢ et § existe-t-il une solution (X;),_, stationnaire ?
2. A quelles conditions cette solution est-elle causale ?

Dans la suite on supposera que ces conditions sont vérifiées.

3. Donner une représentation de la solution (X;),, sous la forme d'une somme infinie
> xZi—k. On justifiera la convergence de cette somme, on précisera en quel sens
elle converge et on donnera la valeur des coefficients (¢x )z ;

4. Calculer I'autocovariance de (X;),.,, et donner son comportement a I'infini.
Exercice 3.

1. Démontrer que lorsque Z est gaussien alors pour tous o € (*(Z) et t € Z, la v.a.r.
(F.Z), est gaussienne, et calculer sa moyenne et sa variance;

2. Démontrer que lorsque les v.a.r. (Zt)tez sont i.i.d. et dans L* alors pour tous a €
(Z) ett € Z,lava.r. (F,Z), posséde un moment d’ordre 4 qu’on calculera.
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‘ English version

In the whole text, Z = (Z,),., is a white noise of zero mean and variance o?.
Exercise 1.

1. Let « € (}(Z) and X = F,Z. Under which condition the process X is causal ?
Invertible ? Both causal and invertible ?;

2. Compute A%2X, where A = 1— B is the difference operator and where X, = 1+t+7;

3. Show that if (X;),., and (Y};),., are independent stationary processes then the
product process (X;Y;),., is also stationary and compute its autocovariance;

4. Show that the autocovariance of an MA(1) process is the Fourier transform of a
finite positive measure on [—, 7], and compute this measure.

Exercise 2. We consider the equation X; — ¢X; 1 = Z; + 07Z;_,, where ¢ and 0 are reals.
1. Under which condition on ¢ and 6 there exists a stationary solution (X;),.,?
2. Under which condition this solution is causal?

In the sequel we assume that these conditions are satisfied.

3. Give a representation of the solution (X}),., in terms of a series )" 9, Z;_;. Justify
the convergence of the series, and make precise the notion of convergence and
the value of the coefficients (Y )rez;

4. Compute the autocovariance of (X;),.,, and give its behavior at infinity.
Exercise 3.

1. Show that when Z is gaussian then for any a € ¢*(Z) and ¢ € Z, the rrv. (F,Z); is
gaussian, and compute its mean and variance;

2. Show that when the r.rv. (Z;),, are i.i.d. and in L* then for all a € (*(Z) and t € Z,
the r.rv. (F,Z), admits a finite moment of order 4 and compute it.
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : lundi 11 janvier 2016
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Exercice 1 (Sport). Soit Z un bruit blanc de moyenne 0 et de variance o> > 0.

1. Soient 0 et ¢ des réels fixés tels que |p| = 1 et ¢ + 6 # 0. Démontrer que 1’équation
ARMA(1,1) X; — ¢X;_1 = Z; + 0Z, 1 n’a pas de solution stationnaire;

2. Soient 6 et ¢ des réels fixés dans l'intervalle | — 1, 1[. Démontrer que la solution
stationnaire de I’équation ARMA(1,1) X, — ¢ X; 1 = Z,+ 07, 1 est aussi solution de
I'équation ARMA(00,00) X; + > o (=) "Xk = Ze + > o0, " Zis

3. Calculer une solution stationnaire de 'équation ARMA(2,1) X, = 1 X, »+Z+37Z, 1;
Est-elle unique ? Causale ? Inversible ? Construire des solutions non stationnaires;

4. Démontrer que si X = (X;),., est un processus stationnaire ARMA(p, q) dont le
polynéme & ne s’annule pas sur le disque unité fermé alors il existe des constantes
C,c > 0 telles que |yx(h)| < Ce~ "l pour tout h € Z;

5. Démontrer que pour toute variable aléatoire réelle Y de moyenne 0 et de variance
1, le processus X = (X;),., défini par X; = Y pour tout ¢ € Z est stationnaire et
vérifie lim, . [yx(h)| > 0, puis préciser si X est solution d’'une équation ARMA;

6. Démontrer que si X est un processus stationnaire avec vy € £(Z) alors la quantité
nVar( (X1 4 ---+ X,)) converge quand n — oo vers une valeur et la préciser.

Exercice 2 (Autocorrélation partielle). Soit X = (Xt)tez un processus stationnaire de
moyenne 0 et d’autocovariance vx avec vx(0) > 0. On pose, pour tous ¢t € Z et p > 0,

Hi_1p = veet{X;_1,..., X1}

E;Lp =X, — proj(Xy, Hi—1,)

Et_—(p+1),p 1= Xi—pr1) — Proj(Xo—(pr1), Hi1p).
1. Démontrer que

. . \ <Xt7 E_ p+1),p>
prOJ(Xm Ht—l,p+1) = prOJ(Xm Ht—l,p) + Hp+1Et (p+1)p O Fp1 =

H t—(p+1), H2

2. Démontrer que
+ —
<Etp7E _p+1),p> [71 1]
1E 11

Kp+1 =
(p+1), pHQ
Exercice 3 (Processus stationnaires vectoriels). Soit d > 1 un entier et ¢2 > 0 un réel.
Pour tout ¢ € Z, soit Z, = (Z;1,...,Z;4)" un vecteur aléatoire centré de R?. On suppose
que pour tous s,t € Z et tous j,k € {1,...,d} ona E(Z;;Z:x) = 0° 15—t jui.
1. Soit ® € M,y(R) une matrice carrée telle que |||, ,, == max,epee),—1 [|[P2[, < 1.
Construire un processus (X;),., a valeurs vectorielles solution de I'équation AR(1)
vectorielle X; = ®X,;_| + Z;, t € Z. Démontrer qu'il est unique en un sens a définir;

2. Soit X le processus obtenu dans la question précédente. Supposons que & est dia-
gonale. Donner une condition suffisante sur Z pour que les processus marginaux
(Xi1)ezr - - - » (Xt.a),ep soient indépendants (justifier la réponse).
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‘ English version ‘

Exercise 1 (Sport). Let Z be a white noise of mean 0 and variance o2 > 0.

1. Let 6 and ¢ be fixed reals such that |p| = 1 and ¢+6 # 0. Prove that the ARMA(1, 1)
equation X; — 0 X; 1 = Z; + 07,1 does not have a stationary solution;

2. Let# and ¢ be fixed reals in the interval |—1, 1[. Prove that the stationary solution of
the ARMA(1, 1) equation X;—¢X;_1 = Z;+60Z;_, is also solution of the ARMA(o0, 00)
equation X; + > oo (=) X, = Z,+ > 00 6" 21 4;

3. Compute a stationary solution of the ARMA(2, 1) equation X; = 1 X, o+ Z,+ 17, 1;
Is it unique ? Causal ? Invertible ? Construct non stationary solutions;

4. Prove that if X = (X;),., is an ARMA(p, q) stationary process with a polynomial ®
which does not vanish on the closed unit disc, then there exist constants C,c > 0
such that |yx(h)| < Ce~"l for any h € Z;

5. Prove that for any real random variable Y of mean 0 and variance 1, the pro-
cess X = (X;),., defined by X; = Y for any ¢ € Z is stationary and satisfies
lim;, o [7x(h)| > 0, and specify if it solves an ARMA equation;

6. Prove that if X is a stationary process with vy € ((Z) then nVar((X; +--- + X,,))
converges as n — oo to some value and specify this value.

Exercise 2 (Partial autocorrelation). Let X = (X;),., be a stationary process of mean 0
and autocovariance yx with yx(0) > 0. We set, for any ¢t € Z and p > 0,
Ht 1p = vect{Xt,l, . ,Xt,p}
Et I) . Xt prO_j(Xt, Htfl‘p)
By = K-t — proj(Xe—p+1), Hi-1p)-

1. Prove that

L <Xt’ E7 (p+1), p>
proj(Xe, Hi—1 1) = proj(Xe, Hy— 1p)+ffp+1E (p+1)p where K,y = H—,
t (p+1 N2
2. Prove that B
L
B LI E iyl

Exercise 3 (Multivariate stationary processes). Let d > 1 be an integer and ¢ > 0 be
areal. Foranyt € Z, let Z, = (Z;,,..., Zt,d)T be a centered random vector of R?. We
suppose that for any s,¢ € Z and any j, k € {1,...,d} we have E(Z,;Z; ;) = 0*14_; j—i.

1. Let ® € My(R) be a square matrix such that [ ®[|, ,, := max,epa:|o),=1 [| P2, < 1.
Construct a vector valued process (X;),., solution of the vectorial AR(1) equation
X, =®X, 1+ Z;, t € Z. Prove that it is unique in some sense;

2. Let X be as before. Suppose that @ is diagonal. Give a sufficient condition on 7 in

order to make the marginal processes (X;1),.,, - - -, (Xt.4),c, independent (justify).
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Examen de rattrapage

Durée : 2 heures
Date : vendredi 15 juillet 2016
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note :
— 1l sera tenu compte de la qualité de la rédaction
— Les surveillants ne répondront a aucune question sur le sujet
— Sivous avez des commentaires a faire, faites le sur votre copie
— Ce sujet reprend des éléments des sujets des années antérieures

Exercice 1. Soit (Z}),., des v.a.r. i.i.d. de loi gaussienne N(0,1), et a,b des réels.
1. Calculer le processus A3S; ol S; = cos ((2/3)7t) + Z; et ot Az = 1 — B3;
2. Est-ce que (Z),; est un bruit blanc? Justifier et préciser faible ou fort;

3. Sip € N, est-ce que (Zﬁ)kEZ est un bruit blanc ? Justifier et préciser faible ou fort, et
calculer le cas échéant la moyenne et la fonction d’autocovariance du processus;

4. Calculer la fonction d’autocovariance de (X}),o; oU X; = aZy_1 + bZj4q;
5. Dans quel cas (X}),., est causal ? inversible ? (justifier).
Exercice 2.

1. Trouver une solution stationnaire de 1’équation AR(1) X; = o X, | + Z; (ici p € R);
Exprimer l'autocovariance et la densité spectrale de la solution quand || < 1;
Résoudre 1'équation ARMA(1,1) suivante : 2X; = X; 1 +2Z; + Z;_1;

Montrer qu’il existe C > 0 et 0 < p < 1 tels que |yx(h)| < Cp"l pour tout h € Z.

A o

Soit Z un BruitBlanc(0,0?), a € (}(Z), et X, = F,Z. Est-ce que yx vérifie la pro-
priété précédente de décroissance exponentielle ? (justifier).
Exercice 3. On considére I'équation ARMA(2,1) X, — X, 1+ 1 Xy 2 = Z, — 5 7Z,1.

1. Calculer une solution stationnaire X. Est-elle causale ? Inversible ? ;

2. Calculer I'autocovariance vx de X, puis proj(Xs, Hi_11). Ftudier le cas ou s — 00;

3. Si Z est un BB fort gaussien, et si X,, désigne la moyenne empirique calculée avec
X1,...,X,, démontrer que /nX, converge en loi vers une loi gaussienne dont on
calculera la moyenne et la variance. Donner une application concréete.

Exercice 4. Soit X le processus linéaire solution de ARMA(p, q) ®(B)X = ©(B)Z ou
Z est un bruit blanc centré de variance ¢?, et oll ® et © ne s’annulent pas sur le cercle
unité. On numérote les racines ay,...,a, et by, ..., b, de ® et de © de la maniere suivante :

jar] < <Har| <V < appa| <o <ap| et [br] < - <[bs| <L < bopa] < -+ < by

o0 <r<pet0d<s<gq. Onposeo;=o0o"[[_ |a*/][;_, |b;|* et on considére un bruit
blanc Z, centré de variance o2. Soient ®, et ©, les polyndémes définis par

0.:)=[[0-a2) [[ (1-a’2) et 0.()=[[1-B2) ] (1-85"2).

1. Montrer que 1’équation ARMA(p, q) ¢.(B)X, = ©.(B)Z, posséde une unique solu-
tion stationnaire notée X,, qui est causale et inversible;

2. Montrer que X et X, ont méme mesure spectrale et méme autocovariance.
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English version ‘

Exercise 1. Let (Z;),., be ii.d. r.r.v. of normal law A(0,1), and let a, b be two reals.
1. Compute the process A3S; where S; = cos ((2/3)wt) + Z; and where Az = 1 — B3;
2. Is (Zy) ey, @ white noise? Justify your answer and precise weak or strong;

3. IfpeN,is (Z}) wcz @ White noise ? Justify your answer, precise weak or strong, and
compute if possible the mean and autocovariance;

4. Compute the autocovariance of (X}), ., where X = aZy_1 + 0Zp41;
5. In which case (X), is causal? invertible? (justify your answers).
Exercise 2.
1. Find a stationary solution of the AR(1) equation X; = ¢X; 1 + Z; (here ¢ € R);
2. Express the autocovariance and the spectral density of the solution when |p| < 1;
3. Solve the ARMA(1, 1) equation 2X; = X;_1 + 2Z; + Z;_1;
4. Show that there exists C' > 0 and 0 < p < 1 such that |yx(h)| < Cpl"l for all h € Z;
5

. Let Z be a WhiteNoise(0,0?), let o € ¢*(Z), and let X, = F,Z. Does vy satisfies the
exponential decay mentioned in the preceding question? (justify your answer).

Exercise 3. Let us consider the ARMA(2, 1) equation X; — X, 1 + 1X; o =7, — 17, ;.
1. Compute a stationary solution. Is it causal? Invertible?;
2. Compute the autocovariance yx of X, and then proj(X,, H;_1 ) for (s,t) = (2015, 1);

3. If Z is a strong Gaussian white noise, and if X,, denotes the empirical mean com-
puted with X1, ..., X, then prove that \/nX, converges in law to a Gaussian law
and compute the mean and variance of the limit. Give a practical application.

Exercise 4. Let X ne the linear process solution of the ARMA(p, ¢) equation ®(B)X =
O(B)Z where Z is a centered white noise of variance o2, and where ® and © do not
vanish on the unit circle. We label the roots a,, ..., a, and by, ..., b, of ® and © as follows:

jar] < -+ < e <1< Jarga] < - <lap| and (b <o < o] <1< [boga| < - < by
where 0 <7 < pand 0 < s < g. Let us define o7 = o* [[/_, |a;|*/ I[;_, [b;|*. We consider a
centered white noise Z, of variance af. Let ¢, and O, be the polynomials defined by

T P s q

¢.(2)=[[(1 ~a2) J] (1 —a;'2) and ©.(2) = [[(1 ~b2) J (1 —b;'2).

j=1 j=r+1 j=1 j=s+1

1. Prove that the ARMA(p, ¢) equation ¢.(B)X, = 0,(B)Z, admits a unique stationary
solution denote X,, which is causal and invertible;

2. Prove that X and X, have identical spectral measure and autocovariance.
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : lundi 31 octobre 2016
Conditions : sans calculatrice ni documents

Note :
— 11 sera tenu compte de la qualité de la rédaction
— Les surveillants ne répondront a aucune question sur le sujet
— Sivous avez des commentaires a faire, faites le sur votre copie
— Ce sujet reprend des éléments des sujets des années antérieures
~ BB(0, 0?).

Dans tout ce qui suit Z = (Z;),,

Exercice 1. Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Soit (X;),.,, le processus défini pour tout ¢ € Z par X; = Z; + at**'® + b ol a,b € R.
Calculer explicitement A2°'7 X en fonction de Z, a, b (justifier la réponse).

2. Existe-t-il une solution stationnaire a ’équation ARMA(1, 2) (justifier la réponse)

10
X —=3Xy1=2, — gzt—l +Zy oy 7
Si oui, la calculer, préciser son unicité, causalité, et inversibilité.
3. Existe-t-il une solution stationnaire a 'équation AR(p) X, — X;_, = Z;,, p > 1?
Exercice 2 (Inversibilité d’un processus linéaire). Soit a € 61(2) et X=F, 7.
1. Donner en détail la démonstration du fait que X est bien défini p.s. et dans L?;
2. Donner en détail la démonstration du fait que le processus X est stationnaire et
donner en détail le calcul de sa fonction d’autocovariance vx en fonction de o ;
3. A quelle condition sur « le processus X est un filtre causal de Z ?
4. Lorsque la série de puissances P, est un polynome, donner une condition suffi-
sante sur P, pour que X soit un filtre inversible de Z (justifier la réponse)

5. Lorsque la série de puissances P, est géométrique, c’est-a-dire que oy, = pFl;>
pour un p € [0, 1] et tout k € Z, démontrer que X est un filtre inversible de Z.
Exercice 3 (Déterminisme des processus harmoniques). Dans cet exercice on note
X = (Xt)zez un processus du second ordre. On dit que X est déterministe lorsqu’on a la
propriété X; € H, 1 := vect{X; 1, X; o,...} pour tout ¢ € Z, ou I'adhérence est prise dans
L2, autrement dit X; = proj(X;, H;_;) pour tout ¢t € Z, ou proj(-, H;_) est la projection
orthogonale dans L? sur le sous-espace vectoriel fermé H,_ ;. On dit que X est harmo-

nique lorsqu’il existe des variables aléatoires A et B non corrélées, centrées, de méme
variance o2, et une constante réelle ¢ telles que pour tout t € Z, X, = A cos(0t) + B sin(6t).

1. Démontrer que si X est harmonique alors il est stationnaire et déterministe;
2. Démontrer que si X est stationnaire alors il y a équivalence entre. ..

(a) X n’est pas déterministe;

(b) il existe t € Z tel que E((X; — proj(X;, H;1))?) > 0;

(c) pour tout t € Z on a E((X; — proj(Xy, H;_1))?) > 0.
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‘ English version ‘

In all the sequel Z = (Z,),., is a white noise of mean 0 and variance o?.
Exercise 1. The questions of this exercise are independent (but not equally distributed).

1. Let (X;),., be the process defined for every t € Z by X, = Z, + at*®'® + b where
a,b € R. Compute explicitly A7 X in terms of Z, a, b (justify the answer).

2. Is there any stationary solution to the ARMA(1, 2) equation (justify the answer)

10
X —3Xy 1 =2 — ?Zt—l +Zy 7

If yes, compute it, and discuss its uniqueness, causality, and invertibility.
3. Is there any stationary solution to the AR(p) equation X; — X, _, = Z;, p > 1?
Exercise 2 (Invertiblility of a linear process). Let a € El(Z) and X = F 7.
1. Give in detail the proof that X is well defined, a.s. and in L?;

2. Give in detail the proof that X is stationary and give in detail the computation of
its autocovariance vy in terms of o;

3. Under which condition on « the process X is a causal filter of Z?

4. When the power series P, is a polynomial, give a sufficient condition on P, to
ensure that X is an invertible filter of Z (justify the answer)

5. When the power series P, is geometric, namely oy, = p*1,5, for some p € [0, 1] and
any k € Z, prove that X is an invertible filter of 7.

Exercise 3 (Harmonic processes determinism). In all this exercise X = (X),., is a sec-
ond order process. We say that X is deterministic when X; € H;_; := vect{X;_1, X;_9,...}
for any t € Z, where the closure is taken in L?, in other words X; = proj(X;, H, ;) for
any ¢ € Z, where proj(-, H; 1) is the orthogonal projection in 1.2 on the closed sub vector
space H; ;. We say that X is harmonic when for some random variables A and B which
are not correlated, centered, and with same variance ¢, and for some real constant 6,
we have X; = Acos(0t) + Bsin(6t) for any t € Z.

1. Prove that if X is harmonic then it is stationary and deterministic.

2. Prove that if X is stationary then the following properties are equivalent:
(a) X is not deterministic;
(b) there exists ¢t € Z such that E((X; — proj(X;, H;_1))?) > 0;
(c) for any t € Z we have E((X; — proj(X,, H;,_1))?) > 0.
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : lundi 9 janvier 2017
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note :
— Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction
— Les surveillants ne répondront a aucune question sur le sujet
— Si vous avez des commentaires a faire, faites le sur votre copie
— Ce sujet reprend des éléments des annales, du cours, et des exercices de TD

Dans ce qui suit Z = (Z,),., est une suite de v.a.r. i.i.d. centrées de variance 0.
Exercice 1 (ARMA). On considére I’équation X; — 2X;,_ | = Z; — th_l + Zi_o.

1. Calculer la fraction rationnelle de I’équation, démontrer que 1’équation possede
une unique solution stationnaire, et la calculer;

2. Trouver a € (*(Z) tel que Z = F, X et a; = 0 pour tout k ¢ N.

Exercice 2 (Densité spectrale).

1. Calculer la mesure spectrale du processus harmonique X; = Acos(6t) + Bsin(6t)
ou A et B sont des v.a.r. centrées, de variance o2, et non corrélées, et ou § € R.
Pour quelle valeur du parametre 6 le processus admet-il une densité spectrale ?

2. Démonter que pour tout a € (1(Z), le filtre X = F,Z posséde une densité spectrale
donnée par fx(\) = Z|P,(e™™)|? pour tout a € [—7, 7], ot Pa(2) := Y pey 2"

3. Soit X une solution stationnaire de I’équation X; — 2X;_; = Z; — 3Z;_,. Construire
un processus linéaire X* associé a un bruit blanc Z*, causal et inversible, de méme
autocovariance que X, et solution de I'équation X; — $X; | = Z; — 1 Z; |.

Exercice 3 (Prédiction d'un processus AR). Soitm > 1 un entier et ¢ € R tel que |p| < 1.

1. Montrer qu'il existe une solution stationnaire unique a l’équation AR(m) X; =
0Xi_m + Z; et qu’il s’agit d’un filtre causal de 7 ;

2. Montrer que pour tout ¢t € Z et tout entier p > m, dans L2,

proj(Xe, vect{X;—1,..., Xi—p}) = pXi—m.

Exercice 4 (Cauchy). On rappelle qu’'une v.a.r. W de loi de Cauchy de parametre ¢ > 0 a
pour densité z € R — m et pour fonction caractéristique 6 € R s E(e??") = e~
Elle n’a pas d’espérance ni de variance.

1. Démontrer que si Wy,..., W, sont des v.a.r. indépendantes de lois de Cauchy de
parametres ¢; > 0,...,¢, > 0 alors pour tous Aq,..., A\, € R, lava.r. A\ \W; +--- +
AW, suit la loi de Cauchy de parametre |\i|c; + -+ - + |\|cn;
2. Soit (W}),., une suite de v.a.r. i.i.d. de loi de Cauchy de parametre ¢ > 0. Démontrer
que pour tout a € ¢1(Z) et tout ¢ € Z, la formule F,W, := > kez Wiy, définit une
v.a.r. de loi de Cauchy de paramétre c||af|;. Peut-on définir le filtre (F,;),., en
tant que processus stationnaire ?
Exercice 5 (Processus ARCH!). Soit @ > 0 et b > 0 des réels. En raisonnant par récur-
rence, trouver un processus (X;),.y solution de I’équation non-linéaire

X, = m& pour tout ¢ > 1.

(indication : élever au carré). Calculer sa moyenne et sa variance pour tout ¢.

1. AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity, utilisés par exemple en finance mathématique.
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‘ English version

In all the sequel Z = (Z,),, is a sequence of i.i.d. r.r.v. of mean 0 and variance 0.

Exercise 1 (ARMA equation). Let us consider the following ARMA equation:
5
X —2Xy 1 =2, — §Zt71 + Zi_s.

1. Compute the rational fraction of the equation, prove that it admits a unique sta-
tionary solution; and compute it;

2. Find a € ¢*(Z) such that Z = F, X and a; = 0 for any k ¢ N.
Exercise 2 (Spectral density).

1. Compute the spectral measure of the harmonic process X; = Acos(0t) + Bsin(0t)
where A and B are centered and uncorrelated r.r.v. of variance ¢?, and where
# € R. For which values of ¢ the process admits a spectral density?

2. Prove that for every o € (1(Z), the filter X = F,,Z admits a spectral density given
by fx(\) = Z|P.(e7)|? for every a € [~ 7], where Py(2) := 3, ai2";

3. Let X be the stationary solution of the equation X, —2X, | = Z; —3Z;_,. Construct
a linear process X* with respect to a white noise Z*, causal and invertible, with
same autocovariance as X, and solution of the equation X; — %Xt*—l =7 — éZt*—l‘

Exercise 3 (Prediction of an AR process). Let m > 1 be an integer and ¢ € R,

| < 1.

1. Prove that there exists a stationary solution to the AR(m) equation X, = ¢ X;_,,+ 7,
and that it is a causal filter of Z;

2. Prove that for any ¢ € Z and any integer p > m, in L2,
proj (X, vect{X;_1,..., Xi—p}) = ©Xi—m.

Exercise 4 (Cauchy). A Cauchy r.r.v. W of parameter ¢ > 0 has density z € R — m
and characteristic function € R — E(¢?"V) = ¢l It has no mean and no variance.
1. Prove thatif Wy, ..., W, are independent Cauchy r.r.v. of parameterc; > 0,...,¢c, >
0 then for any A, ..., )\, € R, the r.r.v. \\W; + -+ + A\, W, follows the Cauchy law of
parameter |Ai|c; + -+ + [Aulcns
2. Let (W,),., be a sequence of i.i.d. Cauchy r.r.v. of parameter ¢ > 0. Prove that for
any a € (*(Z) and t € Z, the formula F,W; := >, _, a;;W,_;, defines a Cauchy r.r.v.
of parameter c||a||,. Can we define the filter (¥,,IW}),., as a stationary process?

Exercise 5 (ARCH? process). Let a,b be real numbers with ¢ > 0 and b > 0. Construct
by induction a processus (X;),.y solution of the nonlinear equation

X;=+/a+bX?2,Z, foreveryt>1.

(indication: take the square). Compute its mean and variance for any ¢.

2. AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity, used for instance in mathematical finance.
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Examen partiel
Durée : 2 heures
Conditions : sans calculatrice ni documents

Solution succincte de I’exercice 1.

1. On a, par indépendance
Ye(h) = E[U?&& 4] = E[UP|E[&14n] = p*0* 1.
2. Si U est p.s. égale a une constante, alors les ¢, sont i.i.d. et € est un BB fort. Sinon,
Elegei] = E[U'|E[eg* et E[ej]E[et] = E[U*]Eleg) # E[U]E[=5)*
sauf si U est p.s. égale a une constante (Schwarz). Donc ¢ n’est pas un BB fort.
3. On a ¢ € (!(Z). On applique le théoréme de filtrage.

4. On applique le théoreme de filtrage.

5. Le processus X est stationnaire par le théoreme de filtrage. Il est centré car ¢ est
centré. De plus (formule du cours)

yx(h) = *F* > st
keZ
Pour h > 0, cette derniére quantité est égale a

1 1
2,2 - _ 1.2 2o-h
g sz2k+h_3072 )

k>1

Solution succincte de I’exercice 2.
1. C’est une conséquence immédiate du théoreme de filtrage.

2. Ona
o?(1+6% sih=0
'YZ(h) = COV(Ut + 6)Ut,17 Ut+h + HUt+}L71) = 00'2 si ‘h| =1
0 sinon.

3. Le processus W est stationnaire comme somme de processus stationnaires décor-
rélés (e qui est un bruit blanc faible d’une part et 7 — 2B7 qui est un MA(1), ou l’'on
a noté B l'opérateur de retard). De plus

Y (0) = %, yw(l) =yw(-1) = —% et v (h) =0 pour |h| > 2.

Donc W est un processus stationnaire, ayant méme fonction d’autocovariance
qu'un MA(1). C’est un MA(1) d’aprées la question 1, et il peut s’écrire W; = U; +
0U,_, avec 6 € R et U un bruit blanc de variance ¢2, a condition d’avoir

Y= (1+06%0" et 60° = 1.

4. On a
Xy =Y +n=2Y_ 1+ +mn
=2Y, 1+ 21+ (e0+m — 277#1)
=2V, +2p 0+ W,
= 2Xt71 + Wt'

Donc X; — 2X;_ 1 = U; + 6U,_, et on a bien la décomposition recherchée.
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Solution succincte de 1’exercice 3.

1. X est borné donc de carré intégrable. De plus
E[X,] = E[Ze™] = E[Z]E[e"v] = 0

puisque Z et U sont indépendantes et Z est centré. Pour la stationnarité, puisque

X est centré, il suffit de montrer que E[X;,,X;] ne dépend pas de t. On a
E[X: 1 X = E[Z?ei(w#h)Ue—itU} = E[Z2MY).

2. On a, d’apres la question précédente

v (h) = E[X,ur X = E[Z2E[¢™V] — B[22 /T By (do).

Py (du) — /

T T

y(h) = E[ZQ]/ e Py (dw) = /6ih”]P’U((lw) =y(h),

T

donc v est réelle. On a de méme ~(h) = v(—h).

4. Soit Z une v.a.r. centrée telle que E[Z?] = 1, indépendantes de £. D’aprés ce qui
précede, le processus X; = Z¢** a pour fonction de covariance h ~ ®¢(h).
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Examen final

Durée : 2 heures
Conditions : sans calculatrice ni documents
1l sera tenu grand compte de la présentation et de la rédaction

Solution succincte de l’exercice 1.
1. Le processus X est un AR(1) bien défini et stationnaire car |¢| # 1;
2. Pour toust,h € Z on a
E(W:) = E(X:) +E(e;) =0

et

E(W W) = E(XeXign) + E(erergn) + E(Xvern) + E(e.Xiyn)
=vx(h) +7(h)+0+0,

qui ne dépendent pas de ¢, et donc W est bien stationnaire. Notons que les iden-
tités E(X, X;1n) = 7x(h) et E(ee4n) = (k) proviennent du fait que X et e sont
centrés et stationnaires, tandis que les identités

E(Xz€t+h) = ZakE(ﬁt—k€z+h) =0 et E(Eth+h) = Z akE(emHh_k) =0
kEZ keZ

proviennent du fait que € et 5y sont centrés et décorellés et X = F,n avec o € (}(Z);
3. Le processus Y est solution de I'équation AR(1) ®(B)Y = W ou ®(z) = 1 — ¢z

mais IV n’est pas un BB. L'équation s’écrit aussi F,,Y = W ou a = 1, — ¢1;. Le

polynoéme @ a une unique racine, 1/¢, qui est de module # 1, ce qui fait qu'il existe

8 =a"! € (}Z), et on obtient une solution stationnaire Y = FzWW. Pour tout z € C

avec |z| = 1, on a |¢z| < 1 car |¢| < 1, et donc 1/®(z) = Y p°, ¢"z" et cette série

converge absolument, ce qui fait que 3, = ¢*1;50 pour tout ¢ € Z, et la solution

trouvée s’écrit donc Y; = Z;‘;O ¢*W,_,, pour tout ¢t € Z. Si Y’ est une autre solution

stationnaire, alors F,,Y = W = F,Y' et donc Y’ = F3F,Y' = F3F,Y =Y (cette

injectivité du filtage ne repose pas sur le fait que W est un BB ou pas);

4. Le processus Z est stationnaire car filtre du processus stationnaire Y. En fait
Z=(1-yB)(1-¢B)Y =(1—-9yB)W =(1-9yB)X + (1 —9yB)e=n+ (1 —¢B)e
d’ou (notons que (1 — ¢ B)e est un MA(1))
Yz(R) = 7 (R) + Ya—ym)e = Lo + (1 — ¢¥*)1g — Ly
5. D’apres la question précédente, le processus Z a pour autocovariance
(2 — 1?1y — Y1y = o*(1 — 9?) + 0914,y

ou 02 = 2 et o) = —1), et c’est I'autocovariance d'un MA(1) d’équation Z;, = ¢, +
¥¢;—1 ot (), est un bruit blanc de moyenne 0 et de variance o%;
6. Ona Z = (1-¢B)(1—9¥B)Y et Z est un processus MA(1) donc Y est un ARMA(2,1);
7. Le polynome de la partie AR de I’équation ARMA de Y est (1 — ¢z)(1 — ¢z). Ses

racines 1/¢ et 1/1) sont de module > 1, par conséquent 1’équation ARMA de Y
admet une solution stationnaire causale;
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8. Il suffit de développer;

9. Siz € Cavec |z| = 1 alors |¢z] < 1 et |[¢pz] < 1 et donc le développement en série
de puissances suivant est absolument convergent :

1 B 1 = E+1 k1N k. S k
(17¢z)(1*¢z)_¢*¢§(¢+ v _';W'

D’ou, en observant que py = 1,

149z >
fz) = Ao —v7) ;Pk*ﬁpk1

et ainsi on tire de (1 +¥B)( = Z = (1 — ¢ B)(1 — ¥ B)Y la représentation

Y = f(B)( = F,{ avec a;= 14—+ (pe— 9pe—1)Le1.

Solution succincte de l’exercice 2.

1. Il s’agit d’'une équation AR(1) de polynéme ®(z) = 1 — ¢z dont l'unique racine
1/¢ est de module # 1. L'équation admet donc une unique solution stationnaire.
Exprimons explicitement la solution. On Y = f(B)Z ou f(z) = 1/(1 — ¢z). Pour tout
z€ Cavec |z] =1lonalgz| < 1car|¢| <1etdonc f(z) =D o, ¢"2" et la série est
absolument convergente. Il en découle que Y = > 77 ¢Fe,_y;

2. Pourtoutt € Zona

() = E(X,) = u

En posant a; = (/)klk;zo pour tout k € Z, il vient, pour tout ¢ € Z et tout h € N,

2 4h
vx (t,t4+h) = Cov(Xy, X)) = E(Y;Yian) = Z ajopYe(ht+k—j) = = g2 Z(;S%Jrh 0:22.
J,k€EZ

Comme pux(t) et yx(t,t+ h) ne dépendent pas de ¢, il en découle que X est station-
naire. On a enfin vy (h) = o2¢/" /(1 — ¢?) pour tout h € Z;

3. Comme d’aprés la question précédente vx € (1(Z), on en déduit d’aprés un théo-
reme du cours que X admet une densité spectrale fy donnée pour tout u € [—7, 7|
par

hw:iZﬁ%ww

2m
¢2 Z P—’Lhud)\h\

heZ
heZ

1 - ¢2 (1 + Z 7zu¢ h zu,¢)h)>

B 2 7tu¢ Lu¢
~21(1 — ¢?) (1 Tz e~ Tz ei“qb)

B 0.2 (1 _ e*iugb)(l _ e“‘gzb) + e’i“gzﬁ(l _ eiu¢) + eiu¢(1 _ 677"u¢)
27(1 — ¢?) 1= eing?
0.2

2ﬂ-|1 —2u¢)|2
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Alternativement, un autre théoréme du cours affirme que le processus linéaire
(filtre d’un bruit blanc) X = F,e admet une densité spectrale donnée par

& [om ] s O IPle™)
u € [—-m 7]~ —|P.(e
' 21
ol Po(2) ==Y gz =1/(1—¢z) siz € {z € C: |z| = 1}. Ici ), = ¢*1;50 A0l
2

Y 1 - o
T 2|1 —ge 2 T 27(1 4 ¢ — 2¢cos(u))

2

Ix(u)

Alternativement, un autre théoréme du cours affirme qu'un processus ARMA(p, q)
stationnaire de fraction rationnelle z € {z € C : |z| = 1} — O(z)/®(2) et de bruit
blanc de variance o2 admet toujours une densité spectrale, donnée par la formule

o? [©(c ™)

u € [-m, = ——
T o e (e P

Dans le cas de notre processus AR(1) X ona © =1 et $(z) = 1 — ¢z de sorte que

o? 1 o

T on |1 — pein|? - 27(1 + ¢% — 2¢cos(u));

2

fx(u)

. L'estimateur est sans biais (c’est-a-dire que E(fi,) = ) et

n n—1
- 1 . n—|h h
nVar(ji,) = - Z vx(j— k)= Z n| |’YX(h) = Z (1 - n|) 1jnj<nvx ()

Gk=1 h=—n+1 heZ

d’ou par convergence dominée

2
. b~ " g
Jim nVar(n) =3 x(h) = 20 fx(0) = -
heZ

En particulier par l'inégalité de Markov, pour tout ¢ > 0 fixé,

< Var(fin)

P(lfin — pl > ) < — 0;

g2 n—oo

. D’apreés un théoreme du cours, comme ¢ est un bruit blanc fort, la variable aléa-
toire v/n(fi, — i) converge en loi quand n — oo vers la loi gaussienne N(0, v?) ou
v? = limy,_,o nVar(fi,) = 27 fx(0) = 02/(1 — ¢?);

. L'invervalle est [i,, + n~"?vq,[—1, 1] ol ¢, est le quantile 1 — a/2 de N(0,1);

~1/29q, avec v = 0 /(1 — ¢?), et ce rayon atteint donc

1244, quand ¢ = 0 (dans ce cas Y = ¢);

son minimum n

. On utilise le lemme de Slutsky pour remplacer ¢? et ¢ par un estimateur (cela est
fait dans un exercice de TD en utilisant les équations de Yule-Walker par exemple).
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : mercredi 20 novembre 2013
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de 1’exercice 1.

1. Par définition, X est un processus causal de Z ssi X; est une combinaison linéaire

de (Z),,, pour tout ¢ € Z. Donc ici X est causal de Z ssia =0;

. L'opérateur (1 — B)"*' = A"*! élimine toute tendance polyndmiale de degré au
plus n, et donc par la formule du binéme,

(1_B)71,+1(tn_1+Z):(1_B)TL+IZ :gf 7l+]. (_B)kZ :§ 7L+1 (—1)]{;2 o
t t i k t k t—k>

k=0

. Comme Z est gaussien, Z; a tous ses moments finis, et donc X est du second ordre.
On a E(X;) = E(Z}) = 0% et yx(t,t + h) = E(Z}Z},,) — o*, qui peut dépendre de ¢
a priori. Dans le cas spécial ou Z est un bruit blanc fort alors cette quantité vaut
= 1ylp—o + 0120 — 0* = (14 — 0*)1),, oU 74 est le moment d’ordre 4 de la loi

N(0,0%), et X est alors stationnaire.

. Les polynomes associés sont p(z) =1 — 2z et f(z) = 1 — z. La seule racine de ¢ est
1/2, et appartient a l'intérieur du disque unité (la solution sera non causale). La
seule racine de 0 est 1, qui appartient au cercle unité (on ne peut pas dire que la
solution est inversible). La fraction rationnelle est

0(z) 1—2 z—1 1 nd ad ‘
= = —(s—1 9, - (k+1) — 91 _ N o—(k+1) ,—k
oz) 1-2z 2z 1-1/(22) (= )];O( ?) 1; z
La solution de notre ARMA(1,1) est
X =272,-) 2%z,
k=1

Autre méthode : rechercher la solution sous la forme F,Z, = 3, ., a,Z;_;, avec a;, =
0 pour tout £ > 0 (anti-causalité en quelque sorte), en identifiant les coefficients
dans I’équation en séries de puissances de z suivante : (1—2z)(ag+a_12 ' +a_9272+
-+-)=1—2.Celadonne ag—2a_1 =1, —2a9 = —1, a_j, — 2a__; = 0 pour tout k > 1,
d'ottag =1/2, a_y = —1/2% a_g41) = (1/2)a_, = —1/2""% pour tout k& > 1.

. Soit X; = Z, + 07, 1 un MA(1). La moyenne est nulle et ’autocovariance
Yx(h) = B(X: Xo4n) = B((Zi + 0Z-1)(Zisn + 0Zisn-1)) = 0° (1 + 0%)1p—g + 0071 sy

Comme vy € ('(Z), sa densité spectrale vaut, pour tout u € [, 7],

. 1 —ih o? 9 » , o2
_ thu _ 7 1 iu +iu -~ (1 2 92 . )
f(u) 5 hEGZ ~vx(h)e 271-( +O0%+0(e ™ +e™™)) 271_( + 0% + 20 cos(u))

Solution succincte de I’exercice 2.
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1. Ona X = F,Z, qui est bien défini si a € (' (Z) (théoréme de filtrage du cours). On
aa € (1(Z) ssi |\ < 1 (série géométrique) ;
2. Le processus X est stationnaire car processus linéaire (filtre d’un bruit blanc, lui

méme stationnaire). Le processus est causal car X, est fonction de Z,<; pour tout
t € 7Z. La moyenne de X est nulle, et ’autocovariance pour h > 0 vaut

. = Al
vx(h) = Z Yz(h+ j — k)aja, = o? Z Qg =0’ ; NN = (721 e

1,k€Z JEZ j

3. SiA=1lalors >, Z_j diverge dans L? : E((Z; + - - - + Z;_y)?) = o°k.

Solution succincte de l’exercice 3.
1. o = )\klkzo et ﬁk = 11@:05
2. Lafonction ¢(z) = 1+ 72 AF2% = 1/(1—\z) (pour |Az| < 1) n’est pas un polyndéme,
et on ne peut pas appliquer le théoreme du cours. Cependant, par analogie, ¢(z) =
0 n’a pas de racine, et §(z) = 1, et donc 0(z)/p(z) = 1 — Az, ce qui suggere que le
processus X; = Z, — AZ;_1, qui est un MA(1), est solution de notre équation AR(co).
On le vérifie directement :

7, — Z MNX, =2 — Z Nz, o+ Z Netlz =7, — A\, = X,

k=1 k=1 k=1
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : jeudi 23 janvier 2014
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de I’exercice 1.
1. 1-B)X, =X, — Xy 1=t+14+ 2, —(t+ 2 1)=1+2Z,—Z, 1 =14 (I — B)Z;;
2. Y, est un MA(1) de parametre § = —1, de moyenne uy = 1, et d’autocovariance
Yy (h) = 02(1 4+ 0%)1h—g + 0201 =1 = 02 (21p—0 — Ljp=1) ;s
3. Pas forcément. Contre-ex. : ay = (1/k)1j-¢ (série harmonique). On a ((Z) G (*(Z);

4. Comme vz(h) = 0°1;—, on obtient E(| Y, cwZi—1*) = 0> Y, |oi|* pour toute
partie finie K C Z (on peut alternativement invoquer 1’orthogonalité et le théo-
réme de Pythagore). Donc grace au critére de Cauchy dans 1’espace complet L2,
on obtient que la série Zkez ayZ;_ converge dans L2, et on note sa somme (F,7);.

Solution succincte de I’exercice 2.

1. Le polynéme P,(z) = 1 — (1/2)z a une seule racine, 2, de module > 1. L'équation
admet donc une unique solution stationnaire, causale, de la forme X = F,,Z (pro-
cessus linéaire) avec a € ¢*(Z) et o, = 0 si k < 0. D’autre part, P(z) = 142z admet
une unique racine, —1/2, de module < 1, mais cela ne signifie pas que la solution
n’est pas inversible. Pour calculer «, comme «; = 0 pour tout £ < 0, il suffit de
résoudre le systeme triangulaire (1 — (1/2)z)(ag + a1z + -+ ) = 1 + 2z, c’est-a-dire
ag =1, a1 — (1/2)ag = 2, a — (1/2)ax_1 = 0 pour tout k£ > 2, ce qui donne oy = 1,
ay =2+1/2=5/2, a, = 5(1/2)* pour tout k > 1. Alternativement, on peut dévelop-
per la fraction rationnelle de I’équation : comme |(1/2)z| = 1/2 < 1 pour |z| =1, on
obtient

Po(z)  1+2z
Py(z)  1-(1/2)2

(1+22) > (1/2)z _1+Z ((1/2)%+2(1/2)* 1)z 71+Z (1/2)F2F;
k=0

1l est agréable de vérifier qu’on a bien a € (!(Z) (série géométrique convergente).
11 est aussi judicieux de vérifier la formule pour z = 1, ce qui donne 6 = 6;

2. Avec des filtres, I'équation s’écrit sous la forme F,Z = FypZ ol @), = 1y—0—(1/2) 141
et 0, = 1,9 + 21,1, et la solution s’écrit X = F,-1,4Z, tandis qu'avec l'opérateur
retard B, I'équation s’écrit P,(B)X = Py(B)Z, ou P, et Py sont comme dans la
réponse a la question précédente, et la solution s’écrit X = (P/F,)(B)Z;

3. D’apres le théoreme de filtrage des processus stationnaires, pour h > 0,

x(h) = Z ajapyz(h+j— k) = o? Z%Oéhﬂ;
=0

G k€L

4. D’aprés la question précédente, pour tout h > 0, yx(h) = o*(ay + Y72, 25(1/2)¥ ")
d’olt, pour tout h € Z, yx(h) = 0*(Ln—g + 5(1/2)"120 + (25/3)(1/2)"). Ainsi,
~vx(h) — 0 exponentiellement vite quand |h| = |t — s| — oo;
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5. Ona H;_y, = Vect(X;_1,...,X;_,) et donc Hy; = Vect(X;). Par conséquent, on a

Yx(1)
7x(0)

On pouvait aussi utiliser le théoréme de Yule-Walker avec p = 1. Reste a calculer
~vx(0) et vx (1), soit via une formule ci-dessus pour 7 (h), soit directement

_ 2 2_ 2 2 2| _ 2 _ 2
vx(0) =0 E ;=0 (14—;_15(1/2)1)0 (1—1—3)30.

<X27 X1>
1X115

pI‘Oj(XQ,HLl) = X1 = Xl.

et
- 5w : 5 25\ 20
x(1) = 0? ]-E:o: @ =0’ (2 + ;21 25(1/2)2”1> =0? (5 + E) =3 2

et donc proj(X,, Hy) = %Xl. Par stationnarité, proj(X;, Hi—11) = %Xt,l, vVt € Z.

Solution succincte de I’exercice 3. Ona P,(z) = 1/(1 — az) et Py(z) = 1/(1 — Bz). Si
|z| =1alors |fz] < 1et

Pp(z) 1—az _ _ - k ok _ - k=19 _ k
Pw(z)il—ﬂzi(l az)gﬁzfl—l—gﬁ (8 —a)z".

Siny = 1y—o + (8 — a)B¥ 1,0 alors n € (*(Z). Cela fournit le candidat X = F,Z, dont on
vérifie sans difficulté qu’il est bien solution. Cette solution est causale. Lorsque o = (3,
onann, = 1,—0 et donc X = F,, = Z est solution, ce qui est bien naturel.

Solution succincte de I’exercice 4.

1. Le processus est centré car E(X;) = cos(0t)E(A) + sin(0t)E(B) = 0. D’autre part

E(X; X;1n) = cos(0t) cos(0(t + h))E(A?) + sin(0t) sin(0(t + h))E(B?) + (--- ) E(AB)

_ O_QRe(eiGte—iB(H»h)) _ 0_2Re(e—i9h) = g2 COS(Qh),

qui ne dépend pas de t. Donc le processus est stationnaire et yx (h) = o2 cos(6h);

2. T, k) = vx(j—k) = o%cos(n(j — k)) = 0*(—1)’~* pour tous 1 < j, k < n. La matrice
I, est réelle n x n symétrique a diagonales constantes (matrice de Toeplitz). La

valeur diagonale principale est o2, et les valeurs suivantes sont —o2, +02%, —02, .. .;

3. x(h) = 0% cos(0h) = % (e " 4 ) = i€ dpe(u) pour p = 2 (0-9 + 0y) (Ber-

noulli!). La densité spectrale n’existe pas (présence de masses de Dirac);

4. 3 ,cz [vx(h)] diverge car | cos(6h)| /4 0 (facile a voir quand § € Q) donc vx ¢ (*(Z).
On peut aussi utiliser le fait que la densité spectrale n’existe pas (question précé-
dente) et donc vx & ¢!(Z) car sinon cela contredirait le théoréme de Herglotz;

5. Courbe représentative de t — A(w) cos(0t). Amplitude A(w) et fréquence 6.

Solution succincte de 1’exercice 5.
1- Yn = %(Xl +"'+X7L);
2. E(X,) = 1(E(X)) 4 --- + E(X,,)) = p dont le biais de X, est nul;
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. La variance et 'EQM sont identiques car le biais est nul.

Var(¥,) = 5 SO B(CG - (- i) = g YR =1 3 (S a0

n

) J.k=1 ) 7,k=1 D s=—n+1
. Siy(h) — 0 quand h — oo alors le critére de Cesaro donne %ZL:LIH ~v(s)] = 0
quand n — oo, et donc Var(X,,) < %ZZ:HH ~(s)| = 0 quand n — oo;

. Siy € (*(Z) alors par convergence dominée, nVar(X,) — >, ., 7(h) quand n — occ.
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Examen de rattrapage

Durée : 2 heures
Date : lundi 1 septembre 2014
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de I’exercice 1.

1. Par définition, X est un processus causal de Z ssi X; est une combinaison linéaire
de (Zs)sgt, pour tout ¢ € Z. Donc ici X est causal de Z ssia = 0;

2. Lopérateur (B—1)"*! = (—1)"*LA"*! élimine toute tendance polyndmiale de degré
au plus n, et donc par la formule du bindéme,

n+1 n+1
(B 1)n+1( 1+Zt) (B 1 n+1Z Z( ) n+1 kBkZ Z( ) n+1 th .

3. Comme 7 est gaussien, Z; a tous ses moments finis, et donc X est du second
ordre. On a E(X;) = E(Z}) =: my et E(X,X,,,) = E(Z!Z}.,), qui peut dépendre de
t a priori. Dans le cas spécial ou Z est un bruit blanc fort alors cette quantité vaut
= mglp—o +m31p 0, o my est le moment d’ordre & de la loi N'(0,0?), ce qui donne
vx(t,t+h) = (mg —m3)1,-, et X est stationnaire.

4. L'équation se simplifie en X; = 2X; | + Z; — Z, ;. Les polynémes associés sont
p(z) =1—2zetf(z) =1—z. Laseule racine de ¢ est 1/2, et appartient a l'intérieur
du disque unité (la solution sera non causale). La seule racine de 6 est 1, qui
appartient au cercle unité (on ne peut pas dire que la solution est inversible). La
fraction rationnelle est

9(2): -z :_2_1 1 i —(k+1) iZ (k+1)
elz) 1-2z 2z 1-— 1/(22 —~ p

La solution de notre ARMA(1,1) est

Xi — 2712t - Z 27(k‘+1)Zt+k.
k=1

Autre méthode : rechercher la solution sous la forme F, 7, = ZheZ apZi—_p, avec aj =
0 pour tout k£ > 0 (anti-causalité en quelque sorte), en identifiant les coefficients
dans ’équation en séries de puissances de z suivante : (1—2z)(ap+a_12 7' +a_s272+
-+)=1—2z.Celadonne ag—2a_; =1, —2ag = —1, a_y —2a_,_1 = 0 pour tout k > 1,

d’ottag =1/2, a_y = —1/2% a_(s1) = (1/2)ay, = —1/2""% pour tout k > 1.

5. Soit X; = Z; + 6Z,_; un MA(1). La moyenne est nulle et ’autocovariance

Yx(h) = E(XiXein) = E(Zi + 0Zi1)(Zisn + 0Z1n—1)) = 0> (1 + 0%) 1o + 007121y

Comme vx € (*(Z), sa densité spectrale vaut, pour tout u € [—7, 7],
Frel) = = S (e = (1467 4+ (e 4+ ¢+) = T (14 6% + 2B cos(w)
u) = — ~ Ve —_ e e = — S0os(\uw) ).
X o X o 2

heZ

Autre méthode : fx(u) = fz(u) [P(e™™)|* = 21+ e = (1 + G~ ™)(1 + fei) =
2 (14 62 + 62 cos(u)).
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Solution succincte de I’exercice 2. On note o la suite définie par o} = (a;)?.

1. Ona X = F,2Z, qui est bien défini si a? € (!(Z) (théoréme de filtrage du cours)
c’est-a-dire si o € (*(Z). On a « € (?(Z) pour (tout) p > 1 ssi |A\| < 1 (série géomé-
trique) ;

2. Le processus X est stationnaire car processus linéaire (filtre d’un bruit blanc, lui
méme stationnaire). Le processus est causal car X, est fonction de Z,<; pour tout
t € 7Z. La moyenne de X est nulle, et ’autocovariance pour h > 0 vaut

. 0 . ) /\2|h|
w(h) = 3 vzlh+j—Kajai =0") afaj,; =0y AN =gt

J,kEZ JEL j=0

3. SiA=1lalors ) ;7 Z_y diverge dans L? : E((Z, + - - + Z,_,)?) = ok.

Solution succincte de l’exercice 3.

1. o = )\klkzo et 5;; = 1k:0;

2. La fonction p(z) = 14+ > 22, A**2F = 1/(1 — A?z) (pour [\?z| < 1) n’est pas un poly-
néme, et on ne peut pas appliquer le théoréme du cours. Cependant, par analogie,
©(z) = 0 n’a pas de racine, et §(z) = 1, et donc 6(z)/¢(z) = 1 — A\?z, ce qui suggére
que le processus X; = Z; — A\2Z, 1, qui est un MA(1), est solution de notre équation
AR(00). On le vérifie directement :

Zy — Z NFX =2, — Z NRZ, g+ Z Nk 7 =7, — N2 = X,
k=1 k=1 k=1

Solution succincte de I’exercice 4.
1. Le processus est centré car E(X;) = cos(0t)E(A) + sin(6t)E(B) = 0. D’autre part
E(X, X, 1p) = cos(6t) cos(A(t + h))E(A?) + sin(6t) sin(0(t + h))E(B?) + (--- ) E(AB)

0

= 02Re(e?e M) = 52Re(e™") = 0% cos(6h),

qui ne dépend pas de t. Donc le processus est stationnaire et yx (h) = o2 cos(6h);

2. 1,0, k) = vx(j—k) = o® cos(n(j —k)) = 0*(—1)~* pour tous 1 < j, k < n. La matrice
I',, est réelle n x n symétrique a diagonales constantes (matrice de Toeplitz). La
valeur diagonale principale est o2, et les valeurs suivantes sont —¢?, 402, —¢?

3. vx(h) = 0% cos(0h) = L (e 4 ) = i€ dpe(u) pour p = Z(6_g + dp) (Ber-

noulli!). La densité spectrale n’existe pas (présence de masses de Dirac);

4. 3" ,cz [vx(h)] diverge car | cos(6h)| /4 0 (facile a voir quand § € Q) donc vx & ('(Z).
On peut aussi utiliser le fait que la densité spectrale n’existe pas (question précé-
dente) et donc vx ¢ ¢1(Z) car sinon cela contredirait le théoréme de Herglotz;

5. Courbe représentative de ¢ — A(w) cos(0t). Amplitude A(w) et fréquence 6.

Solution succincte de 1’exercice 5.
1. Yn = %(X1++Xn);
2. E(X,) = £(E(X,) + -+ E(X,)) = p dont le biais de X, est nul;
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. La variance et 'EQM sont identiques car le biais est nul.

Var(¥,) = 5 SO B(CG - (- i) = g YR =1 3 (S a0

n

) J.k=1 ) 7,k=1 D s=—n+1
. Siy(h) — 0 quand h — oo alors le critére de Cesaro donne %ZL:LIH ~v(s)] = 0
quand n — oo, et donc Var(X,,) < %ZZ:HH ~(s)| = 0 quand n — oo;

. Siy € (*(Z) alors par convergence dominée, nVar(X,) — >, ., 7(h) quand n — occ.
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : mercredi 19 novembre 2014
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de I’exercice 1.
1. Comme t +— cos((2/3)nt) est de période 3, ona A3S; =0+ A3Z, = 7, — Z;_3;

2. Commelesv.a.r. (Z;),., sont indépendantes, de carré intégrable, de méme moyenne

et variance, il s’agit bien d’un bruit blanc fort. La moyenne vaut 0 car les variables
sont centrées, et la variance vaut 1 car les variables sont réduites;

. Les va.r. (Z}),., sont indépendantes, de carré intégrable, de méme moyenne et
variance : il s’agit donc d'un bruit blanc fort. Pour tout & € Z on a u(h) = E(Z))
(= 0 si p impair) et v(h) = (E(Z) — E(Z8)*)15—0;

. yx(h) = 0si|h| > 2, et yx(0) = Var(aZ_; + bZ;) = a® + 1%, vx(—1) = yx(1) =
E((aZy + bZs)(aZy + bZ3)) = 0, et yx(—2) = vx(2) = E(bZ3aZ5) = ab.

. X est causal ssi X; ne dépend que de (Z,),.,, pour tout ¢ € Z, ce qui a lieu si b = 0.
Le filtre X de Z est inversible ssi Z est un filtre causal de X, ce qui a lieu si a = 0.

Solution succincte de I’exercice 2.

1.OnaX; = > 09" Zik + "™ X;_(n+1) pour tout n € N. Si |p| < 1 alors le pre-

mier terme du membre de droite est une série absolument convergence dans L?
(et p.s.) ce qui suggere que X, = > ;_, ©*Z,_; est solution, ce qui se vérifie di-
rectement. Lorsque |p| > 1 on procede de méme en renversant le temps a par-
tir de I’équation X, ; = ¢ !X, — ¢~1Z,, ce qui conduit a la solution non-causale
Xy = =30 ¢ *Z . Lorsque |p| = 1 alors il ne peut pas exister de solution
stationnaire car sinon l’équation ZZ:O Oz = X, — <p"+lXt,(n+1) donnerait en
prenant la variance (n + 1)o? < 4vx(0) ce qui est impossible lorsque n > 1;

. X = F,Z avec a;, = ¢*1;cy donc pour tout i € N,

h
Yx(=h) =yx(h) = Z ajopyz(h+j —k) = o? Z Pt =o? L4 5

kT 720 L=y
Pour la densité spectrale, on écrit, pour tout ¢ € [—n, 7],
2
L S 2 2 1 252 1
t) = |P,(e "2 f,(t) = E Je it —:ii, = — .
Fx() = [Fa ) 2(2) = ¢ 27 2w |1 — et 271 — 2 cos(t) + ?

. L’équatlon S'éCI‘it sous fOI‘].’ne Standard
t 2 t—1 t 2 t—1

et donc ®(z) = P, ,(2) =1 —2/2 et O(z) = P,,(2) = 1+ 2/2. Pour tout z € C avec
|2| =1, 0na|z/2| < letdonc 5 = 5 = > 0(2/2)" d’o

O(2) - —k_k - —k_k - —k+1 _k
= 270N 4 27N =1+ 2Lk,
LERP VLD 2

k=0

Cela donne la solution causale X; = Z, + > oo 27F*17,_;;
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4. Ona X = FyZ ou ¢y, = 13—¢ + 1,502 %+, Or pour tout i > 0,

Yx(=h) = yx(h) = Z Vihyz(h+ j — k) = o Z Vi nyj

jkeZ 3>0

car v, = 0?1;. Comme |1;| < 2p* pour tout k > 0, avec p = 1/2, on obtient

2 /
o Z Vi ¥ntj

7=0

f 1
<oty =0t —— = Ot
720 p

5. Prenons ay, = k~%1;>; pour a > 1, de sorte que « € ¢}(Z). Pour tout i > 0, on a

dx o?

2 1 2 - —
W =) = e 2 | G~ G

qui décroit polynomialement et non pas exponentiellement quand |h| — cc.
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : vendredi 23 janvier 2015
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de I’exercice 1. Soit «, et oy les suites associées a ® et O, de sorte
que I,, = P et P, = O.

1. Si ® ne s’annule pas sur le cercle unité, alors o, est inversible pour le produit
de convolution x dans ¢!(Z) et son inverse a;l est donné par le développement en
série de puissances de z de la fraction rationnelle O(z)/®(z) (qui convergence dans
un voisinage du cercle unité). Le processus linéaire X = F|,-1F,,Z est solution car
Fo,X = F, a-tvagt0sZ = Fo,Z. Pour I'unicité, si X' est une solution stationnaire,
alors comme o, existe et F,, X = F,,Z, on obtient X = Forbo,Z =Fo 10,25

2. Si ® ne s’annule pas sur le disque unité fermé, alors ag, ! est porté par N, et comme
a est porté par N aussi (c’est un polynéme) il en est de méme de leur produit de

convolution, ce qui signifie que X est causal;

3. Si ® ne s’annule pas sur le cercle unité et si © ne s’annule pas sur le disque unité
fermé, alors «y est inversible pour le produit de convolution, son inverse est porté
par N, et comme «, est également porté par N (c’est un polynéme), il en va de
méme pour o, x a,, et donc X est inversible car Z = Fotia, X

4. Les équations ARMA de méme fraction rationnelle ont mémes solutions. (p/,¢') =
(p —m,q—m) ol m = deg(Q).

Solution succincte de l’exercice 2.

1.0na®(z) = (1 -2+ (1/4)2?) = (2 —2)*/4et O(z) = 1—2/2 = —(z — 2)/2 dont
I'unique racine est 2 (elle est double pour ®). Comme ¢ ne s’annule pas sur le
cercle unité, I’équation ARMA possede une unique solution stationnaire notée X,
processus linéaire de Z. Comme de plus ® ne s’annule pas sur le disque unité, X
est causale. Comme O ne s’annule pas sur le disque unité fermé, X est inversible.
Le calcul de X se fait en développant en série de puissances la fraction rationnelle
de I'’ARMA, dans un voisinage du cercle unité. Ici |z| = 1 implique que |z/2| < 1 ce
qui permet le développement en série géométrique suivant :

o(z) 4(z —2) 21 S
o(z) 2(2—2)2*2—271—2/2’;2 -

d’oli, en posant o, = 2715,

X, = Z 2757, = Z apZyy;
k=0

kEZ

Elle est manifestement causale. On vérifie facilement directement qu’il s’agit bien
d’une solution de I’équation irréductible X; — (1/2) X, 1 = Z, qui est AR(1) :

X —(1/2)X 1 = Z 272, - Z 27 0Z = 20
k=0

k=0 =
La solution est manifestement inversible car on a

Z, = (®/0)(B)X, = (1 — B/2)X, = X, — (1/2)X,_1;
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2. Pour tout h > 0 on a

h: _ :2 22kh_ 22h 4k )
0= ) =" S =3 S L

kez
Donc vx(h) = (4/3)0?27" pour tout h € Z. On a H, 1, = vect{X, ,} d’olt

X, X —t+1
{ tl)Xt—l Yx (s +1)

= X, =27ktx,
X | 7x(0) ' !

PTOJ(Xm Ht—l,l) =

Cette variable aléatoire tend presque stirement vers 0 quand s — oc.

3. Un calcul (a faire!) montre que Var(y/nX,) — % (X, ozk)Q = 402 quand n —
oo. Comme Z est un BB fort gaussien, la variable \/nX, est gaussienne. Comme
sa moyenne est nulle et sa variance converge vers 402, elle converge en loi vers
N(0,40?). Cette propriété permet de mettre en place un test pour savoir si le bruit
blanc est fort (elle reste vraie si le bruit blanc est fort mais pas gaussien).

Solution succincte de I’exercice 3.

1. Les polynomes &, et O, ont pour racines respectives

f— — et = =, b b
, Q. ey @ ..., =, s ooy 0g,
(117 ) i r+1 P ll l)s s+1 q

qui sont toutes a ’extérieur du disque unité : I’application z — 1/Z conserve l'ar-
gument et inverse le module. Donc l’équation ARMA(p,q) ®.(B)X,. = 6.(B)X
posséde une unique solution stationnaire notée X.. A présent, comme @, et O, ne
s’annulent pas sur le disque unité fermé, le processus ARMA(p, q) X, est causal et
inversible;

2. Par définition, on a

p P a q
z) = 1_280ij = _‘PPH(Z_GJ) et O(z Z :H(JH(Z_bj)'
j=1 j=1 Jj=1 J=1

Comme ®(0) =0(0) =1, 0ona|a;---ayp,| = |b1---bby| =1, et
p
_ H z— (l]
; a
j=1

11 en découle que pour tout u € [—m, 7],

p q

=[Ilt—a'2 et 10G)=]]

=1 j=1

Z—bj

b

G [ Ve s *“‘! ACKCD
Fx(w) = - “E 3 5= o —5 = fx.(u),
T[Py(e=m)F 27 [P [1—a; te :

ol on a utilisé |1 — ¢ te ™| = |¢| L e — e ™| = |c| 7 e — 1] = || 1|1 — e ™| pour
déplacer les racines de l'intérieur vers l’extérieur du disque unité, sans perturber
la valeur du module. Il en découle que vx = 7y, car l'autocovariance n’est rien
d’autre que la suite des coefficients de Fourier de la mesure spectrale.
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Examen de rattrapage

Durée : 2 heures
Date : lundi 1 septembre 2015
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de I’exercice 1 (ARMA(1,1)).
1. Une solution stationnaire existe (elle est alors unique, et c’est un processus li-
néaire) lorsque le polynéme ®(z) = P,,(z) = 1 — ¢z n’a pas de racine de module 1,
c’est-a-dire lorsque |¢| # 1 car ® a une unique racine z; = 1/¢ de module 1/|¢

2. La solution stationnaire est causale lorsque ¢ n’a pas de racine de module < 1,
c’est-a-dire lorsque |z;| > 1, autrement dit lorsque |¢| < 1;

3. D’apres un théoreme du cours, la solution stationnaire X de l’équation ARMA
®(B)X = ©(B)Z s’obtient en développant en série de puissances de z la fraction
rationnelle de I’équation ARMA z — O(z)/®(z) = (14+6z)/(1—¢z) dans un voisinage
du cercle unité {z € C: |z| = 1}. On distingue les cas |¢| < 1 et |¢| > 1.

Cas |¢| < 1. Si|z| =1 alors |¢pz| < 1 et 1/(1 — ¢z) = > 1o, o2, d’ou

1+0z > e N ,
1_(/)7:Z¢kzk+ezz:¢kzk:1+z®k 1(¢)+9)2k
T k=0 k=0 k=1

d’ou
U = Lh=o + " (¢ + ) 1nso.
Cas || > 1. Si |z| = 1 alors |(¢2) 7' < 1 et

1 f,i 1 77i<x: ‘4@4@7700 —k_—k
T e v R =D DL ;¢Z'

k=0
et donc
146z N S I N —k
oo = 20T 023 0T = 00T 4 D 6T 0+ 0):
k=1 k=1 k=1
d’ou

Y= =00 1o+ ¢+ 0)1i<o.

Dans les deux cas, Fgl oFy = Fy, pour tout ¢t € Z,

Xp = tZix,
keZ
et la convergence a lieu p.s. et dans L2. On retrouve bien X = Z si § = —¢.

4. Pour tout h € Z, comme vz (h) = 021,
yx(h) = vp,z(h) = Y Wiyz(h+ 5 — k) = 0> tithny;
jker jez

Cette formule permet d’établir que vx (h) décroit géométriquement (exponentielle)
quand |h| — oo, en utilisant le fait que v, décroit géométriquement quand |k| — oo,
c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 et 0 < p < 1 tels que |yx(h)| < Cpl" pour tout h € Z.
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Solution succincte de I’exercice 2 (Estimation de la moyenne et intervalle de confiance
pour un AR(1)).
1. Comme |¢| < 1, le processus stationnaire X solution de 1’équation AR(1) est un
filtre causal du bruit blanc fort gaussien Z, et par conséquent, d’aprés un théoreme
du cours, on dispose du théoreme de la limite centrale suivant :

VilBn —0) =5 N(0,7)

ou v = 27 fx(0) et ou fx est la densité spectrale de X, qui est donnée ici par
fx(\) = %m pour tout A € [-m, 7], d’ou enfin v = 27 fx(0) = 02/(1 — )% On
peut mener le calcul de la variance asymptotique directement :

1 o
nVar() = - Z vx (i —1)
0<i,j<n—1
n—1

_ Z n;h%((h)

h=—(n—1)

n—1

h
h=—(n—1)

=23 x(h)

n—00

heZ

= Z efihAWX(h)‘A:O

heZ
— 27 fx(0).

2. La convergence en loi précédente permet de construire un intervalle de confiance
asymptotique I, , suivant de niveau de confiance 1 — «. En effet, on écrit

P(Geé\—\/ZJa) —P(ﬁ(@\—e)e(]a)@P(ZEJQ)—I—a

ou Z ~ N(0,1) et Jo = [~qi—a/2; G1-a/2) OU g, est le quantile d’ordre p de N(0,1)
c’est-a-dire P(Z < ¢,) = p, ce qui donne

Ln,,rx = |:/9\_ waa/27 §+ WQ1a/2}
n n

Cet intervalle de confiance permet de tester I’hypothese statistique Hj :«f = 0»
contre I'hypothese alternative [, :«f # 0». Pour a = 5% on a ¢i_q/2 ~ 1.96, ce

qui donne avec les valeurs fournies pour n et 9 I'intervalle [—0.39,0.59]. Comme 0
appartient a cet intervalle, on accepte H, avec un niveau de confiance de 5% ;

3. Un théoréme du cours affirme que I',, est inversible pour tout n si et seulement si
~vx(h) = 0 quand h — oo, ce qui est le cas pour les processus ARMA(p, q);

4. Si X™ = (X,,...,X,_1) alors Cov(X™) = Cov(Y ™) =T,, d’ou
YW =T V2y 0 = gro 21, 4 T2 X = gA 4 7
ou Z™ =T, *2X ™ vérifie Cov(Z™) = I,. On a donc
(ATA)—lAi}n(n) _ (IIFZI/QF#ﬂln)_l12F;1/2F;1/2Y(n) _ ’Q“n.

1l s’agit donc tout simplement d’un estimateur par projection orthogonale obtenu
par moindres carrés miny [|[§A — Y, ||, bien connu pour le modéle linéaire ;
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5. OnaE(4,) = (1,T,11,)"4(1)T,;11,)0 =0 et

~ 1

E((0.)%) = WE((lzrlly(n))Q)-

Or comme 1T 'Y = (1 T 'y (™)T = y(Tr-11 (il s’agit d’un réel), on a

n n

E((1,T,'Y™)) =E(1, 'YWy ™WTT )
=1 T E(Yy®™y™hHroty,
=1,T, (0, +61,1,),'1,
=111, +601)1,'1,)*

d’ou )
Var(f,) = ————.
ar(0h) 1,0-11,

6. La décomposition de Cholesky donne, en observant que ®,1,, = (1—¢,...,1-¢,1)7,

1-— ¢)2 1 1
Tr-117 _ T _ 2 . 2
]"ILFTL ].n = ((bn].n) DTL@TL]-H = (1 — (b) 0_2 + (TL — 2)(1 — (/5) ; =+ ;,
d’ou
Var(0, —_—.
nVarbn) =2 o

Ainsi, les estimateurs 6, et #,, sont asymptotiquement de méme variance.
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : mercredi 4 novembre 2015 8h30-10h30
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de I’exercice 1. Proche d’un exercice du partiel de 2013-2014.

1. Par définition, X est un processus causal de Z ssi a;, = 0 pour tout & < 0. D’autre
part, par définition, X = F,,Z est inversible ssi il existe 3 € (1(Z) tel que Z = FzX
est un processus causal de X c’est-a-dire que f, = 0si k < 0.Si X = F,Z est a
la fois causal et inversible alors Z = [3X = F3F,Z = Fp.,Z d’ou § = a~'. Ainsi,
un filtre o d’'un BB est a la fois causal et inversible ssi o est a support dans N et
admet un inverse (pour le produit de convolution dans ¢'(Z)) a support dans N;

2. Lopérateur (1 — B)"*! = An*! élimine toute tendance polynomiale de degré au
plus n, d'ou A%Z, = A(Z, — Z;_1) = Zy — 2Z;_1 + Z;_o, Ou encore, avec n = 1,

(1-B)""'(1+t+2Z)=0-B)""Z, =1 —-2B+B)Z, =7, — 27, 1 + Z;_s;
3. Exercice vu en travaux dirigés. Pour tous ¢,h € Z, on a
pxy (1) = B(XyYy) = E(X)E(Y) = px () py () = pxpy
grace a I'indépendance et a la stationnarité de X et Y, et

Yy (t,t+ h) = E(XenYin XeYs) — (uxpy)’
= E(Xyn X )E(YiynY:) — l@(ﬂ%/

= x(h) + 1 + v (h) + iy — pXpi,
qui ne dépendent pas de ¢, d’ou la stationnarité de XY ;

4. Soit X, = Z, + 0Z,_; un MA(1). La moyenne est nulle et I'autocovariance est
x(h) = B(X; Xi1n) = B((Zi + 0Z1)(Ziyn + 0Z1in1)) = 0°(1 4+ 0%)1peg + 0071 i

Comme vy € (*(Z), le théoréme de Herglotz affirme que vy est la transformée de
Fourier d'une mesure positive finie de densité donnée pour tout v € [—m, 7] par

L b _ O 2 i viuyy O 2 .
flu) = %%’Y)((h)e = %(1 +0°+0(e™+et™) = %(1 + 67 + 20 cos(u)).

Solution succincte de I’exercice 2. Tiré de I’examen de rattrapage de 2014-2015.
1. Une solution stationnaire existe (elle est alors unique, et c’est un processus li-
néaire) lorsque le polynéme ®(z) = P,,(z) = 1 — ¢z n’a pas de racine de module 1,
c’est-a-dire lorsque |¢| # 1 car ® a une unique racine z; = 1/¢ de module 1/|¢

2. La solution stationnaire est causale lorsque ¢ n’a pas de racine de module < 1,
c’est-a-dire lorsque |z;| > 1, autrement dit lorsque |¢| < 1;
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3. D’apres un théoréme du cours, la solution stationnaire X de 1’équation ARMA
®(B)X = ©(B)Z s’obtient en développant en série de puissances de z la fraction
rationnelle de I’équation ARMA z — O(z)/®(z) = (1+6z)/(1—¢z) dans un voisinage
du cercle unité {z € C: |z| = 1}. On distingue les cas |¢| < 1 et |¢| > 1.

Cas |¢| < 1. Si|z| =1 alors |pz| < Let 1/(1 — ¢z) = > 12, o2, d’ou

1+6z S gk 023 gt =14 S 6o+ 0)F
k=0

1—¢z k=0 k=1

d’ou
U = 1no + ¢* (¢ + ) 1150
Cas |¢| > 1. Si |z| = 1 alors |(¢2) 7| < 1 et

1 11 LU hoh NS bk
—_— = = - 2 == O
1— ¢z ¢z 1 —(¢2)7! oz ; ;
et donc
i + 62 = — Z o FF— 0z Z o R = 0t + Z R () P
— 0z k=1 k=1 k=1
d’ou

Y =—00" 1o+ ¢+ 0) 110

Dans les deux cas, F;l o Iy = Fy, pour tout ¢t € Z,

Xi = Z%thk,
keZ
et la convergence a lieu p.s. et dans L?. On retrouve bien X = Z si § = —¢.

4. Pour tout h € Z, comme vz (h) = 021;—q,

vx(h) =vp,z(h) = Z Viryz(h+j — k) = o’ Zlﬁﬂ/fhﬂ

jkeZ JEZ

Cette formule permet d’établir que vx(h) décroit géométriquement (exponentielle)
quand |h| — oo, en utilisant le fait que 1, décroit géométriquement quand |k| — oo,
c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 et 0 < p < 1 tels que |yx(h)| < Cpl" pour tout h € Z.

Solution succincte de I’exercice 3.

m

1. Pourtoutt € Zettousn,m € N, lavar X, =) ,_ o7 est gaussienne de
moyenne 0 et de variance

E(anm) = Z ajou,Cov(Zy_j, Zy ) = Z aiVar(Z;,_1) = o* Z ol

—n<j,k<m —n<k<m k=—n

car Z ~ BB(0,0?%). Comme X;,,, converge dans L? et donc en loi vers (F,X);
quand n,m — oo, il en découle que (F,X), ~ N(0,02|al3), car pour les suites
de v.a.r. gaussiennes, la convergence en loi est équivalente a la convergence des
moyennes et des variances et la limite est toujours gaussienne;
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2. Soit x := E(Z}) (valable pour tout ¢ € Z). Pour tout ¢ € Z on a

My =E(FaZ)) = > 0k B(Zik, Ziky Do vy Zars)-

k1,k2,k3,ka€Z

Or si la suite finie ky, ko, k3, k4 comporte une valeur n’apparaissant qu'une fois alors
par indépendance et centrage E(Z; 1, Zi 1, Zt ks Zi—k,) = 0. 11 suffit donc de consi-
dérer le cas ou deux valeurs distinctes u # v apparaissent deux fois, qui donne
E(Zi 1, Zt s Zt 15 Zi1y) = E(Z2.,Z2,) = 0%, et le cas ou une seule valeur apparait
quatre fois (k) = ko = k3 = ky), qui donne E(Z;_x, Zt 1, Zt—1y Lt—t,) = E(Z;{kl) = K.

4
=Y (2) 0202t + 3 aldo!

u,VEZL keZ
u<v

4 4 4
= 30" (lolly = llally) + & llelly

4 4
= 30" [lally + (5 = 30%) ol

Rappelons que 7 C (9si1 < p < q < oo et en particulier /' C 2 C /4.

11 est possible de vérifier la véracité du calcul dans le cas gaussien. En effet,
comme le moment d’ordre 4 de la loi A'(0,1) vaut 3, il vient k = 30 et donc
M, = 30*||a |f§, ce qui correspond bien au fait que dans le cas gaussien, M, est
le moment d’ordre 4 de la loi NV(0, o ||a||§) d’apres la premiére question!
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : lundi 11 janvier 2016
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de I’exercice 1.

1. On raisonne par I’absurde. Si X est solution stationnaire de I’équation, alors 1'uti-
lisation récursive de X; = 0 X; 1 + Z, + 6Z,_; donne, pour tout ¢t € Z et tout n € N,

X=Xy 1+ 2, +0Z,_,4
=Xy 24 Z1 +0Z2) + Xy + Zy + 0244
=0’ Xy 0+ 2y + (p+0)Zi—1 + 9027,

n—1
=" Xy + 2+ Z o+ 0) 2k + " 02,
k=1

d’ou

n—1
Xt — gDnXtin = Zt =+ ((p + 6) Z @k_lzt,k —+ gp"_leZt,n
k=1

d’ou, en calculant la variance des deux membres,

n—1

(1 + (’0271),7)((0) _ QQDnVX(Tl) _ 0_2 + 0_2((70 + 9)2 ng2(k‘—1) + 0_24)02(71—1)927
k=1

orsi|p| = 1et e+ 6 # 0 alors on obtient une contradiction lorsque n — oo : le
membre de gauche reste borné tandis que le membre de droite tend vers l'infini.
Il n’y a donc pas de solution stationnaire lorqu’a la fois |p| = 1 et ¢ + 6 # 0.

2. Comme ®(z) := 1 — ¢z et O(z) := 1 + 6z ne s’annulent pas sur le cercle unité,
I’équation ARMA(1, 1) admet une unique solution stationnaire donnée par le filtre
X = F,1Fy,Z = Fo, F 1 Z. Or I'équation ARMA(oo, 00) s’écrit F, 1 X = F, -1 Z;

3. Ona ®(z) = 1—22/4 dont les racines sont +2 et O(z) = 1+ 2/2 dont 'unique racine
est z = —2. Comme ® ne s’annule pas sur le cercle unité, I’équation ARMA(2,1)
admet donc une unique solution stationnaire donnée par f(B)Z ou

O(2) 2 - —k _k
= = = 2
& =50 " 7= kZ:O -
(convergence absolue pour tout z € C tel que |z| = 1). Elle est manifestement

causale, et cela est di au fait que ® ne s’annule pas sur le disque unité. Comme O
ne s’annule pas sur le disque unité fermé, cette solution est de plus inversible. Le
processus Y; = X; + c27* est une solution non stationnaire, pour tout c # 0 fixé.

4. Comme P ne s’annule pas sur le disque unité fermé, I’équation ARMA(p, ¢) possede
une unique solution stationnaire, qui est causale, et il s’agit donc de X. De plus
X = f(B)Z ou f(z) = O(z)/®(z). La causalité fait que 1/®(z) et donc f(z) est une
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somme finie de séries de puissances positives c’est-a-dire que f(z) = Y, ., ax2" ol

o = Z;" L cJ/s avec ci,...,cp, € Ret ky,...,ky, € — 1, 1[. En particulier, en posant
=|c1| + - + |en| et k :=max(|k1],. .., |kn|) €]0, 1], il vient, pour tout k& > 0,
lo| < e

A présent pour tout i > 0,

yx(=h) = x(h) = Y ajavzlh+k—§) = 0* Y axangx

J,k>0 k>0
ce qui donne, pour tout 2 > 0,
Hh

. 5 — C:‘ih _ Cefch.
— K

x(h)] < 0% > K = co”
k>0

. Pour tous t,h € Z, on a
px(t) =E(X) =E(Y) =0 et ~x(t,t+h) = E(XunX,) = E(Y?) =

qui ne dépendent pas de ¢, et donc le processus est stationnaire. De plus pour tout
t € Z on ayx(t) = 1. Le processus est solution de I’équation X; ; = X, qui est une
équation ARMA(1, ¢) dégénérée avec un bruit blanc de variance nulle.

. Comme vy € (}(Z), le théoréme de Herglotz affirme que la mesure spectrale vy
de X admet une densité spectrale fy donnée pour tout u € [—m, 7] par la formule
fx(u) = 5= 3,z e ™ yx(h). A présent, par convergence dominée,

n n n—1
1 1 . n— ||
nVar <n Zm) =2 =k = 3 (k) = D x(h) = 2mfx(0)
k=1 J,k=1 h=—n+1 heZ
Solution succincte de I’exercice 2.
1. Ona
Ht*L[PFl Hf 1,p @ VeCt{E p+1),p}
d’ou
proj(Xy, Hy_1p11) = proj(Xy, Hy_1 ) + proj(Xy, vect{ £, p+1)p})
or < >
N X, E; 1
proj(Xy, vect{ E,_ (p+1), pH) = fpr B p+1)p OU HKpt1 = HE,,—(p+)27
p+1),p

. Comme X; = E L, proj(Xy, Hy 1), et proj( Xy, Hy 1) € Hy oy L By il vient

t—(p+1),p’
<Xt7E7 (p+1),p > <Et+p7E7 (p+1), >
_ 2 _ 2
1B palle 1B

(p+1),p (p+1),p

Enfin ||E;jp||2 =||E._ (p+1)p”2 0?) d’ou la formule attendue. Comme cette quan-

tité est une corrélation, elle appartient a l'intervalle [—1, 1] (inégalité de Schwarz).

Solution succincte de 1’exercice 3.
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1. Par analogie avec le cas scalaire (d = 1) on aimerait poser

= Z o7, .

k>0

C’est une série dans l'espace de Hilbert L*(Q — RY) dont la norme ||Y|;: =
E(||Y|3)"/? dérive du produit scalaire E(X -Y). Elle converge absolument car

Vi
I Zq)th kllr2 < Z”CkaZ—)QHZt k ‘LZ < ZH@H2—>2 v 70

k>0 k>0 k>0 ||q)||24>2

ou on a utilisé 'inégalité triangulaire pour la norme de L?, la sous-multiplicativité
de la norme de matrice puis le fait que || Z;||3, = Z‘;:l E(Z?;) = do*. Le processus
X est donc bien défini dans L?. I est bien solution de 1’équation AR(1) vectorielle
car par continuité de I'application linéaire Y € L? — ®Y € L?, on a

X =) WM Z=) 02 =X~ 2

k>0 k>1

Notons que X a une norme constante en ce sens que pour tout ¢t € Z,

Xl = E( Y 72 05 Zi) = Y S B E ega )

J.k>0 7,k>0 u,v,w=1

— o2 ZZ(q)k

k>0 wv

=0” ) Tr(®*(@M)").

k>0

Si X’ est une solution de ’équation dans L?, de norme constante, alors

n 2
X| = Zi4+®X[_y == Y WL+ @Ky 3 Y 2= X
k=0 k>0
car [|9"X] o llee < NRIUEEIXT (i llee = [@I555]1XG]] 2 = o(1) et il y a donc

unicité parmi les solutions dans L? de norme constante.

2. Siles processus (Z;1),cy, - - - » (Z1.4),c, SONt indépendants et si ¢ est diagonale, alors
les processus (X;1),.5,---,(Xta),., sont des AR(1) indépendants de coefficients
respectifs @, ;,...,®,, car dans ce cas P*Z;, ; = (@’fﬂth,k,l, o (bfl’dZt,kyd)T.
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Examen de rattrapage

Durée : 2 heures
Date : vendredi 15 juillet 2016
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note :
11 sera tenu compte de la qualité de la rédaction
Les surveillants ne répondront a aucune question sur le sujet
Si vous avez des commentaires a faire, faites le sur votre copie
Ce sujet reprend des éléments des sujets des années antérieures

Solution succincte de l’exercice 1.

1. Comme ¢ +— cos((2/3)wt) est de période 3, on a A3S; =0+ A3Z, = Zy — Zy_3;

2. Commelesv.a.r. (Z;),., sont indépendantes, de carré intégrable, de méme moyenne

et variance, il s’agit bien d’un bruit blanc fort. La moyenne vaut 0 car les variables
sont centrées, et la variance vaut 1 car les variables sont réduites;

. Les va.r. (Z}),., sont indépendantes, de carré intégrable, de méme moyenne et
variance : il s’agit donc d'un bruit blanc fort. Pour tout & € Z on a u(h) = E(Z))
(= 0 si p impair) et y(h) = (E(Z3") — E(Z8)*)1h=0;

. yx(h) = 0si|h| > 2, et 7x(0) = Var(aZ_, + bZ;) = a® + b?, yx(—1) = vx(1) =
E((GZ() + ng)((LZl + ng)) =0, et Wx(—Z) = ’Vx(2) = E(bZ2aZ2) = ab.

. X est causal ssi X; ne dépend que de (ZS)SSt, pour tout ¢t € Z, ce qui a lieu si b = 0.

Le filtre X de Z est inversible ssi Z est un filtre causal de X, ce qui a lieu si a = 0.

Solution succincte de 1’exercice 2.

1.OnaX, = >, (¢"Zik+ ¢ X, (n41) pour tout n € N. Si |¢| < 1 alors le pre-

mier terme du membre de droite est une série absolument convergence dans L?
(et p.s.) ce qui suggere que X, = > ;_, ©*Z,_,, est solution, ce qui se vérifie di-
rectement. Lorsque |p| > 1 on procede de méme en renversant le temps a par-
tir de 1’équation X, ; = ¢ 'X, — »~'Z,, ce qui conduit a la solution non-causale
X, = =Y 0, 9o *Z. Lorsque |p| = 1 alors il ne peut pas exister de solution
stationnaire car sinon I'équation Y,_,¢*Z,_; = X, — ¢""'X,_(,4+1) donnerait en
prenant la variance (n + 1)o? < 4yx(0) ce qui est impossible lorsque n > 1;

. X = F,Z avec a;, = ¢*1,¢y donc pour tout 2 € N,

h
yx(=h) = x(h) = Y ajeyz(h+j—k) =0y ¥ = 02%~
J,k€Z 3>0 ¥

Pour la densité spectrale, on écrit, pour tout ¢ € [—n, 7],

Z @j(f—itj

JeN

2
O'2 g

2r  2r

2 2 2 1

1 o

fx(t) = |Pale™™) P f2(t) = T e it

T 271 2pcos(t) + o2

3. L’équation s’écrit sous forme standard

1 1
X = iXt—l +2Z + §Zt—1
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et donc ®(z) = P, (2) = 1 - z/2 et O( ) = P,,(z) = 1+ z/2. Pour tout =z € C avec

|z2] =1, 0onalz/2| < 1etdonc (b( ;= 2/2 =37, (z/2)F d’ou
() _ i 27k 4 i 97kok =1 4 ZOO: gkt k
(D(Z) k=0 k=1 k=1

Cela donne la solution causale X; = Z, + > oo 27F*1Z,_;;
4. Ona X = FyZ ou ¢y, = 139 + 1,502 %*1. Or pour tout i > 0,

Yx(=h) =yx(h) = Z Vibyz(h+ 3 — k) = o° Zlﬂﬂﬂhﬂ'

J,k€EZ >0

car v, = 021y,. Comme || < 2p* pour tout k > 0, avec p = 1/2, on obtient

2 Z w]thr]

7>0

1
<U2ph2p27—022p 1 = Cp.
7>0 p

5. Prenons aj = k~"1;>; pour a > 1, de sorte que o € ¢*(Z). Pour tout » > 0, on a

9 1 o [ dx o?
) =) =S e 27 | G - e

qui décroit polynomialement et non pas exponentiellement quand |h| — oc.

Solution succincte de l’exercice 3.

1.0na®(z) = (1—2+(1/4)2%) = (2 —2)?/4etO(z) = 1 —2/2 = —(2 — 2)/2 dont
I'unique racine est 2 (elle est double pour ®). Comme ¢ ne s’annule pas sur le
cercle unité, I’équation ARMA possede une unique solution stationnaire notée X,
processus linéaire de Z. Comme de plus ® ne s’annule pas sur le disque unité, X
est causale. Comme O ne s’annule pas sur le disque unité fermé, X est inversible.
Le calcul de X se fait en développant en série de puissances la fraction rationnelle
de I’ARMA, dans un voisinage du cercle unité. Ici |z| = 1 implique que |z/2| < 1 ce
qui permet le développement en série géométrique suivant :

(z) 20z-22 2—z 1—z/2

O(z) 4(z —2) 2 Z ok

d’oli, en posant ay, = 2 15,

ZQ Zy k—zath k

kEZ

Elle est manifestement causale. On vérifie facilement directement qu’il s’agit bien
d’une solution de I’équation irréductible X; — (1/2)X;_1 = Z; qui est AR(1) :

- (1/2) X2 = 22 Ztk—ZQ N7 e =2y

La solution est manifestement inversible car on a
Zy=(®/0)(B)X,=(1—-B/2)X; = X; — (1/2) X, _1;
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2. Pour tout h > 0 on a

h: _ :2 22kh_ 22h 4k )
0= ) =" S =3 S L

kez
Donc vx(h) = (4/3)0?27" pour tout h € Z. On a H, 1, = vect{X, ,} d’olt

X, X —t+1
{ tl)Xt—l Yx (s +1)

= X, =27ktx,
X | 7x(0) ' !

PTOJ(Xm Ht—l,l) =

Cette variable aléatoire tend presque stirement vers 0 quand s — oc.

3. Un calcul (a faire!) montre que Var(y/nX,) — % (X, ozk)Q = 402 quand n —
oo. Comme Z est un BB fort gaussien, la variable \/nX, est gaussienne. Comme
sa moyenne est nulle et sa variance converge vers 402, elle converge en loi vers
N(0,40?). Cette propriété permet de mettre en place un test pour savoir si le bruit
blanc est fort (elle reste vraie si le bruit blanc est fort mais pas gaussien).

Solution succincte de I’exercice 4.

1. Les polynomes &, et O, ont pour racines respectives

f— — et = =, b b
, Q. ey @ ..., =, s ooy 0g,
(117 ) i r+1 P ll l)s s+1 q

qui sont toutes a ’extérieur du disque unité : I’application z — 1/Z conserve l'ar-
gument et inverse le module. Donc l’équation ARMA(p,q) ®.(B)X,. = 6.(B)X
posséde une unique solution stationnaire notée X.. A présent, comme @, et O, ne
s’annulent pas sur le disque unité fermé, le processus ARMA(p, q) X, est causal et
inversible;

2. Par définition, on a

p P a q
z) = 1_280ij = _‘PPH(Z_GJ) et O(z Z :H(JH(Z_bj)'
j=1 j=1 Jj=1 J=1

Comme ®(0) =0(0) =1, 0ona|a;---ayp,| = |b1---bby| =1, et
p
_ H z— (l]
; a
j=1

11 en découle que pour tout u € [—m, 7],

p q

=[Ilt—a'2 et 10G)=]]

=1 j=1

Z—bj

b

G [ Ve s *“‘! ACKCD
Fx(w) = - “E 3 5= o —5 = fx.(u),
T[Py(e=m)F 27 [P [1—a; te :

ol on a utilisé |1 — ¢ te ™| = |¢| L e — e ™| = |c| 7 e — 1] = || 1|1 — e ™| pour
déplacer les racines de l'intérieur vers l’extérieur du disque unité, sans perturber
la valeur du module. Il en découle que vx = 7y, car l'autocovariance n’est rien
d’autre que la suite des coefficients de Fourier de la mesure spectrale.
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : lundi 31 octobre 2016
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note :
— 11 sera tenu compte de la qualité de la rédaction
— Les surveillants ne répondront a aucune question sur le sujet
— Sivous avez des commentaires a faire, faites le sur votre copie
— Ce sujet reprend des éléments des sujets des années antérieures

Solution succincte de l’exercice 1.

1. L'opérateur différence répété A"*! élimine toute tendance polynomiale de degré
inférieur ou égal a n. Ainsi A'7X = A®7Z = (1-B)*V77 = 300 (%) (- 1)k B*Z.

2. Ona®(z) = 1-3z et O(z) = 1—(10/3)2+22. Le polyndme & a une seule racine, égale
a 1/3. 1l ne s’annule donc pas sur le cercle unité, et donc, d’apres un théoreme
du cours, I’équation ARMA(1,2) admet une unique solution stationnaire (on ne
peut pas pour l'instant affirmer qu’elle est causale car le polynome s’annule sur
le disque unité). Ce processus linéaire solution s’obtient en développant en série
de puissances de z autour du cercle unité la fraction rationnelle irréductible de
I’équation. Comme 1/3 est a la fois racine de ¢ et de O, on a pour tout z € C avec
|z =1,

O(z) (1-32)(1-13z) 1

o(z)  1-3. 37
Le processus linéaire solution est donc X; = 7, — (1/3)Z,_1, t € Z. Ce processus est
manifestement un filtre causal de Z (d’ailleurs le dénominateur de la fraction ra-
tionnelle irréductible ne s’annule pas sur le disque unité). Le polynéome © s’annule
sur le disque unité et on ne peut pas affirmer que la solution est inversible, mais
le numérateur de la fraction rationnelle irréductible est constant et égal a 1 et
ne s’annule donc pas, ce qui permet d’affirmer que X est inversible. L'expression
de Z comme filtre causal de X s’obtient en développant l'inverse de la fraction
rationnelle irréductible en série de puissance autour du cercle unité. Comme pour
tout z € C avec |z| = 1 on a [(1/3)z] < 1, il vient le développement en série de
puissances ®(z)/0(z) = 1/(1 — (1/3)z) = > -, 37%2*, qui donne enfin la formule
renversée Z;, = (((2/0)(B))X); = Y 4oy 3 ¥ X,_1, qui est bien un filtre causal de X.
3. Ona ©(z) = 1 (comme pour toute équation AR). D’autre part ®(z) = 1—2?, dont les
racines {¢’>™*/P . 0 < k < p — 1}, appelées racines p-iéme de 1'unité, sont de module
1. Tentons d’établir qu’il n’existe pas de solution stationnaire en raisonnant par
I’absurde. Si X est une solution stationnaire, alors pour tout ¢t € Z et tout » > 1,

r—1

Xy = thp +Zy = Xt72p + 7+ thp == thrp + Z Zt*k'p‘
k=0

Or d’une part, en utilisant le théoréme de Pythagore dans L2, il vient

| X — Xt72p||§ = ”Zt + 2yt Zt—(r—l)p”; — 1o — o0,

T—00
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tandis que d’autre part, en utilisant la stationnarité de X,

1X: = X1 gplly = 7x(0) = 29x(2p) + 7x(0) < 47x(0) = O (1),
ce qui est bien contradictoire. Il n’y a donc pas de solution stationnaire.

Solution succincte de I’exercice 2.

1. Pour tout ¢t € Z, dans '’espace de Banach L?, la série ZkeZ a2y, converge abso-
lument : en effet, en utilisant la définition de « et Z,

> lewZiill, =D lawl 1 Zekll, = o llall, < oo.

keZ kEZL
Pour tout ¢ € Z, la série aléatoire ), , a7, converge presque slirement car en
introduisant la variable aléatoire S := )", |a;Z;_;| a valeurs dans [0, +-oc], il vient,
en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli ou de convergence monotone,

E(S) =Y |awlE(Zis) <Y el [ Zikll, = o llally < oo,
keZ ez

d’ou P(S < 00) = 1, c’est-a-dire que presque sirement la série aléatoire ), ., axZ;_y
converge absolument dans R. La valeur de cette somme est identique a celle ob-

tenue dans L? car la convergence L? et la convergence presque siire entrainent

toutes les deux la convergence en probabilité. Enfin si A; est I’événement presque

stir qui assure la convergence pour ¢ € Z, alors M;cz A; est également un événement

presque sir, ce qui assure que le processus X = (X;),., est bien défini.

2. Pour tout ¢ € Z, comme le produit scalaire dans L? est continu et Z est centré,

n n

px(t) =E(X;) = E(mljgloo kz W Zyy) = mlrlgloo kz ayB(Zy) = 0.

Pour tous s,t € Z, on a s,t € E,

E(X,X;) = (Z arZs Z Qg Zy_pr)

keZ k'€Z
n n'

L? . .
= < lim E Oést_k, /hm E Oék/Zt_k/>

m,n—00 m/ ;n'—o0

k=—m k'=—m'

) n n’
= lim E E akak/<Zs,k,, Zt—k’)

m,n,m’,n'—oo

k=—mk'=—m’

n

:) lim Z Z O(k;ak;r’)/z(t —s+k— ]C/)

m,n,m’ ,n’—oo
k=—mk'=—m’

@) o
=0 QRO stk

kEZ

ou (1) provient de la continuité dans L? du produit scalaire, ou (2) provient du fait
que Z est centré, et ou (3) provient du fait que v, = o%14. Par conséquent, comme
X est centré, il vient yx(s,t) = E(X,X;) = 0% Y, c; k0—s1k, qui ne dépend de (s, t)
qu’a travers I’écart t — s. Ainsi X est stationnaire, et pour tout h € 7Z,

vx(h) = o? Z Qf Otk

kEZ
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3. Par définition X = F,Z est un filtre causal de Z lorsque «y, = 0 pour tout k < 0.

4. Rappelons que le filtre X = F,,Z de Z est inversible s’il est causal et s’il existe un
filtre causal Fj tel que Z = F3X (8 = o~ ! lorsque « est inversible dans ¢*(Z)). Or si
P, est un polynéme, alors X est un filtre causal de Z, et si de plus P, ne s’annulle
pas sur le disque unité fermé, alors d’aprés le cours, a~! existe et son support est
inclus dans N, d’ou l'inversibilité de X.

5. Dans ce cas, le filtre X = F,,Z est causal car le support de « est inclus dans N. De
plus, pour tout z € C avec |z] =1, on a |pz| < 1, et donc

1
1—p2’ P.(2)

P.(z) = Zpkzk = =1-pz,
k=0

et ainsi o' = 13 — pl;. A présent Z = F,-1X et le support de o' est inclus dans

N, et donc le filtre X de Z est bien inversible.

Solution succincte de I’exercice 3.

1. Soit X un processus harmonique. Le processus est centré :
E(X;) = cos(0t)E(A) + sin(0t)E(B) =0
pour tout ¢ € Z. D’autre part, pour tous ¢,h € Z,

E(X, X, 1) = cos(6t) cos(A(t + h))E(A?) + sin(6t) sin(0(t + h))E(B?)
+ (- )E(AB)
=0
= o?Re(e?e 1)) = 52Re(e7") = 0% cos(0h),

qui ne dépend pas de t, donc X est stationnaire, d’autocovariance vx (h) = o cos(6h)
pour tout h € Z. Pour montrer que X est déterministe, on peut utiliser les formules
trigonométriques (faciles a retrouver avec des nombres complexes)

2cos(a) cos(b) = cos(a +b) + cos(a —b) et 2cos(a)sin(b) = sin(a + b) + sin(b — a)
qui donnent, pour tout ¢ € Z,
Xt = 2008(9))(,5,1 - Xt,Q S Htfl, d'Ofl Xt = pI‘()j()(,g7 Htfl).

Rien d’étonnant : les trajectoires du processus harmonique sont des sinusoides
dont la seule source d’aléa est I’amplitude, ce qui fait qu’a chaque instant, il est
parfaitement possible de prédire le futur de la trajectoire a partir de son passé.

2. Démontrons les équivalence de maniére circulaire.

— Preuve de (¢c)=(b). Immédiat.

— Preuve de (b)=(a). Si E((X, — proj(X;, H,—1))?) > 0 alors X, # proj(X;, H;—1)
dans L? et donc X n’est pas déterministe;

— Preuve de (a)=-(c). Si X n’est pas déterministe alors il existe un ¢ € Z tel que
X;—proj(X;, H,_1) # 0 dans L2, et donc E((X;—proj(X;, H,_1))?) > 0, ce qui signi-
fie que (b) est vrai. Pour établir a présent (c), on constate tout d’abord que (c)
découle immédiatement de 1’éventuelle stationnarité forte de X. Lorsque X est
seulement (faiblement) stationnaire, cela est moins immédiat car il faut réussir
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a tirer partie du fait que les objets ne font intervenir que les informations du
second ordre du processus (covariance). Plus précisément, pour tout ¢ € 7Z, le
sous espace vectoriel H;_; est formé par I’ensemble des séries de la forme

Z Xk
=1

qui convergent dans L2. Montrons que 1’ensemble ® des coefficients (yy.) j>1 qui
garantit la convergence dans L? ne dépend pas de t. Pour tous s > r > 1l on a

1D enXerlls = Y eserrx (G = k),
k=s J,k=s

quantité qui ne dépend pas de ¢. Ainsi le critere de Cauchy ne dépend pas de ¢,
ce qui signifie que ® ne dépend pas de t. A présent on a

. . 2 . .
proj(Xy, Hy) = arg inf || X, = Y| = arg inf ;0 pienrx (i = k)
Jik=
ouonaposéY =372 X, ety :=—1. Il en découle que
. 2 . 2 . )
1Xe = proj(Xe, Hi-y)ll, = inf X, — Y[, = inf ;U piorx (7 = k),
=

quantité qui ne dépend pas de ¢, et (c) est établie.
Note : si X est gaussien alors proj(X;, H;_1) = proj(X;, L2(F_1)) = E(X; | Fi_1)
ou F;_; est la tribu engendrée par X; 1, X; o, ....
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : lundi 9 janvier 2017
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note :
— Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction
— Les surveillants ne répondront a aucune question sur le sujet
— Sivous avez des commentaires a faire, faites le sur votre copie
— Ce sujet reprend des éléments des annales, du cours, et des exercices de TD

Solution succincte de l’exercice 1.

1. Ona ®(z) = 1—2z dont I'unique racine est 1/2, et ©(z) = 1—2z+2? = (1-22)(1—-1z)
dont les deux racines sont 1/2 et 2. Comme ¢ ne s’annule pas sur le cercle unité
(pas de racine de module 1), un théoreme du cours dit que 1’équation admet une
unique solution stationnaire. C’est le processus linéaire obtenu en développant en
série de puissances de z la fraction rationnelle irréductible de I’équation. Or pour
tout z € Cavec |[z| =1ona

0(z) (1—-22)(1-1z) 1

- —1- -z
() 1-22 2°

Ainsi l'unique solution de I’équation est donnée par le processus MA(1)
1
Xt - Zt - §Zt71'
11 est plaisant de vérifier directement qu’il s’agit bien d’une solution :

1 1
Xy —2Xy 1 =2 — §Zt—1 —2(Zi1 — §Zt—2)
5
=7, — §Zt—1 + Zis.

Pour tout ¢ € 7Z, la variable aléatoire X; est une fonction de Z;, Z;_1, ..., et donc X
est un filtre causal de Z. Ceci n’est pas contradictoire avec le fait que ® possede
une racine de module < 1 (en fait elle est aussi racine de O et se simplifie).

2. Ona X = FZ et le polyndme Ps(z) =1 — %z possede une unique racine 2, qui est
de module > 1. L'inversion du filtre I3 est donc possible, et la formule suivante

1 1,
_1 :ZTZ
1—-3=2 k:02

valable pour tout z € C avec |z| = 1 donne

— 1
Zﬁ = Z ?thk'
k=0

Ainsi o, = 27F1;5. 11 est agréable de vérifier que tout va bien :

1 =1 =1
Zy — §Zt—1 = Z ﬁXt—k - Z Wxt—k—l
k=0 k=0
- Xt'
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Solution succincte de 1’exercice 2.

1. Pour tout h € Z,

0_2

'YX(h) _ 0_2 COS(eh) — 0_25)%(671%) _ ?(efié)h 4 ewh) _ / ei'“'}Ldp(u)
[=7.7]

ou u = (’2—25,9 + "—;69. On a montré que que vx = fi, et comme ;. est une mesure
positive finie sur [—n, x|, l'unicité de la mesure spectrale, qui provient de l'injec-
tivité de la transformée de Fourier, nous permet d’affirmer que ux = . De plus,
quelque soit § € [—7, 7], la mesure atomique p n’admet pas de densité par rapport
a la mesure de Lebesgue, et donc X n’a jamais de densité spectrale.

2. Soit pux la mesure spectrale du filtre X = F,,Z. Par définition, pour tout i € Z,

vx(h) = Z a;apyz(h+k —j)

J,keZ

. L, o2
Z ajak/ el(h+k—j>)\%d)\

jkeZ [=m.7]

. L, o2
/ Z ozjozke’(h%*])’\ Z_d\
[_

2T
™ ez

. — 0'2
/ ethA g ajef”’\ake*““’\ —d\
—m,m| 27

1,kEL

[
. .. . 0'2
= / ethA Z ajef’”’\ Z e kA Q—d)\
(=] ™
[

Il

JEL keZ
. . : 0'2

_ / ezh/\ § ake—lk/\ 2761)\
—mm] ke T

o o2 )
/ ev,h/\i‘Pa(e—z)\)‘Q dX.
[—m,7] 27

du(X)

ou la commutation = est justifiée par le théoréme de Fubini-Tonelli car la série est
absolument convergente, uniformément bornée, et I'integrale est sur un compact.
Note : comme « est réel, on a P,(z) = P,(z) d’ou |P,(e™)| = |P,(e™™)|, u € [-7, 7].
On a montré que vy = /i, et comme x est une mesure positive finie sur [—x, 7],
I'unicité de la mesure spectrale, qui provient de l'injectivité de la transformée de
Fourier, nous permet d’affirmer qu’il s’agit bien la mesure spectrale : ;1 = pux.
Comme 1y admet une densité f : A € [~7, 7] = f(\) := Z|P.(e~)| par rapport a
la mesure de Lebesgue, il en découle que X admet une densité spectrale fx = f.

3. Ona ®(z) =1 — 2z d'unique racine 1/2, et © = 1 — 3z d’unique racine 1/3. Comme
les racines sont de module # 1, un théoreme du cours affirme qu’il existe une
unique solution stationnaire, qui est forcément le X mentionné dans la question,
et que cette solution est un filtre X = F,,Z ol « est obtenu en développant en série
de puissances de z la fraction rationnelle de I’équation :

O(z) k
= arz®, z2eC,|z| =1
D(2) % r |
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De plus, l'autocovariance de X ne dépend que de la variance ¢ du bruit blanc Z
et du module de la fraction rationnelle de I’équation ARMA sur le cercle unité. Or

on a, pour tout A € [—, 7], en posant z := ¢,

2 |2
0= 5[50
_02‘1—32'2
2 |1 — 2z
B | -1
2m [22]? | - — 1
i029 1—7%,22
2m 4 1_%;;
029’1—§22
w4 |1-1iz

ol on a utilisé pour = le fait que |z| = 1 et le fait que % = 7 dans ce cas, d’ou

2

i 0.*2 @*(Z)
fX(Z) - o (b*(Z)
ou ®*(z) :== 1 — 3z, ©%(2) := 1 — 3z, et 0™ := J0°. Ces polynémes ®* et ©* ne
s’annulent pas sur le disque unité fermé. Ainsi on a donc
fx =[x+

ou X* est 'unique solution stationnaire de 1’équation ARMA de polynémes o* et
©* et de bruit blanc Z* de variance ¢*2. De plus X* est causal et inversible. Enfin
X et X* ont méme densité spectrale donc méme autocovariance.

Solution succincte de I’exercice 3 (Cas particulier d’un exemple du cours).

1. L’équation AR(m) a pour polynéme ®(z) = 1—¢z™ dont les racines sont p~!/me?2k/m,
0 < k < m — 1, toutes de module ||~'/™. ’hypothése |¢| < 1 fait donc que ® ne
s’annule pas sur le disque unité fermé. Un théoréme du cours affirme alors que
I’équation AR(m) posseéde une unique solution stationnaire, qui est de plus causale.

2. Nous allons utiliser la caractérisation suivante du projeté orthogonal : v = proj(u, H)
ssive Hetu—v L H.Posonsu=X;, H=vect{X;_1,...,X;_,}, etv=pX,,. On
a clairement v € H car 1 < m < p. D’autre part, pour tout h > 1,

(u—v, X p) =E(Xi — pXi—m)Xin) = E(Z, X, 1) =0
car X est un filtre causal de Z. Or H C vect{X; ,: h >1},d’ouu—v L H.

Solution succincte de I’exercice 4 (Queues lourdes - inspiré d’un exercice de TD).
1. Pour tout 6 € R,

E((;e(/\lw]+...+,\nw,l)) _ E(Piw‘lwl) L E(ei“"w’l) _ —(erhlFenl Aal) 6]
- - - - b

qui est bien la valeur en # de la fonction caractéristique de la loi de Cauchy de
parametre |\i|c; + - - + |A\,|c,. Or la fonction caractéristique caractérise la loi.
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2. Le théoreme de filtrage du cours ne s’applique pas car la loi de Cauchy n’a pas de
moyenne et encore moins de variance et donc (W,),., n’est pas un processus du
second ordre. Pour tout ¢t € Z, toute partie finie K C Z, et tout ¢ € R, on a

E(eiQZkEKGszfk) _ H E(ei“kgwtfk) _ 6*6\9|2k61{ \ak\7
keK

qui converge vers e~ll*l quand K — Z, donc 3, _ ;- o, W;_x converge en loi quand
K — Z vers la loi de Cauchy de parameétre c||«|[; (théoréme de Paul Lévy).

Pour tout ¢t € Z, la vaa.r. F,,IW; suit une loi de Cauchy et n’a donc ni moyenne ni
variance. Par conséquent, quelque soit la maniere de définir le processus (FW,),.,,
il ne serait pas du second ordre et donc pas stationnaire, ce qui ne I’empécherait
pas d’étre éventuellement fortement stationnaire !

Solution succincte de I’exercice 5. Si (X;),_ est solution alors pour tout ¢ > 1,
XE = (a4 0K

aZ? +bX} |7}

= aZ} +bla+bX7 )7\ 7}

=aZ} +abZ}Z} |+ VX] 20\ 2}

t—1
= atz} - 7} VX2 Z
k=0
Autrement dit on peut établir par récurrence sur ¢ que pour tout ¢ > 2,
t—1
Xp=Y abtz}- 2} + VX327 75,
k=0

Ceci suggére que le processus (X;),. défini par

t—1
Xo=0 et X,=signe(Z),|Y abhZ}---Z2, t>1
k=0

est solution de 1’équation non-linéaire, ce qui se vérifie immédiatement.
Notons que le processus (X;),.y est causal au sens ou pour tout ¢ > 0 la variable X;
est une fonction de 7, ..., Z;. Soit F; la tribu engendrée par Z, ..., Z;. Pour tout ¢ > 1,

E(X,) = E(E(X, | Fi_1)) = E (\/a N beialE(zt)) 0

car X;_; est F;,_;-mesurable et Z; est indépendante de F;_; (BB fort!) et centrée. Ensuite

t—1
o = Var(X,) = B(X?) = E(a + bX? ) )E(Z?) = (a + bo? o =--- = Z abt o2+,
k=0
On peut aussi obtenir ce résultat a partir de la formule X? = 2;10 ab?Z?..-Z% . En

. . . , . 2 .
particulier il en découle que limy,., 07 = ao? Y7 (bo®)" = {29 < oo sibo? < 1.
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