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Université Paris-Dauphine — M1 MA 2012/2013 — Séries Temporelles

Examen partiel
Durée : 2 heures
Conditions : sans calculatrice ni documents

Exercice 1 (Filtrage d’'un bruit blanc). Soit (§),cz une suite de variables aléatoires
(réelles) indépendantes, identiquement distribuées, de carré intégrable, et telles que

El¢] =0 et E[¢Y] =0, teZ
Soit (&;)¢ez le processus défini par
e=U&, teZ,
ou U est une variable aléatoire de carré intégrable, indépendante de (&;).cz et telle que
E[U?] = p*.

1. Montrer que (£;):cz est un bruit blanc faible dont on explicitera la variance.
2. Le processus (&;);cz est-il un bruit blanc fort?

On définit le filtre v = (Y )rez Par ¥ = 27% pour k > 1 et ¢, = 0 pour k < 0.
3. Montrer que pour tout ¢ € 7Z, la variable aléatoire

X, = Z YrEr—
keZ

est bien définie et de carré intégrable.
4. Montrer que (X,);cz est stationnaire et causal.
5. Calculer l'autocovariance vx(h) de (X;):cz en fonction de o2 et p?.

Exercice 2 (Modéle AR(1) bruité). Soit (Z;):cz un processus MA(1) s’écrivant
Zt = Uz + 9Ut,1, te Z./ (*)

ou # € R et (U;)sez est un bruit blanc faible de variance o2.
1. Justifier le fait que (Z;);cz est un processus stationnaire.
2. Calculer la fonction d’autocovariance de (Z;)cz.-

On admettra dans la suite qu'un processus stationnaire ayant la méme fonction d’auto-
covariance que (Z;)icz est un MA(1) admettant la représentation ().

On considere le processus (Y} )z défini par
}/;:2}/;5—1+€t7 teZ

ol (&)sez est un bruit blanc faible de variance 2. On suppose que (Y;)icz est entaché

18°
d’une erreur d’observation : on observe
Xt:Yt"'Utv teZv

ou (1;)sez est un bruit blanc faible de variance é et non-corrélé ! avec (g;);cz.

1. C’est-a-dire E[e;n] = 0 pour tous ¢, ¢ € Z.
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. Montrer que le processus (W,),cz défini par

Wy=¢e+m —2m_1, t€Z

est un processus MA(1), c’est-a-dire qu’il admet la représentation (x) pour des
valeurs 6 et 02 que I'on déterminera.
En déduire que (X;),z est solution d'une équation ARMA que 1'on explicitera.

Exercice 3 (Construction d’un processus stationnaire). Soient U une variable aléatoire
sur T = [—m, ) de loi Py, et Z une variable aléatoire réelle, indépendante de U, de carré
intégrable et centrée. On pose

X = Zexp(itU), t € Z.

Montrer que (X;);cz & valeurs dans C est stationnaire centré.

. Montrer que la fonction d’autocovariance de (X;)cz est donnée par

vx(h) = E[Z?] / Py (dw), h € Z.

T

Montrer que si la loi Py est symétrique?, alors yx est réelle et paire.

Montrer que si ¢ est une variable aléatoire a valeurs dans T = [—, 7), alors la fonc-
tion caractéristique @¢(t) = E[e*®] de £ définit pour ¢ € Z la fonction de covariance
d’un processus stationnaire a valeurs dans C.

2. Laloi Py est symétrique si pour toute ¢ : T — C bornée, on a [ ¢(w)Py(dw) = [1 p(—w)Py(dw).
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English version

Exercise 1 (White noise filtering). Let (& ):cz be a sequence of (real-valued) square inte-
grable, independent random variables, with same distribution, and such that

E[¢] =0 and E[¢}] =0? teZ.
Let (¢¢)iez be the random process defined by
e=U&,, teZ,
where U is a square integrable random variable, independent of (& ):cz and such that
E[U?] = p*.
1. Show that the process (¢;):cz is a weak white noise and compute its variance.

2. Is (&4)tez a strong white noise?

Let us define v = (Y} )rez by ¥ = 27% for k > 1 and +, = 0 for k < 0.
3. Show that for every ¢t € Z, the random variable

X = Z YrEi—k
keZ

is well-defined and square integrable.
4. Show that the process (X;),cz is stationary and causal.
5. Compute the autocovariance yx of (X;);cz and express it with o? and p?.

Exercise 2 (Noisy AR(1) process). Let (Z,;);cz be a MA(1) process with representation
Zt = Ut + 9Ut717 te Z./ (*)

where 0 € R et (U,);cz is a weak white noise with variance o2.
1. Show that (Z;):cz is stationary.
2. Compute the autocovariance function of (Z;)cz.

We will admit in the sequel that a stationary process with the same autocovariance func-
tion as (Z;)iez is a MA(1) process admitting representation (x). Let us consider the
random process (Y;);cz defined by

}/t:21/t71+8t,tez

where (g;):cz is a weak white noise with variance %. We assume that (Y;):ez is blurred by
a systematic experimental noise: we observe

Xt:Y;—"_nh tEZ7

where (7:):cz is a weak white noise with variance % and uncorrelated ® with (&;);c7.
3. Show that the process (W;)cz defined by

Wt = &t + e — 27]15717 te VA

is a MA(1) process i.e. satisfies () for a set of values 6 and o2 to be determined.

3. This means that E[e;n] = 0 for every ¢ € Z.
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4. Derive that (X;):cz is a solution to an ARMA equation to be determined.

Exercise 3 (Constructing a stationary process). Let U be a random variable on T =
[—7, ) with law Py, and let Z be a square integrable, real-valued random variable, inde-
pendent of U and centred. Set

X = Zexp(itU), t € Z.
1. Show that the process (X;);cz with values in C is stationary and centred.
2. Show that the autocovariance function of (X});czis given by

vx(h) = E[Z?] / M Py(dw), h € Z.

T

3. Show that if the law Py is symmetric?, then vy is real-valued and even.

4. Show that if ¢ is a random variable with values in T = [—, 7), then the character-
istic function ®(t) = E[e"*] of ¢ defines for every ¢ € Z the autocovariance function
of a stationary process with values in C.

4. The law Py is symmetric if, for every bounded ¢ : T — C, one has [} ¢(w)Py (dw) = [} o(—w)Py (dw).

4/4




Université Paris-Dauphine — M1 MA 2012/2013 — Séries Temporelles

Examen final

Durée : 2 heures
Conditions : sans calculatrice ni documents
1l sera tenu grand compte de la présentation et de la rédaction

Exercice 1. Soient X = (X;):cz et Y = (Y;):ez deux processus liés par la relation suivante

Yi=0¢Yi 1+ Xy + ¢,
Xt = thfl + Mt te Za
ol € = (g¢)1ez €t n = (1)1ez sont deux bruit blancs faibles décorrélés !, de variance 1, et ¢
et ¢ sont deux réels distincts dans ]0, 1[.
1. Montrer que X est bien défini et stationnaire.

2. Montrer que W = (W,);cz défini par
Wt:Xt+€t7 teZ.

est stationnaire.
3. En déduire que Y est bien défini et stationnaire.
On note B l'opérateur retard, défini par BX; = X, | pourt € Z.
4. Montrer que Z = (Z;);ez défini par

Zt = (1_¢B)(1_U}B)}/ﬁ tEZ,

est stationnaire et calculer sa fonction d’autocovariance.

5. En déduire que Z est un processus MA(1), c’est-a-dire qu'il vérifie
Zy =G+ 91, tEZ,

ol ¢ = ({;)iez est un bruit blanc de variance o2 > 0 et ¥ € R.
6. En déduire que Y est un processus ARMA(p, ¢q) dont on précisera les ordres p et g.

7. On suppose
9+ ¢#£0 et 9+ #0.

Montrer sans calcul qu'il existe une représentation causale de Y.
8. Montrer que I'on a la décomposition en éléments simples
1 1 ( 10) P )
(1—¢x)1—vz) ¢—¢\l—¢x 1—va/

9. En déduire la représentation causale

Y, = Z agGy—e

>0

pour une suite (a,)cz de £*(Z) que 'on explicitera.

1. C’est-a-dire pour tous s,t € Z, on a E[e;n,] = 0.
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Exercice 2. Soit Y = (Y});cz un processus vérifiant
}/t:d)}/tfl—"_gh t€Z7

ol ¢ = (&):ez est un bruit blanc fort de variance o2 > 0 et ¢ €] — 1, 1[.
1. Montrer que Y est bien défini.
Soit ;4 € R. On pose
Xi=p+Y, tel

2. Montrer que X = (X,);cz est stationnaire. Calculer sa moyenne et sa fonction
d’autocovariance en fonction de i, o2 et ¢.
3. Justifier I’existence de la densité spectrale fy de X et I'exprimer avec o? et ¢.
Pour un entier n > 1, on observe (une réalisation) du vecteur aléatoire (X7, ..., X,).
4. Montrer que l'estimateur i, =n~' >, X RN 1 en probabilité lorsque n — co.
5. En notant N(0,v?) la loi normale centrée de variance v?, montrer que

V(7 — 1) = N(0,°)

lorsque n — oo, et expliciter v? en fonction de o2 et ¢.

6. On suppose o2 et ¢ connus. Soit a €]0,1[. Construire un intervalle de confiance
pour i asymptotiquement de niveau 1 — a.

7. Pour quelle valeur limite de ¢ obtient-on l'intervalle de confiance ayant la plus
grande précision ?

8. On ne suppose plus ¢ et o connus. Proposer la construction d’un intervalle de
confiance pour i asymptotiquement de niveau 1 — a.

2/4




Université Paris-Dauphine — M1 MA 2012/2013 — Séries Temporelles

English version

Exercise 1. Let X = (X,);cz and Y = (V}),cz be two stochastic processes that satisfy

Yi=9Y 1+ X; + ey,
Xi =Xy +m, tEZ,
where € = (g/)icz and 1 = (1;)sez are two uncorrelated? weak white noises with unit
variance, and ¢ and ¢ are two distinct real numbers in (0, 1).
1. Show that X is well-defined and stationary.
2. Show that W = (W})sez defined by

Wt:Xt+Et7 teZ.

is stationary.
3. Derive that Y is well-defined and stationary.
We write B for the delay operator, defined by BX, = X; ; fort € Z.
4. Show that Z = (Z,),cz defined by

is stationary and compute its autocovariance function.
5. Derive that Z is a MA(1) process, meaning that it can be written as
Zt = Ct +’l9<-t717 t S Z,

where ¢ = ({;):cz is a white noise with variance ¢ > 0 and ¥ € R.
6. Derive that Y is a ARMA(p, ¢) process and identify its parameters p and g.

7. We assume that
Y+ ¢#0 and ¥+ ¢ #0.

Prove (with no calculation) that there exists a causal representation for Y

8. Prove the decomposition

1 1 ¢ Y
(1 —¢z)(1 — vz) ’gb—w(l—m_l—w.r)‘

9. Derive the causal representation

Y, = Z ag Gy—e

>0

for a sequence (ay)sez of £1(Z) to be determined.

Exercise 2. Let Y = (Y}),cz be a stochastic process such that
}/E‘ZQZSK*IJFEM t€Z7

where ¢ = (g);¢z is a strong white noise with variance 02 > 0 and ¢ € (-1, 1).

2. This means that for every s, ¢ € Z, we have E[g;n,] = 0.
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1. Show that Y is well-defined.
Let 1 € R and
Xy=p+Y, teZ

2. Show that X = (X;)cz is stationary. Compute its mean and autocovariance func-
tion as a function of x, o2 and ¢.
3. Prove the existence of a spectral density fx de X and express it with ¢? and ¢.
For an integer n > 1, one observes (a realisation) of the random vector (Xi,..., X,).
4. Prove that the estimator 7i,, = n~! > »_, X; converges to p in probability as n — co.
5. Prove that
~ loi
\/ﬁ(.un - /L) — N(07 02)
as n — oo, where N (0,v?) denotes the centred Gaussian law with variance v? and
compute v? as a function of o2 and ¢.
6. We assume that o2 and ¢ are known. Let « € (0, 1). Build a confidence interval for
1 that is asymptotically of confidence level 1 — a.
7. For which limiting value for ¢ do we have the best accuracy for this interval?
8. We do not assume ¢ nor ¢ known anymore. Give a suggestion for constructing a
confidence interval for p that is asymptotically of confidence level 1 — a.
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : mercredi 20 novembre 2013
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Dans toute la suite, Z est un bruit blanc de moyenne 0 et de variance 2.
Exercice 1.

1. Qu’est-ce qu'un processus causal? Donner une condition sur «a, b, ¢ € R pour que
le processus linéaire X; = aZ; 1 + bZ; + ¢Z;_1 soit causal;

2. Calculer (1 — B)?X, ou B est I'opérateur retard et ou X, = t*13 — 1 + Z,;

3. Si Z; est de plus gaussienne pour tout ¢ € Z, est-ce que X; = Z? est du second
ordre ? Stationnaire ?

4. Trouver une solution de l'équation ARMA(1,1) X; = 2X; 1 + Z; — Z;—1. Est-elle
causale ? Inversible ?;

5. Calculer la densité spectrale d'un MA(1).
Exercice 2. Soit A € R, et pourtout k € Z, a, = \'sik>0eta, =0sik <0.
1. Si || < 1, montrer que le processus X; = >, ., axZ;_, est bien défini;

2. Calculer les fonctions moyenne et d’autocovariance du processus X de la question
précédente. Ce processus est-il stationnaire ? Causal ?;

3. Que se passe-tilsiA\=1"7
Exercice 3. Soit I'équation AR(c0) X; = Z; — > 1o A X, pou0 < A < 1.
1. Ecrire I'équation AR(cc) sous la forme F, X = F3Z;

2. Trouver un processus linéaire solution de 1’équation AR(co).
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : jeudi 23 janvier 2014
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Exercice 1. Soit Z ~ BB(0, 0?), et B I'opérateur retard.
1. Exprimer Y; = (1 — B)X, en fonction de Z;,, ou X; =t + 1+ Z;;
2. Le processus Y, est-il stationnaire ? Préciser sa moyenne et son autocovariance;
3. Soit « € (*(Z), c’est-a-dire que >, , |ay|* < co. A-t-on a € (*(Z)? (Justifier);
4. Montrer que si a € (?(Z), alors on peut définir F,Z dans L2
Exercice 2. Soit Z un BB(0, ¢?).

1. On considere I’équation ARMA(1,1) X; = Z; + 27,1 + (1/2)X;_;. Trouver une solu-
tion stationnaire X. Est-elle unique ? Causale ? Inversible ?

2. Exprimer I’équation et sa solution X avec des filtres, et avec 1’opérateur retard B;
3. Exprimer l'autocovariance vx de X en fonction de a tel que X = F,7;
4. Comment se comporte Cov(X,, X;) quand |t — s| — c0?

5. Calculer le prédicteur proj(Xs, H; 1), puis en déduire proj(X;, Hi—11), t € Z

Exercice 3. Soit Z ~BB(0,02) et a,3 €] — 1,1], et B l'opérateur retard. Trouver une
solution stationnaire de 1’équation ARMA (0o, 0o) suivante : Y ;- o*B*X = >  B*B*Z.

Exercice 4. Soient A et B des v.a.r. indépendantes de moyenne 0 et de variance o2, et § €
[—7, 7] une constante. On considére le processus «harmonique» X; = A cos(6t)+ B sin(6t).

1. Montrer que X est stationnaire et calculer son autocovariance vx ;

2. Calculer la matrice de covariance I',, de (X, ..., X,,) lorsque 6 = 7;

3. Calculer la mesure spectrale de X. Préciser la densité spectrale si possible;

4. Est-ce que yx € (1(Z)?

5. Tracer une trajectoire du processus Y; = Acos(0t) en figurant A(w) et 6;
Exercice 5. Soit X un processus stationnaire réel de moyenne p et d’autocovariance +.

1. Donner la définition de la moyenne empirique X, ;

2. Calculer le biais de X,, en fonction de x et 7;

3. Calculer l'écart quadratique moyen de X,, en fonction de y et 7.

4. Que se passe-t-il lorsque lim,_,o, y(h) = 07?

5. Que se passe-t-il lorsque v € (}(Z)?
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Examen de rattrapage

Durée : 2 heures
Date : lundi 1 septembre 2014
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Dans toute la suite, Z est un bruit blanc de moyenne 0 et de variance 2.
Ce sujet reprend des éléments de I’examen partiel et de I’examen final de ’année.

Exercice 1.

1.

5.

Qu’est-ce qu’'un processus causal? Donner une condition sur a,b,c € R pour que
le processus linéaire X; = aZ;, 19 + bZ; + cZ;_19 soit causal;

. Calculer (B — 1)?1X, ou B est I'opérateur retard et ou X; = 13 — 1+ Z;;

. Si Z; est de plus gaussienne pour tout ¢t € Z, est-ce que X; = Z} est du second

ordre ? Stationnaire ? Que se passe-t-il si Z est un bruit blanc fort?

. Trouver une solution de I’équation ARMA(1,1) 2X, = 4X, | + 27, — 27, ;. Est-elle

causale ? Inversible ?;

Calculer la densité spectrale d’'un MA(1).

Exercice 2. Soit A\ € R, et pourtout k € Z, a, = \'sik>0eta, =0sik < 0.

1.
2.

3.

Si [A\| < 1, montrer que le processus X; = >, ., ;i Z;_ est bien défini;

Calculer les fonctions moyenne et d’autocovariance du processus X de la question
précédente. Ce processus est-il stationnaire ? Causal?;

Que se passe-t-ilsi A =17

Exercice 3. Soit I'équation AR(c0) X; = Z; — > 1o A X, pou0< A< 1.

1.
2.

Ecrire I'équation AR(co) sous la forme F, X = F3Z;

Trouver un processus linéaire solution de 1’équation AR(c0).

Exercice 4. Soient A et B des v.a.r. indépendantes de moyenne 0 et de variance o2, et § €
[—7, 7] une constante. On considére le processus «harmonique» X; = A cos(6t)+ B sin(6t).

1. Montrer que X est stationnaire et calculer son autocovariance vy ;
2. Calculer la matrice de covariance I',, de (X, ..., X,,) lorsque 6 = 7;
3.

4. Est-ce que yx € (1(Z)?

5.

Calculer la mesure spectrale de X. Préciser la densité spectrale si possible;

Tracer une trajectoire du processus Y; = Acos(0t) en figurant A(w) et 6;

Exercice 5. Soit X un processus stationnaire réel de moyenne p et d’autocovariance +.

1.

Donner la définition de la moyenne empirique X, ;

2. Calculer le biais de X, en fonction de ; et 7;

3. Calculer l'écart quadratique moyen de X,, en fonction de y et 7.
4.
5

Que se passe-t-il lorsque lim,_,o, y(h) = 07?

. Que se passe-t-il lorsque v € (*(Z)?
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : mercredi 19 novembre 2014
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

| Version francaise |

Exercice 1. Soit (Z;),, des v.a.r. i.i.d. de loi gaussienne N (0,1), et a,b des réels.

1.
2.
3.

4.
5.

Calculer le processus A3S; ou S; = cos ((2/3)7t) + Z; et o Az = 1 — B?;
Est-ce que (Zk)kez est un bruit blanc ? Justifier et préciser faible ou fort;

Sip € N, est-ce que (Z7), ., est un bruit blanc? Justifier et préciser faible ou fort, et
calculer le cas échéant la moyenne et la fonction d’autocovariance du processus;

Calculer la fonction d’autocovariance de (Xk)keZ ou Xy =aZy_1+bZki1;

Dans quel cas (X}), ., est causal? inversible ? (justifier).

Exercice 2.

1.

Trouver une solution stationnaire de I’équation AR(1) X; = ¢ X; 1 + Z; (ici ¢ € R);

2. Exprimer l’autocovariance et la densité spectrale de la solution quand |¢| < 1;
3. Résoudre l'équation ARMA(1,1) suivante : 2X; = X; 1 +2Z; + Z;_1;

4.
5

Montrer qu’il existe C' > 0 et 0 < p < 1 tels que |yx(h)| < Cp/" pour tout h € Z.

. Soit Z un BruitBlanc(0,0?), o € ¢}(Z), et X; = F,Z. Est-ce que vx vérifie la pro-

priété précédente de décroissance exponentielle ? (justifier).
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English version‘

Exercise 1. Let (Z;),, be i.i.d. r.r.v. of normal law N(0,1), and let a, b be two reals.

1.
2.
3.

4.
5.

Compute the process A3S; where S; = cos ((2/3)7t) + Z; and where Az =1 — B3;
Is (Z),cz @ White noise? Justify your answer and precise weak or strong;

IfpeN,is (Z}), <z @ white noise ? Justify your answer, precise weak or strong, and
compute if possible the mean and autocovariance;

Compute the autocovariance of (Xk)keZ where X, = aZy_1 + bZx11;

In which case (X}),., is causal? invertible? (justify your answers).

Exercise 2.

1.

Find a stationary solution of the AR(1) equation X; = X, 1 + Z; (here ¢ € R);

2. Express the autocovariance and the spectral density of the solution when |p| < 1;
3. Solve the ARMA(1, 1) equation 2X; = X; 1 + 2Z; + Z;_1;

4.

5. Let Z be a WhiteNoise(0, 0?), let « € ¢(Z), and let X; = F,Z. Does ~x satisfies the

Show that there exists C' > 0 and 0 < p < 1 such that |yx(h)| < Cpl"l for all h € Z;

exponential decay mentioned in the preceding question? (justify your answer).
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : vendredi 23 janvier 2015
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Exercice 1. On considére I’équation ARMA(p, q) ®(B)X = ©(B)Z ou les polynémes P et
O s’écrivent O(z) =1 —p1z—- - —pzP et O(z) = 146,24 - -+ 0,27 Dans cet exercice, on
admet tous les résultats du chapitre 2 sur le filtrage (il ne faut donc pas les démontrer).

1. Donner la démonstration du fait que si ® ne s’annule pas sur le cercle unité, alors
I’équation posséde une unique solution stationnaire ;

2. Donner la démonstration du fait que si ® ne s’annule pas sur le disque unité fermé,
alors la solution stationnaire est causale;

3. Donner la démonstration du fait que si ® ne s’annule pas sur le cercle unité et
si © ne s’annule pas sur le disque unité fermé alors la solution stationnaire est
inversible;

4. Donner la démonstration du fait que si ¢ ne s’annule pas sur le cercle unité et
si X est la solution stationnaire de 1’équation alors X est également solution de
I’équation ARMA(p/, ¢') de polyndmes ®/Q et ©/Q ou @ est le PGCD des polynomes
® et ©. Préciser p/, ¢.

Exercice 2. On considére a présent I’équation ARMA(2,1) X, — X, 1 +1X;, o =7,—-17, ;.

1. Calculer une solution stationnaire X. Est-elle causale ? Inversible ?;

2. Calculer 'autocovariance vx de X, puis proj(Xy, H;_1 ). Etudier le cas ol s — oo;

3. Si Z est un BB fort gaussien, et si X,, désigne la moyenne empirique calculée avec
Xi,...,X,, démontrer que \/nX, converge en loi vers une loi gaussienne dont on
calculera la moyenne et la variance. Donner une application concreéte.

Exercice 3. Soit X le processus linéaire solution de ARMA(p, q) ®(B)X = ©(B)Z ou
Z est un bruit blanc centré de variance ¢?, et oll ® et © ne s’annulent pas sur le cercle
unité. On numérote les racines ay,...,a, et by, ..., b, de ® et de © de la maniere suivante :

lag] < -+ <Hapl <1< |apq] <+ < |ap‘ et by < - < bl <1< |bepa] <o+ < |bq‘
o0 <r<pet0d<s<gq. Onposeo;=o0o"][_|e*/][;_, |b;|* et on considére un bruit
blanc Z, centré de variance o2. Soient ®, et ©, les polyndémes définis par

[d j4 S q

O.(2) = [ —a2) [] A—a;'2) et O.(z)=[[(1-b2) J] (1 -b;).

j=1 j=r+1 J=1 J=s+1

1. Montrer que l'équation ARMA(p, q) ¢.(B)X,. = ©.(B)Z, posséde une unique solu-
tion stationnaire notée X,, qui est causale et inversible;

2. Montrer que X et X, ont méme mesure spectrale et méme autocovariance.
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English version

Exercise 1. Let us consider the ARMA(p, ¢) equation ®(B)X = O(B)Z where the polyno-
mials @ are O take the form ®(z) =1— 12—+ —p,zfand O(z) = 1+ b1z +--- + 6,27 In
this exercice, we admit all the results of chapter 2 on filtering (do not prove them here).

1. Give the proof of the fact that if & does not vanish on the unit circle then the
equation admits a unique stationary solution;

2. Give the proof of the fact that if & does not vanish on the closed unit disc then the
stationary solution is causal;

3. Give the proof of the fact that if ® does not vanish on the unit circle and if © does
not vanish on the closed unit disc then the stationary solution is invertible;

4. Give the proof of the fact that if ® does not vanish on the unit circle and if X is
the stationary solution then X is also the stationary solution of the ARMA(Y/, ¢)
equation with polynomials /@ and ©/Q where @ is the GCD of ® and ©. Give

v.d.
Exercise 2. Let us consider the ARMA(2, 1) equation X; — X, 1 + 1X; o =7, — 17, ;.
1. Compute a stationary solution. Is it causal? Invertible?;
2. Compute the autocovariance vy of X, and then proj(X, H;—11) for (s,t) = (2015, 1);
3. If Z is a strong Gaussian white noise, and if X, denotes the empirical mean com-

puted with X, ..., X, then prove that \/HY,,L converges in law to a Gaussian law
and compute the mean and variance of the limit. Give a practical application.

Exercise 3. Let X ne the linear process solution of the ARMA(p, ¢) equation ®(B)X =
O(B)Z where Z is a centered white noise of variance o2, and where ® and © do not
vanish on the unit circle. We label the roots a1, ...,a, and by, ..., b, of ® and O as follows:

|a1|§~--§|ar\<1<|ar+1\§~-~§|ap| and |b1|S"'S|b8|<1<‘b3+1|§"'§|bq‘

where 0 <7 < pand 0 < s < ¢. Let us define o7 = o* [[}_, |a;]*/ [[}_, [b;|*. We consider a
centered white noise Z, of variance o2. Let ®, and O, be the polynomials defined by

O.(2) =0 -a2) [] 1—a;'2) and O.(2) = [J(1-82) ] (1 -0;"2).
j=1 j=r+1 j=1 j=s+1

1. Prove that the ARMA(p, ¢) equation ¢, (B)X, = 0,(B)Z, admits a unique stationary
solution denote X,, which is causal and invertible;

2. Prove that X and X, have identical spectral measure and autocovariance.
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Examen de rattrapage

Durée : 2 heures
Date : lundi 1° septembre 2015
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Ce sujet reprend des éléments des sujets et exercices de I’année.
Exercice 1 (ARMA(1, 1)). Soit I"équation X, —¢X; 1 = Z,+6Z;_1, ou ¢ et 0 sont des réels,
et oll Z est un bruit blanc de moyenne 0 et de variance o?.

1. A quelles conditions sur ¢ et § existe-t-il une solution (X;) stationnaire ?

2. A quelles conditions cette solution est-elle causale ?
Dans la suite on supposera que ces conditions sont vérifiées.

3. Donner une représentation de la solution (X;) sous la forme d’'une somme infinie
> ¢ Zi—g. On justifiera la convergence de cette somme, on précisera en quel sens
elle converge et on donnera la valeur des coefficients (¢r.)kez.

4. Calculer la fonction d’autocorrélation de (X;), et préciser le comportement de
cette fonction a l'infini.

Exercice 2 (Estimation de la moyenne et intervalle de confiance pour un AR(1)). Soit Z
un bruit blanc fort gaussien de moyenne 0 et de variance ¢2. Soit

}/t = 9 + Xt7
ou (X;) est un AR(1) défini par X; — ¢X; 1 = Z;, ou |¢| < 1. On cherche a estimer 4 a
partir de Yg, Yy, ..., Y,_1. On note 6#,, la moyenne empirique de Yy, Y7,...,Y,_; définie par
n—1
~ 1
0, =— Y;.
n <

Il
o

2

1. Calculer lim,,_ nVar(gn) et donner ’expression de v défini par
V(B = 0) =5 N(0,7).

2. Lorsque ¢ = 0.6, 02 = 2, et n = 200, on obtient (7,,, = 0.1. Construire un intervalle de
confiance asymptotique a 95% pour 6. Peut-on dire que 6§ = 0?

3. Soit I,, la matrice de covariance du vecteur aléatoire Y™ = (Yo, Y1,... ,Yn_l)T.
Montrer que I',, est inversible;

4. On propose un autre estimateur de # défini par
6, = (1T '1,)""1T0y™ ou 1,:=(1,...,1)".

Monter que 4, est I'estimateur des moindres carrés miny 16T5 V2q iy Il

5. Montrer que E(6,) = 0 et
~ 1
Vo) =4 g,
6. En utilisant la décomposition de Cholesky

2

— . g
Fhl = @IDlag <1_7¢2,U

—1
2./ - ,0'2) (I)n ou (I)TL(’L,]) = 11':3' — ¢1i:j+1-,

montrer que 6, et #,, ont asymptotiquement la méme variance.
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Exercise 1 (ARMA(1,1)). Let us consider the equation X; — ¢ X; 1 = Z; + 07, 1, where ¢
and 6 are reals, and where Z is a white noise of mean 0 and variance 2.

1. Under which conditions on ¢ and 6 there exists a stationary solution (X;)?
2. Under which condition this stationary solution is causal?
In the sequel we suppose that these condition are satisfied.

3. Give a representation of the the solution (X;) as a series of the form Y 1, Z; ;.
Discuss the convergence of the series and the nature of the convergence. Give the
value of the coefficients (¢)rez-

4. Compute the autocorrelation function (X;). How it behaves at infinity?

Exercise 2 (Estimation of the mean and confidence interval for an AR(1)). Let Z be a
strong Gaussian white noise with mean 0 and variance ¢2. Let

Yi=0+X,
where (X;) is an AR(1) process solution of X; — ¢X, | = Z;, where |¢| < 1. We would like
to estimate 0 with Yy, Y7,... Y, ;. Let 6, be the empirical mean of Yy, Y7,...,Y,_1, namely
n—1
~ 1
0,=—> Y.
n <

Il
o

X

1. Compute lim,,_,+, nVar(@n) and provide the expression of v defined by

V(B = 0) =5 N(0,7).

2. When ¢ = 0.6, 0> = 2, and n = 200, we get HAn = 0.1. Construct a 95% asymptotic
confidence interval for §. Can we say that § = 0?

3. Show that the covariance matrix I',, of Y™ = (Y;,Y3,...,Y, ;)" is invertible;

4. We consider now another estimator of # defined by

O, = (1 T,'1,) ') v ™ ou 1,:=(1,...,1)".

n n

Show that 6, is the least square estimator ming ||, /%1, — [, /2y ®|;

5. Show that E(6,,) = 0 and
~ 1

n

6. By using the Cholesky decomposition

2

-1
I ! = @ Diag ( 2. ,02> ®, where ®,(i,j) = 1,_; — ¢li_ji1,

g
1—¢°

show that @L et én, have asymptotically the same variance.
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : mercredi 4 novembre 2015 8h30-10h30
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Dans toute la suite, Z est un bruit blanc de moyenne 0 et de variance 2.
Exercice 1.

1. Soit a € (*(Z) et X = F,Z. A quelle condition le processus X est causal? Inver-
sible ? A la fois causal et inversible ?;

2. Calculer A%2X, ol A = 1 — B est 'opérateur différence et olt X; = 1+t + Z;;

3. Montrer que si (X;),., et (Y;),., sont des processus stationnaires indépendants
alors le processus produit (X;Y}),., est stationnaire. Calculer son autocovariance ;

4. Montrer que l'autocovariance d’un processus MA(1) est la transformée de Fourier
d’une mesure positive finie sur [—7, 7| qu’on calculera.

Exercice 2. Soit I’équation X; — ¢X;_1 = Z; + 0Z;_1, ou ¢ et 0 sont des réels.
1. A quelles conditions sur ¢ et § existe-t-il une solution (X;),_, stationnaire ?
2. A quelles conditions cette solution est-elle causale ?

Dans la suite on supposera que ces conditions sont vérifiées.

3. Donner une représentation de la solution (X;),, sous la forme d'une somme infinie
> xZi—k. On justifiera la convergence de cette somme, on précisera en quel sens
elle converge et on donnera la valeur des coefficients (¢x )z ;

4. Calculer I'autocovariance de (X;),.,, et donner son comportement a I'infini.
Exercice 3.

1. Démontrer que lorsque Z est gaussien alors pour tous o € (*(Z) et t € Z, la v.a.r.
(F.Z), est gaussienne, et calculer sa moyenne et sa variance;

2. Démontrer que lorsque les v.a.r. (Zt)tez sont i.i.d. et dans L* alors pour tous a €
(Z) ett € Z,lava.r. (F,Z), posséde un moment d’ordre 4 qu’on calculera.
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‘ English version

In the whole text, Z = (Z,),., is a white noise of zero mean and variance o?.
Exercise 1.

1. Let « € (}(Z) and X = F,Z. Under which condition the process X is causal ?
Invertible ? Both causal and invertible ?;

2. Compute A%2X, where A = 1— B is the difference operator and where X, = 1+t+7;

3. Show that if (X;),., and (Y};),., are independent stationary processes then the
product process (X;Y;),., is also stationary and compute its autocovariance;

4. Show that the autocovariance of an MA(1) process is the Fourier transform of a
finite positive measure on [—, 7], and compute this measure.

Exercise 2. We consider the equation X; — ¢X; 1 = Z; + 07Z;_,, where ¢ and 0 are reals.
1. Under which condition on ¢ and 6 there exists a stationary solution (X;),.,?
2. Under which condition this solution is causal?

In the sequel we assume that these conditions are satisfied.

3. Give a representation of the solution (X}),., in terms of a series )" 9, Z;_;. Justify
the convergence of the series, and make precise the notion of convergence and
the value of the coefficients (Y )rez;

4. Compute the autocovariance of (X;),.,, and give its behavior at infinity.
Exercise 3.

1. Show that when Z is gaussian then for any a € ¢*(Z) and ¢ € Z, the rrv. (F,Z); is
gaussian, and compute its mean and variance;

2. Show that when the r.rv. (Z;),, are i.i.d. and in L* then for all a € (*(Z) and t € Z,
the r.rv. (F,Z), admits a finite moment of order 4 and compute it.
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : lundi 11 janvier 2016
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Exercice 1 (Sport). Soit Z un bruit blanc de moyenne 0 et de variance o> > 0.

1. Soient 0 et ¢ des réels fixés tels que |p| = 1 et ¢ + 6 # 0. Démontrer que 1’équation
ARMA(1,1) X; — ¢X;_1 = Z; + 0Z, 1 n’a pas de solution stationnaire;

2. Soient 6 et ¢ des réels fixés dans l'intervalle | — 1, 1[. Démontrer que la solution
stationnaire de I’équation ARMA(1,1) X, — ¢ X; 1 = Z,+ 07, 1 est aussi solution de
I'équation ARMA(00,00) X; + > o (=) "Xk = Ze + > o0, " Zis

3. Calculer une solution stationnaire de 'équation ARMA(2,1) X, = 1 X, »+Z+37Z, 1;
Est-elle unique ? Causale ? Inversible ? Construire des solutions non stationnaires;

4. Démontrer que si X = (X;),., est un processus stationnaire ARMA(p, q) dont le
polynéme & ne s’annule pas sur le disque unité fermé alors il existe des constantes
C,c > 0 telles que |yx(h)| < Ce~ "l pour tout h € Z;

5. Démontrer que pour toute variable aléatoire réelle Y de moyenne 0 et de variance
1, le processus X = (X;),., défini par X; = Y pour tout ¢ € Z est stationnaire et
vérifie lim, . [yx(h)| > 0, puis préciser si X est solution d’'une équation ARMA;

6. Démontrer que si X est un processus stationnaire avec vy € £(Z) alors la quantité
nVar( (X1 4 ---+ X,)) converge quand n — oo vers une valeur et la préciser.

Exercice 2 (Autocorrélation partielle). Soit X = (Xt)tez un processus stationnaire de
moyenne 0 et d’autocovariance vx avec vx(0) > 0. On pose, pour tous ¢t € Z et p > 0,

Hi_1p = veet{X;_1,..., X1}

E;Lp =X, — proj(Xy, Hi—1,)

Et_—(p+1),p 1= Xi—pr1) — Proj(Xo—(pr1), Hi1p).
1. Démontrer que

. . \ <Xt7 E_ p+1),p>
prOJ(Xm Ht—l,p+1) = prOJ(Xm Ht—l,p) + Hp+1Et (p+1)p O Fp1 =

H t—(p+1), H2

2. Démontrer que
+ —
<Etp7E _p+1),p> [71 1]
1E 11

Kp+1 =
(p+1), pHQ
Exercice 3 (Processus stationnaires vectoriels). Soit d > 1 un entier et ¢2 > 0 un réel.
Pour tout ¢ € Z, soit Z, = (Z;1,...,Z;4)" un vecteur aléatoire centré de R?. On suppose
que pour tous s,t € Z et tous j,k € {1,...,d} ona E(Z;;Z:x) = 0° 15—t jui.
1. Soit ® € M,y(R) une matrice carrée telle que |||, ,, == max,epee),—1 [|[P2[, < 1.
Construire un processus (X;),., a valeurs vectorielles solution de I'équation AR(1)
vectorielle X; = ®X,;_| + Z;, t € Z. Démontrer qu'il est unique en un sens a définir;

2. Soit X le processus obtenu dans la question précédente. Supposons que & est dia-
gonale. Donner une condition suffisante sur Z pour que les processus marginaux
(Xi1)ezr - - - » (Xt.a),ep soient indépendants (justifier la réponse).
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Exercise 1 (Sport). Let Z be a white noise of mean 0 and variance o2 > 0.

1. Let 6 and ¢ be fixed reals such that |p| = 1 and ¢+6 # 0. Prove that the ARMA(1, 1)
equation X; — 0 X; 1 = Z; + 07,1 does not have a stationary solution;

2. Let# and ¢ be fixed reals in the interval |—1, 1[. Prove that the stationary solution of
the ARMA(1, 1) equation X;—¢X;_1 = Z;+60Z;_, is also solution of the ARMA(o0, 00)
equation X; + > oo (=) X, = Z,+ > 00 6" 21 4;

3. Compute a stationary solution of the ARMA(2, 1) equation X; = 1 X, o+ Z,+ 17, 1;
Is it unique ? Causal ? Invertible ? Construct non stationary solutions;

4. Prove that if X = (X;),., is an ARMA(p, q) stationary process with a polynomial ®
which does not vanish on the closed unit disc, then there exist constants C,c > 0
such that |yx(h)| < Ce~"l for any h € Z;

5. Prove that for any real random variable Y of mean 0 and variance 1, the pro-
cess X = (X;),., defined by X; = Y for any ¢ € Z is stationary and satisfies
lim;, o [7x(h)| > 0, and specify if it solves an ARMA equation;

6. Prove that if X is a stationary process with vy € ((Z) then nVar((X; +--- + X,,))
converges as n — oo to some value and specify this value.

Exercise 2 (Partial autocorrelation). Let X = (X;),., be a stationary process of mean 0
and autocovariance yx with yx(0) > 0. We set, for any ¢t € Z and p > 0,
Ht 1p = vect{Xt,l, . ,Xt,p}
Et I) . Xt prO_j(Xt, Htfl‘p)
By = K-t — proj(Xe—p+1), Hi-1p)-

1. Prove that

L <Xt’ E7 (p+1), p>
proj(Xe, Hi—1 1) = proj(Xe, Hy— 1p)+ffp+1E (p+1)p where K,y = H—,
t (p+1 N2
2. Prove that B
L
B LI E iyl

Exercise 3 (Multivariate stationary processes). Let d > 1 be an integer and ¢ > 0 be
areal. Foranyt € Z, let Z, = (Z;,,..., Zt,d)T be a centered random vector of R?. We
suppose that for any s,¢ € Z and any j, k € {1,...,d} we have E(Z,;Z; ;) = 0*14_; j—i.

1. Let ® € My(R) be a square matrix such that [ ®[|, ,, := max,epa:|o),=1 [| P2, < 1.
Construct a vector valued process (X;),., solution of the vectorial AR(1) equation
X, =®X, 1+ Z;, t € Z. Prove that it is unique in some sense;

2. Let X be as before. Suppose that @ is diagonal. Give a sufficient condition on 7 in

order to make the marginal processes (X;1),.,, - - -, (Xt.4),c, independent (justify).

2/2




Université Paris-Dauphine — M1 MA 2015/2016 — Séries Temporelles

Examen de rattrapage

Durée : 2 heures
Date : vendredi 15 juillet 2016
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note :
— 1l sera tenu compte de la qualité de la rédaction
— Les surveillants ne répondront a aucune question sur le sujet
— Sivous avez des commentaires a faire, faites le sur votre copie
— Ce sujet reprend des éléments des sujets des années antérieures

Exercice 1. Soit (Z}),., des v.a.r. i.i.d. de loi gaussienne N(0,1), et a,b des réels.
1. Calculer le processus A3S; ol S; = cos ((2/3)7t) + Z; et ot Az = 1 — B3;
2. Est-ce que (Z),; est un bruit blanc? Justifier et préciser faible ou fort;

3. Sip € N, est-ce que (Zﬁ)kEZ est un bruit blanc ? Justifier et préciser faible ou fort, et
calculer le cas échéant la moyenne et la fonction d’autocovariance du processus;

4. Calculer la fonction d’autocovariance de (X}),o; oU X; = aZy_1 + bZj4q;
5. Dans quel cas (X}),., est causal ? inversible ? (justifier).
Exercice 2.

1. Trouver une solution stationnaire de 1’équation AR(1) X; = o X, | + Z; (ici p € R);
Exprimer l'autocovariance et la densité spectrale de la solution quand || < 1;
Résoudre 1'équation ARMA(1,1) suivante : 2X; = X; 1 +2Z; + Z;_1;

Montrer qu’il existe C > 0 et 0 < p < 1 tels que |yx(h)| < Cp"l pour tout h € Z.

A o

Soit Z un BruitBlanc(0,0?), a € (}(Z), et X, = F,Z. Est-ce que yx vérifie la pro-
priété précédente de décroissance exponentielle ? (justifier).
Exercice 3. On considére I'équation ARMA(2,1) X, — X, 1+ 1 Xy 2 = Z, — 5 7Z,1.

1. Calculer une solution stationnaire X. Est-elle causale ? Inversible ? ;

2. Calculer I'autocovariance vx de X, puis proj(Xs, Hi_11). Ftudier le cas ou s — 00;

3. Si Z est un BB fort gaussien, et si X,, désigne la moyenne empirique calculée avec
X1,...,X,, démontrer que /nX, converge en loi vers une loi gaussienne dont on
calculera la moyenne et la variance. Donner une application concréete.

Exercice 4. Soit X le processus linéaire solution de ARMA(p, q) ®(B)X = ©(B)Z ou
Z est un bruit blanc centré de variance ¢?, et oll ® et © ne s’annulent pas sur le cercle
unité. On numérote les racines ay,...,a, et by, ..., b, de ® et de © de la maniere suivante :

jar] < <Har| <V < appa| <o <ap| et [br] < - <[bs| <L < bopa] < -+ < by

o0 <r<pet0d<s<gq. Onposeo;=o0o"[[_ |a*/][;_, |b;|* et on considére un bruit
blanc Z, centré de variance o2. Soient ®, et ©, les polyndémes définis par

0.:)=[[0-a2) [[ (1-a’2) et 0.()=[[1-B2) ] (1-85"2).

1. Montrer que 1’équation ARMA(p, q) ¢.(B)X, = ©.(B)Z, posséde une unique solu-
tion stationnaire notée X,, qui est causale et inversible;

2. Montrer que X et X, ont méme mesure spectrale et méme autocovariance.
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English version ‘

Exercise 1. Let (Z;),., be ii.d. r.r.v. of normal law A(0,1), and let a, b be two reals.
1. Compute the process A3S; where S; = cos ((2/3)wt) + Z; and where Az = 1 — B3;
2. Is (Zy) ey, @ white noise? Justify your answer and precise weak or strong;

3. IfpeN,is (Z}) wcz @ White noise ? Justify your answer, precise weak or strong, and
compute if possible the mean and autocovariance;

4. Compute the autocovariance of (X}), ., where X = aZy_1 + 0Zp41;
5. In which case (X), is causal? invertible? (justify your answers).
Exercise 2.
1. Find a stationary solution of the AR(1) equation X; = ¢X; 1 + Z; (here ¢ € R);
2. Express the autocovariance and the spectral density of the solution when |p| < 1;
3. Solve the ARMA(1, 1) equation 2X; = X;_1 + 2Z; + Z;_1;
4. Show that there exists C' > 0 and 0 < p < 1 such that |yx(h)| < Cpl"l for all h € Z;
5

. Let Z be a WhiteNoise(0,0?), let o € ¢*(Z), and let X, = F,Z. Does vy satisfies the
exponential decay mentioned in the preceding question? (justify your answer).

Exercise 3. Let us consider the ARMA(2, 1) equation X; — X, 1 + 1X; o =7, — 17, ;.
1. Compute a stationary solution. Is it causal? Invertible?;
2. Compute the autocovariance yx of X, and then proj(X,, H;_1 ) for (s,t) = (2015, 1);

3. If Z is a strong Gaussian white noise, and if X,, denotes the empirical mean com-
puted with X1, ..., X, then prove that \/nX, converges in law to a Gaussian law
and compute the mean and variance of the limit. Give a practical application.

Exercise 4. Let X ne the linear process solution of the ARMA(p, ¢) equation ®(B)X =
O(B)Z where Z is a centered white noise of variance o2, and where ® and © do not
vanish on the unit circle. We label the roots a,, ..., a, and by, ..., b, of ® and © as follows:

jar] < -+ < e <1< Jarga] < - <lap| and (b <o < o] <1< [boga| < - < by
where 0 <7 < pand 0 < s < g. Let us define o7 = o* [[/_, |a;|*/ I[;_, [b;|*. We consider a
centered white noise Z, of variance af. Let ¢, and O, be the polynomials defined by

T P s q

¢.(2)=[[(1 ~a2) J] (1 —a;'2) and ©.(2) = [[(1 ~b2) J (1 —b;'2).

j=1 j=r+1 j=1 j=s+1

1. Prove that the ARMA(p, ¢) equation ¢.(B)X, = 0,(B)Z, admits a unique stationary
solution denote X,, which is causal and invertible;

2. Prove that X and X, have identical spectral measure and autocovariance.
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : lundi 31 octobre 2016
Conditions : sans calculatrice ni documents

Note :
— 11 sera tenu compte de la qualité de la rédaction
— Les surveillants ne répondront a aucune question sur le sujet
— Sivous avez des commentaires a faire, faites le sur votre copie
— Ce sujet reprend des éléments des sujets des années antérieures
~ BB(0, 0?).

Dans tout ce qui suit Z = (Z;),,

Exercice 1. Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Soit (X;),.,, le processus défini pour tout ¢ € Z par X; = Z; + at**'® + b ol a,b € R.
Calculer explicitement A2°'7 X en fonction de Z, a, b (justifier la réponse).

2. Existe-t-il une solution stationnaire a ’équation ARMA(1, 2) (justifier la réponse)

10
X —=3Xy1=2, — gzt—l +Zy oy 7
Si oui, la calculer, préciser son unicité, causalité, et inversibilité.
3. Existe-t-il une solution stationnaire a 'équation AR(p) X, — X;_, = Z;,, p > 1?
Exercice 2 (Inversibilité d’un processus linéaire). Soit a € 61(2) et X=F, 7.
1. Donner en détail la démonstration du fait que X est bien défini p.s. et dans L?;
2. Donner en détail la démonstration du fait que le processus X est stationnaire et
donner en détail le calcul de sa fonction d’autocovariance vx en fonction de o ;
3. A quelle condition sur « le processus X est un filtre causal de Z ?
4. Lorsque la série de puissances P, est un polynome, donner une condition suffi-
sante sur P, pour que X soit un filtre inversible de Z (justifier la réponse)

5. Lorsque la série de puissances P, est géométrique, c’est-a-dire que oy, = pFl;>
pour un p € [0, 1] et tout k € Z, démontrer que X est un filtre inversible de Z.
Exercice 3 (Déterminisme des processus harmoniques). Dans cet exercice on note
X = (Xt)zez un processus du second ordre. On dit que X est déterministe lorsqu’on a la
propriété X; € H, 1 := vect{X; 1, X; o,...} pour tout ¢ € Z, ou I'adhérence est prise dans
L2, autrement dit X; = proj(X;, H;_;) pour tout ¢t € Z, ou proj(-, H;_) est la projection
orthogonale dans L? sur le sous-espace vectoriel fermé H,_ ;. On dit que X est harmo-

nique lorsqu’il existe des variables aléatoires A et B non corrélées, centrées, de méme
variance o2, et une constante réelle ¢ telles que pour tout t € Z, X, = A cos(0t) + B sin(6t).

1. Démontrer que si X est harmonique alors il est stationnaire et déterministe;
2. Démontrer que si X est stationnaire alors il y a équivalence entre. ..

(a) X n’est pas déterministe;

(b) il existe t € Z tel que E((X; — proj(X;, H;1))?) > 0;

(c) pour tout t € Z on a E((X; — proj(Xy, H;_1))?) > 0.
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‘ English version ‘

In all the sequel Z = (Z,),., is a white noise of mean 0 and variance o?.
Exercise 1. The questions of this exercise are independent (but not equally distributed).

1. Let (X;),., be the process defined for every t € Z by X, = Z, + at*®'® + b where
a,b € R. Compute explicitly A7 X in terms of Z, a, b (justify the answer).

2. Is there any stationary solution to the ARMA(1, 2) equation (justify the answer)

10
X —3Xy 1 =2 — ?Zt—l +Zy 7

If yes, compute it, and discuss its uniqueness, causality, and invertibility.
3. Is there any stationary solution to the AR(p) equation X; — X, _, = Z;, p > 1?
Exercise 2 (Invertiblility of a linear process). Let a € El(Z) and X = F 7.
1. Give in detail the proof that X is well defined, a.s. and in L?;

2. Give in detail the proof that X is stationary and give in detail the computation of
its autocovariance vy in terms of o;

3. Under which condition on « the process X is a causal filter of Z?

4. When the power series P, is a polynomial, give a sufficient condition on P, to
ensure that X is an invertible filter of Z (justify the answer)

5. When the power series P, is geometric, namely oy, = p*1,5, for some p € [0, 1] and
any k € Z, prove that X is an invertible filter of 7.

Exercise 3 (Harmonic processes determinism). In all this exercise X = (X),., is a sec-
ond order process. We say that X is deterministic when X; € H;_; := vect{X;_1, X;_9,...}
for any t € Z, where the closure is taken in L?, in other words X; = proj(X;, H, ;) for
any ¢ € Z, where proj(-, H; 1) is the orthogonal projection in 1.2 on the closed sub vector
space H; ;. We say that X is harmonic when for some random variables A and B which
are not correlated, centered, and with same variance ¢, and for some real constant 6,
we have X; = Acos(0t) + Bsin(6t) for any t € Z.

1. Prove that if X is harmonic then it is stationary and deterministic.

2. Prove that if X is stationary then the following properties are equivalent:
(a) X is not deterministic;
(b) there exists ¢t € Z such that E((X; — proj(X;, H;_1))?) > 0;
(c) for any t € Z we have E((X; — proj(X,, H;,_1))?) > 0.
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : lundi 9 janvier 2017
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note :
— Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction
— Les surveillants ne répondront a aucune question sur le sujet
— Si vous avez des commentaires a faire, faites le sur votre copie
— Ce sujet reprend des éléments des annales, du cours, et des exercices de TD

Dans ce qui suit Z = (Z,),., est une suite de v.a.r. i.i.d. centrées de variance 0.
Exercice 1 (ARMA). On considére I’équation X; — 2X;,_ | = Z; — th_l + Zi_o.

1. Calculer la fraction rationnelle de I’équation, démontrer que 1’équation possede
une unique solution stationnaire, et la calculer;

2. Trouver a € (*(Z) tel que Z = F, X et a; = 0 pour tout k ¢ N.

Exercice 2 (Densité spectrale).

1. Calculer la mesure spectrale du processus harmonique X; = Acos(6t) + Bsin(6t)
ou A et B sont des v.a.r. centrées, de variance o2, et non corrélées, et ou § € R.
Pour quelle valeur du parametre 6 le processus admet-il une densité spectrale ?

2. Démonter que pour tout a € (1(Z), le filtre X = F,Z posséde une densité spectrale
donnée par fx(\) = Z|P,(e™™)|? pour tout a € [—7, 7], ot Pa(2) := Y pey 2"

3. Soit X une solution stationnaire de I’équation X; — 2X;_; = Z; — 3Z;_,. Construire
un processus linéaire X* associé a un bruit blanc Z*, causal et inversible, de méme
autocovariance que X, et solution de I'équation X; — $X; | = Z; — 1 Z; |.

Exercice 3 (Prédiction d'un processus AR). Soitm > 1 un entier et ¢ € R tel que |p| < 1.

1. Montrer qu'il existe une solution stationnaire unique a l’équation AR(m) X; =
0Xi_m + Z; et qu’il s’agit d’un filtre causal de 7 ;

2. Montrer que pour tout ¢t € Z et tout entier p > m, dans L2,

proj(Xe, vect{X;—1,..., Xi—p}) = pXi—m.

Exercice 4 (Cauchy). On rappelle qu’'une v.a.r. W de loi de Cauchy de parametre ¢ > 0 a
pour densité z € R — m et pour fonction caractéristique 6 € R s E(e??") = e~
Elle n’a pas d’espérance ni de variance.

1. Démontrer que si Wy,..., W, sont des v.a.r. indépendantes de lois de Cauchy de
parametres ¢; > 0,...,¢, > 0 alors pour tous Aq,..., A\, € R, lava.r. A\ \W; +--- +
AW, suit la loi de Cauchy de parametre |\i|c; + -+ - + |\|cn;
2. Soit (W}),., une suite de v.a.r. i.i.d. de loi de Cauchy de parametre ¢ > 0. Démontrer
que pour tout a € ¢1(Z) et tout ¢ € Z, la formule F,W, := > kez Wiy, définit une
v.a.r. de loi de Cauchy de paramétre c||af|;. Peut-on définir le filtre (F,;),., en
tant que processus stationnaire ?
Exercice 5 (Processus ARCH!). Soit @ > 0 et b > 0 des réels. En raisonnant par récur-
rence, trouver un processus (X;),.y solution de I’équation non-linéaire

X, = m& pour tout ¢ > 1.

(indication : élever au carré). Calculer sa moyenne et sa variance pour tout ¢.

1. AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity, utilisés par exemple en finance mathématique.
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‘ English version

In all the sequel Z = (Z,),, is a sequence of i.i.d. r.r.v. of mean 0 and variance 0.

Exercise 1 (ARMA equation). Let us consider the following ARMA equation:
5
X —2Xy 1 =2, — §Zt71 + Zi_s.

1. Compute the rational fraction of the equation, prove that it admits a unique sta-
tionary solution; and compute it;

2. Find a € ¢*(Z) such that Z = F, X and a; = 0 for any k ¢ N.
Exercise 2 (Spectral density).

1. Compute the spectral measure of the harmonic process X; = Acos(0t) + Bsin(0t)
where A and B are centered and uncorrelated r.r.v. of variance ¢?, and where
# € R. For which values of ¢ the process admits a spectral density?

2. Prove that for every o € (1(Z), the filter X = F,,Z admits a spectral density given
by fx(\) = Z|P.(e7)|? for every a € [~ 7], where Py(2) := 3, ai2";

3. Let X be the stationary solution of the equation X, —2X, | = Z; —3Z;_,. Construct
a linear process X* with respect to a white noise Z*, causal and invertible, with
same autocovariance as X, and solution of the equation X; — %Xt*—l =7 — éZt*—l‘

Exercise 3 (Prediction of an AR process). Let m > 1 be an integer and ¢ € R,

| < 1.

1. Prove that there exists a stationary solution to the AR(m) equation X, = ¢ X;_,,+ 7,
and that it is a causal filter of Z;

2. Prove that for any ¢ € Z and any integer p > m, in L2,
proj (X, vect{X;_1,..., Xi—p}) = ©Xi—m.

Exercise 4 (Cauchy). A Cauchy r.r.v. W of parameter ¢ > 0 has density z € R — m
and characteristic function € R — E(¢?"V) = ¢l It has no mean and no variance.
1. Prove thatif Wy, ..., W, are independent Cauchy r.r.v. of parameterc; > 0,...,¢c, >
0 then for any A, ..., )\, € R, the r.r.v. \\W; + -+ + A\, W, follows the Cauchy law of
parameter |Ai|c; + -+ + [Aulcns
2. Let (W,),., be a sequence of i.i.d. Cauchy r.r.v. of parameter ¢ > 0. Prove that for
any a € (*(Z) and t € Z, the formula F,W; := >, _, a;;W,_;, defines a Cauchy r.r.v.
of parameter c||a||,. Can we define the filter (¥,,IW}),., as a stationary process?

Exercise 5 (ARCH? process). Let a,b be real numbers with ¢ > 0 and b > 0. Construct
by induction a processus (X;),.y solution of the nonlinear equation

X;=+/a+bX?2,Z, foreveryt>1.

(indication: take the square). Compute its mean and variance for any ¢.

2. AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity, used for instance in mathematical finance.
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Examen partiel
Durée : 2 heures
Conditions : sans calculatrice ni documents

Solution succincte de I’exercice 1.

1. On a, par indépendance
Ye(h) = E[U?&& 4] = E[UP|E[&14n] = p*0* 1.
2. Si U est p.s. égale a une constante, alors les ¢, sont i.i.d. et € est un BB fort. Sinon,
Elegei] = E[U'|E[eg* et E[ej]E[et] = E[U*]Eleg) # E[U]E[=5)*
sauf si U est p.s. égale a une constante (Schwarz). Donc ¢ n’est pas un BB fort.
3. On a ¢ € (!(Z). On applique le théoréme de filtrage.

4. On applique le théoreme de filtrage.

5. Le processus X est stationnaire par le théoreme de filtrage. Il est centré car ¢ est
centré. De plus (formule du cours)

yx(h) = *F* > st
keZ
Pour h > 0, cette derniére quantité est égale a

1 1
2,2 - _ 1.2 2o-h
g sz2k+h_3072 )

k>1

Solution succincte de I’exercice 2.
1. C’est une conséquence immédiate du théoreme de filtrage.

2. Ona
o?(1+6% sih=0
'YZ(h) = COV(Ut + 6)Ut,17 Ut+h + HUt+}L71) = 00'2 si ‘h| =1
0 sinon.

3. Le processus W est stationnaire comme somme de processus stationnaires décor-
rélés (e qui est un bruit blanc faible d’une part et 7 — 2B7 qui est un MA(1), ou l’'on
a noté B l'opérateur de retard). De plus

Y (0) = %, yw(l) =yw(-1) = —% et v (h) =0 pour |h| > 2.

Donc W est un processus stationnaire, ayant méme fonction d’autocovariance
qu'un MA(1). C’est un MA(1) d’aprées la question 1, et il peut s’écrire W; = U; +
0U,_, avec 6 € R et U un bruit blanc de variance ¢2, a condition d’avoir

Y= (1+06%0" et 60° = 1.

4. On a
Xy =Y +n=2Y_ 1+ +mn
=2Y, 1+ 21+ (e0+m — 277#1)
=2V, +2p 0+ W,
= 2Xt71 + Wt'

Donc X; — 2X;_ 1 = U; + 6U,_, et on a bien la décomposition recherchée.
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Solution succincte de 1’exercice 3.

1. X est borné donc de carré intégrable. De plus
E[X,] = E[Ze™] = E[Z]E[e"v] = 0

puisque Z et U sont indépendantes et Z est centré. Pour la stationnarité, puisque

X est centré, il suffit de montrer que E[X;,,X;] ne dépend pas de t. On a
E[X: 1 X = E[Z?ei(w#h)Ue—itU} = E[Z2MY).

2. On a, d’apres la question précédente

v (h) = E[X,ur X = E[Z2E[¢™V] — B[22 /T By (do).

Py (du) — /

T T

y(h) = E[ZQ]/ e Py (dw) = /6ih”]P’U((lw) =y(h),

T

donc v est réelle. On a de méme ~(h) = v(—h).

4. Soit Z une v.a.r. centrée telle que E[Z?] = 1, indépendantes de £. D’aprés ce qui
précede, le processus X; = Z¢** a pour fonction de covariance h ~ ®¢(h).

2/2




Université Paris-Dauphine — M1 MA 2012/2013 — Séries Temporelles

Examen final

Durée : 2 heures
Conditions : sans calculatrice ni documents
1l sera tenu grand compte de la présentation et de la rédaction

Solution succincte de l’exercice 1.
1. Le processus X est un AR(1) bien défini et stationnaire car |¢| # 1;
2. Pour toust,h € Z on a
E(W:) = E(X:) +E(e;) =0

et

E(W W) = E(XeXign) + E(erergn) + E(Xvern) + E(e.Xiyn)
=vx(h) +7(h)+0+0,

qui ne dépendent pas de ¢, et donc W est bien stationnaire. Notons que les iden-
tités E(X, X;1n) = 7x(h) et E(ee4n) = (k) proviennent du fait que X et e sont
centrés et stationnaires, tandis que les identités

E(Xz€t+h) = ZakE(ﬁt—k€z+h) =0 et E(Eth+h) = Z akE(emHh_k) =0
kEZ keZ

proviennent du fait que € et 5y sont centrés et décorellés et X = F,n avec o € (}(Z);
3. Le processus Y est solution de I'équation AR(1) ®(B)Y = W ou ®(z) = 1 — ¢z

mais IV n’est pas un BB. L'équation s’écrit aussi F,,Y = W ou a = 1, — ¢1;. Le

polynoéme @ a une unique racine, 1/¢, qui est de module # 1, ce qui fait qu'il existe

8 =a"! € (}Z), et on obtient une solution stationnaire Y = FzWW. Pour tout z € C

avec |z| = 1, on a |¢z| < 1 car |¢| < 1, et donc 1/®(z) = Y p°, ¢"z" et cette série

converge absolument, ce qui fait que 3, = ¢*1;50 pour tout ¢ € Z, et la solution

trouvée s’écrit donc Y; = Z;‘;O ¢*W,_,, pour tout ¢t € Z. Si Y’ est une autre solution

stationnaire, alors F,,Y = W = F,Y' et donc Y’ = F3F,Y' = F3F,Y =Y (cette

injectivité du filtage ne repose pas sur le fait que W est un BB ou pas);

4. Le processus Z est stationnaire car filtre du processus stationnaire Y. En fait
Z=(1-yB)(1-¢B)Y =(1—-9yB)W =(1-9yB)X + (1 —9yB)e=n+ (1 —¢B)e
d’ou (notons que (1 — ¢ B)e est un MA(1))
Yz(R) = 7 (R) + Ya—ym)e = Lo + (1 — ¢¥*)1g — Ly
5. D’apres la question précédente, le processus Z a pour autocovariance
(2 — 1?1y — Y1y = o*(1 — 9?) + 0914,y

ou 02 = 2 et o) = —1), et c’est I'autocovariance d'un MA(1) d’équation Z;, = ¢, +
¥¢;—1 ot (), est un bruit blanc de moyenne 0 et de variance o%;
6. Ona Z = (1-¢B)(1—9¥B)Y et Z est un processus MA(1) donc Y est un ARMA(2,1);
7. Le polynome de la partie AR de I’équation ARMA de Y est (1 — ¢z)(1 — ¢z). Ses

racines 1/¢ et 1/1) sont de module > 1, par conséquent 1’équation ARMA de Y
admet une solution stationnaire causale;
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8. Il suffit de développer;

9. Siz € Cavec |z| = 1 alors |¢z] < 1 et |[¢pz] < 1 et donc le développement en série
de puissances suivant est absolument convergent :

1 B 1 = E+1 k1N k. S k
(17¢z)(1*¢z)_¢*¢§(¢+ v _';W'

D’ou, en observant que py = 1,

149z >
fz) = Ao —v7) ;Pk*ﬁpk1

et ainsi on tire de (1 +¥B)( = Z = (1 — ¢ B)(1 — ¥ B)Y la représentation

Y = f(B)( = F,{ avec a;= 14—+ (pe— 9pe—1)Le1.

Solution succincte de l’exercice 2.

1. Il s’agit d’'une équation AR(1) de polynéme ®(z) = 1 — ¢z dont l'unique racine
1/¢ est de module # 1. L'équation admet donc une unique solution stationnaire.
Exprimons explicitement la solution. On Y = f(B)Z ou f(z) = 1/(1 — ¢z). Pour tout
z€ Cavec |z] =1lonalgz| < 1car|¢| <1etdonc f(z) =D o, ¢"2" et la série est
absolument convergente. Il en découle que Y = > 77 ¢Fe,_y;

2. Pourtoutt € Zona

() = E(X,) = u

En posant a; = (/)klk;zo pour tout k € Z, il vient, pour tout ¢ € Z et tout h € N,

2 4h
vx (t,t4+h) = Cov(Xy, X)) = E(Y;Yian) = Z ajopYe(ht+k—j) = = g2 Z(;S%Jrh 0:22.
J,k€EZ

Comme pux(t) et yx(t,t+ h) ne dépendent pas de ¢, il en découle que X est station-
naire. On a enfin vy (h) = o2¢/" /(1 — ¢?) pour tout h € Z;

3. Comme d’aprés la question précédente vx € (1(Z), on en déduit d’aprés un théo-
reme du cours que X admet une densité spectrale fy donnée pour tout u € [—7, 7|
par

hw:iZﬁ%ww

2m
¢2 Z P—’Lhud)\h\

heZ
heZ

1 - ¢2 (1 + Z 7zu¢ h zu,¢)h)>

B 2 7tu¢ Lu¢
~21(1 — ¢?) (1 Tz e~ Tz ei“qb)

B 0.2 (1 _ e*iugb)(l _ e“‘gzb) + e’i“gzﬁ(l _ eiu¢) + eiu¢(1 _ 677"u¢)
27(1 — ¢?) 1= eing?
0.2

2ﬂ-|1 —2u¢)|2
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Alternativement, un autre théoréme du cours affirme que le processus linéaire
(filtre d’un bruit blanc) X = F,e admet une densité spectrale donnée par

& [om ] s O IPle™)
u € [—-m 7]~ —|P.(e
' 21
ol Po(2) ==Y gz =1/(1—¢z) siz € {z € C: |z| = 1}. Ici ), = ¢*1;50 A0l
2

Y 1 - o
T 2|1 —ge 2 T 27(1 4 ¢ — 2¢cos(u))

2

Ix(u)

Alternativement, un autre théoréme du cours affirme qu'un processus ARMA(p, q)
stationnaire de fraction rationnelle z € {z € C : |z| = 1} — O(z)/®(2) et de bruit
blanc de variance o2 admet toujours une densité spectrale, donnée par la formule

o? [©(c ™)

u € [-m, = ——
T o e (e P

Dans le cas de notre processus AR(1) X ona © =1 et $(z) = 1 — ¢z de sorte que

o? 1 o

T on |1 — pein|? - 27(1 + ¢% — 2¢cos(u));

2

fx(u)

. L'estimateur est sans biais (c’est-a-dire que E(fi,) = ) et

n n—1
- 1 . n—|h h
nVar(ji,) = - Z vx(j— k)= Z n| |’YX(h) = Z (1 - n|) 1jnj<nvx ()

Gk=1 h=—n+1 heZ

d’ou par convergence dominée

2
. b~ " g
Jim nVar(n) =3 x(h) = 20 fx(0) = -
heZ

En particulier par l'inégalité de Markov, pour tout ¢ > 0 fixé,

< Var(fin)

P(lfin — pl > ) < — 0;

g2 n—oo

. D’apreés un théoreme du cours, comme ¢ est un bruit blanc fort, la variable aléa-
toire v/n(fi, — i) converge en loi quand n — oo vers la loi gaussienne N(0, v?) ou
v? = limy,_,o nVar(fi,) = 27 fx(0) = 02/(1 — ¢?);

. L'invervalle est [i,, + n~"?vq,[—1, 1] ol ¢, est le quantile 1 — a/2 de N(0,1);

~1/29q, avec v = 0 /(1 — ¢?), et ce rayon atteint donc

1244, quand ¢ = 0 (dans ce cas Y = ¢);

son minimum n

. On utilise le lemme de Slutsky pour remplacer ¢? et ¢ par un estimateur (cela est
fait dans un exercice de TD en utilisant les équations de Yule-Walker par exemple).
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : mercredi 20 novembre 2013
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de 1’exercice 1.

1. Par définition, X est un processus causal de Z ssi X; est une combinaison linéaire

de (Z),,, pour tout ¢ € Z. Donc ici X est causal de Z ssia =0;

. L'opérateur (1 — B)"*' = A"*! élimine toute tendance polyndmiale de degré au
plus n, et donc par la formule du binéme,

(1_B)71,+1(tn_1+Z):(1_B)TL+IZ :gf 7l+]. (_B)kZ :§ 7L+1 (—1)]{;2 o
t t i k t k t—k>

k=0

. Comme Z est gaussien, Z; a tous ses moments finis, et donc X est du second ordre.
On a E(X;) = E(Z}) = 0% et yx(t,t + h) = E(Z}Z},,) — o*, qui peut dépendre de ¢
a priori. Dans le cas spécial ou Z est un bruit blanc fort alors cette quantité vaut
= 1ylp—o + 0120 — 0* = (14 — 0*)1),, oU 74 est le moment d’ordre 4 de la loi

N(0,0%), et X est alors stationnaire.

. Les polynomes associés sont p(z) =1 — 2z et f(z) = 1 — z. La seule racine de ¢ est
1/2, et appartient a l'intérieur du disque unité (la solution sera non causale). La
seule racine de 0 est 1, qui appartient au cercle unité (on ne peut pas dire que la
solution est inversible). La fraction rationnelle est

0(z) 1—2 z—1 1 nd ad ‘
= = —(s—1 9, - (k+1) — 91 _ N o—(k+1) ,—k
oz) 1-2z 2z 1-1/(22) (= )];O( ?) 1; z
La solution de notre ARMA(1,1) est
X =272,-) 2%z,
k=1

Autre méthode : rechercher la solution sous la forme F,Z, = 3, ., a,Z;_;, avec a;, =
0 pour tout £ > 0 (anti-causalité en quelque sorte), en identifiant les coefficients
dans I’équation en séries de puissances de z suivante : (1—2z)(ag+a_12 ' +a_9272+
-+-)=1—2.Celadonne ag—2a_1 =1, —2a9 = —1, a_j, — 2a__; = 0 pour tout k > 1,
d'ottag =1/2, a_y = —1/2% a_g41) = (1/2)a_, = —1/2""% pour tout k& > 1.

. Soit X; = Z, + 07, 1 un MA(1). La moyenne est nulle et ’autocovariance
Yx(h) = B(X: Xo4n) = B((Zi + 0Z-1)(Zisn + 0Zisn-1)) = 0° (1 + 0%)1p—g + 0071 sy

Comme vy € ('(Z), sa densité spectrale vaut, pour tout u € [, 7],

. 1 —ih o? 9 » , o2
_ thu _ 7 1 iu +iu -~ (1 2 92 . )
f(u) 5 hEGZ ~vx(h)e 271-( +O0%+0(e ™ +e™™)) 271_( + 0% + 20 cos(u))

Solution succincte de I’exercice 2.
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1. Ona X = F,Z, qui est bien défini si a € (' (Z) (théoréme de filtrage du cours). On
aa € (1(Z) ssi |\ < 1 (série géométrique) ;
2. Le processus X est stationnaire car processus linéaire (filtre d’un bruit blanc, lui

méme stationnaire). Le processus est causal car X, est fonction de Z,<; pour tout
t € 7Z. La moyenne de X est nulle, et ’autocovariance pour h > 0 vaut

. = Al
vx(h) = Z Yz(h+ j — k)aja, = o? Z Qg =0’ ; NN = (721 e

1,k€Z JEZ j

3. SiA=1lalors >, Z_j diverge dans L? : E((Z; + - - - + Z;_y)?) = o°k.

Solution succincte de l’exercice 3.
1. o = )\klkzo et ﬁk = 11@:05
2. Lafonction ¢(z) = 1+ 72 AF2% = 1/(1—\z) (pour |Az| < 1) n’est pas un polyndéme,
et on ne peut pas appliquer le théoreme du cours. Cependant, par analogie, ¢(z) =
0 n’a pas de racine, et §(z) = 1, et donc 0(z)/p(z) = 1 — Az, ce qui suggere que le
processus X; = Z, — AZ;_1, qui est un MA(1), est solution de notre équation AR(co).
On le vérifie directement :

7, — Z MNX, =2 — Z Nz, o+ Z Netlz =7, — A\, = X,

k=1 k=1 k=1
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : jeudi 23 janvier 2014
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de I’exercice 1.
1. 1-B)X, =X, — Xy 1=t+14+ 2, —(t+ 2 1)=1+2Z,—Z, 1 =14 (I — B)Z;;
2. Y, est un MA(1) de parametre § = —1, de moyenne uy = 1, et d’autocovariance
Yy (h) = 02(1 4+ 0%)1h—g + 0201 =1 = 02 (21p—0 — Ljp=1) ;s
3. Pas forcément. Contre-ex. : ay = (1/k)1j-¢ (série harmonique). On a ((Z) G (*(Z);

4. Comme vz(h) = 0°1;—, on obtient E(| Y, cwZi—1*) = 0> Y, |oi|* pour toute
partie finie K C Z (on peut alternativement invoquer 1’orthogonalité et le théo-
réme de Pythagore). Donc grace au critére de Cauchy dans 1’espace complet L2,
on obtient que la série Zkez ayZ;_ converge dans L2, et on note sa somme (F,7);.

Solution succincte de I’exercice 2.

1. Le polynéme P,(z) = 1 — (1/2)z a une seule racine, 2, de module > 1. L'équation
admet donc une unique solution stationnaire, causale, de la forme X = F,,Z (pro-
cessus linéaire) avec a € ¢*(Z) et o, = 0 si k < 0. D’autre part, P(z) = 142z admet
une unique racine, —1/2, de module < 1, mais cela ne signifie pas que la solution
n’est pas inversible. Pour calculer «, comme «; = 0 pour tout £ < 0, il suffit de
résoudre le systeme triangulaire (1 — (1/2)z)(ag + a1z + -+ ) = 1 + 2z, c’est-a-dire
ag =1, a1 — (1/2)ag = 2, a — (1/2)ax_1 = 0 pour tout k£ > 2, ce qui donne oy = 1,
ay =2+1/2=5/2, a, = 5(1/2)* pour tout k > 1. Alternativement, on peut dévelop-
per la fraction rationnelle de I’équation : comme |(1/2)z| = 1/2 < 1 pour |z| =1, on
obtient

Po(z)  1+2z
Py(z)  1-(1/2)2

(1+22) > (1/2)z _1+Z ((1/2)%+2(1/2)* 1)z 71+Z (1/2)F2F;
k=0

1l est agréable de vérifier qu’on a bien a € (!(Z) (série géométrique convergente).
11 est aussi judicieux de vérifier la formule pour z = 1, ce qui donne 6 = 6;

2. Avec des filtres, I'équation s’écrit sous la forme F,Z = FypZ ol @), = 1y—0—(1/2) 141
et 0, = 1,9 + 21,1, et la solution s’écrit X = F,-1,4Z, tandis qu'avec l'opérateur
retard B, I'équation s’écrit P,(B)X = Py(B)Z, ou P, et Py sont comme dans la
réponse a la question précédente, et la solution s’écrit X = (P/F,)(B)Z;

3. D’apres le théoreme de filtrage des processus stationnaires, pour h > 0,

x(h) = Z ajapyz(h+j— k) = o? Z%Oéhﬂ;
=0

G k€L

4. D’aprés la question précédente, pour tout h > 0, yx(h) = o*(ay + Y72, 25(1/2)¥ ")
d’olt, pour tout h € Z, yx(h) = 0*(Ln—g + 5(1/2)"120 + (25/3)(1/2)"). Ainsi,
~vx(h) — 0 exponentiellement vite quand |h| = |t — s| — oo;
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5. Ona H;_y, = Vect(X;_1,...,X;_,) et donc Hy; = Vect(X;). Par conséquent, on a

Yx(1)
7x(0)

On pouvait aussi utiliser le théoréme de Yule-Walker avec p = 1. Reste a calculer
~vx(0) et vx (1), soit via une formule ci-dessus pour 7 (h), soit directement

_ 2 2_ 2 2 2| _ 2 _ 2
vx(0) =0 E ;=0 (14—;_15(1/2)1)0 (1—1—3)30.

<X27 X1>
1X115

pI‘Oj(XQ,HLl) = X1 = Xl.

et
- 5w : 5 25\ 20
x(1) = 0? ]-E:o: @ =0’ (2 + ;21 25(1/2)2”1> =0? (5 + E) =3 2

et donc proj(X,, Hy) = %Xl. Par stationnarité, proj(X;, Hi—11) = %Xt,l, vVt € Z.

Solution succincte de I’exercice 3. Ona P,(z) = 1/(1 — az) et Py(z) = 1/(1 — Bz). Si
|z| =1alors |fz] < 1et

Pp(z) 1—az _ _ - k ok _ - k=19 _ k
Pw(z)il—ﬂzi(l az)gﬁzfl—l—gﬁ (8 —a)z".

Siny = 1y—o + (8 — a)B¥ 1,0 alors n € (*(Z). Cela fournit le candidat X = F,Z, dont on
vérifie sans difficulté qu’il est bien solution. Cette solution est causale. Lorsque o = (3,
onann, = 1,—0 et donc X = F,, = Z est solution, ce qui est bien naturel.

Solution succincte de I’exercice 4.

1. Le processus est centré car E(X;) = cos(0t)E(A) + sin(0t)E(B) = 0. D’autre part

E(X; X;1n) = cos(0t) cos(0(t + h))E(A?) + sin(0t) sin(0(t + h))E(B?) + (--- ) E(AB)

_ O_QRe(eiGte—iB(H»h)) _ 0_2Re(e—i9h) = g2 COS(Qh),

qui ne dépend pas de t. Donc le processus est stationnaire et yx (h) = o2 cos(6h);

2. T, k) = vx(j—k) = o%cos(n(j — k)) = 0*(—1)’~* pour tous 1 < j, k < n. La matrice
I, est réelle n x n symétrique a diagonales constantes (matrice de Toeplitz). La

valeur diagonale principale est o2, et les valeurs suivantes sont —o2, +02%, —02, .. .;

3. x(h) = 0% cos(0h) = % (e " 4 ) = i€ dpe(u) pour p = 2 (0-9 + 0y) (Ber-

noulli!). La densité spectrale n’existe pas (présence de masses de Dirac);

4. 3 ,cz [vx(h)] diverge car | cos(6h)| /4 0 (facile a voir quand § € Q) donc vx ¢ (*(Z).
On peut aussi utiliser le fait que la densité spectrale n’existe pas (question précé-
dente) et donc vx & ¢!(Z) car sinon cela contredirait le théoréme de Herglotz;

5. Courbe représentative de t — A(w) cos(0t). Amplitude A(w) et fréquence 6.

Solution succincte de 1’exercice 5.
1- Yn = %(Xl +"'+X7L);
2. E(X,) = 1(E(X)) 4 --- + E(X,,)) = p dont le biais de X, est nul;
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. La variance et 'EQM sont identiques car le biais est nul.

Var(¥,) = 5 SO B(CG - (- i) = g YR =1 3 (S a0

n

) J.k=1 ) 7,k=1 D s=—n+1
. Siy(h) — 0 quand h — oo alors le critére de Cesaro donne %ZL:LIH ~v(s)] = 0
quand n — oo, et donc Var(X,,) < %ZZ:HH ~(s)| = 0 quand n — oo;

. Siy € (*(Z) alors par convergence dominée, nVar(X,) — >, ., 7(h) quand n — occ.
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Examen de rattrapage

Durée : 2 heures
Date : lundi 1 septembre 2014
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de I’exercice 1.

1. Par définition, X est un processus causal de Z ssi X; est une combinaison linéaire
de (Zs)sgt, pour tout ¢ € Z. Donc ici X est causal de Z ssia = 0;

2. Lopérateur (B—1)"*! = (—1)"*LA"*! élimine toute tendance polyndmiale de degré
au plus n, et donc par la formule du bindéme,

n+1 n+1
(B 1)n+1( 1+Zt) (B 1 n+1Z Z( ) n+1 kBkZ Z( ) n+1 th .

3. Comme 7 est gaussien, Z; a tous ses moments finis, et donc X est du second
ordre. On a E(X;) = E(Z}) =: my et E(X,X,,,) = E(Z!Z}.,), qui peut dépendre de
t a priori. Dans le cas spécial ou Z est un bruit blanc fort alors cette quantité vaut
= mglp—o +m31p 0, o my est le moment d’ordre & de la loi N'(0,0?), ce qui donne
vx(t,t+h) = (mg —m3)1,-, et X est stationnaire.

4. L'équation se simplifie en X; = 2X; | + Z; — Z, ;. Les polynémes associés sont
p(z) =1—2zetf(z) =1—z. Laseule racine de ¢ est 1/2, et appartient a l'intérieur
du disque unité (la solution sera non causale). La seule racine de 6 est 1, qui
appartient au cercle unité (on ne peut pas dire que la solution est inversible). La
fraction rationnelle est

9(2): -z :_2_1 1 i —(k+1) iZ (k+1)
elz) 1-2z 2z 1-— 1/(22 —~ p

La solution de notre ARMA(1,1) est

Xi — 2712t - Z 27(k‘+1)Zt+k.
k=1

Autre méthode : rechercher la solution sous la forme F, 7, = ZheZ apZi—_p, avec aj =
0 pour tout k£ > 0 (anti-causalité en quelque sorte), en identifiant les coefficients
dans ’équation en séries de puissances de z suivante : (1—2z)(ap+a_12 7' +a_s272+
-+)=1—2z.Celadonne ag—2a_; =1, —2ag = —1, a_y —2a_,_1 = 0 pour tout k > 1,

d’ottag =1/2, a_y = —1/2% a_(s1) = (1/2)ay, = —1/2""% pour tout k > 1.

5. Soit X; = Z; + 6Z,_; un MA(1). La moyenne est nulle et ’autocovariance

Yx(h) = E(XiXein) = E(Zi + 0Zi1)(Zisn + 0Z1n—1)) = 0> (1 + 0%) 1o + 007121y

Comme vx € (*(Z), sa densité spectrale vaut, pour tout u € [—7, 7],
Frel) = = S (e = (1467 4+ (e 4+ ¢+) = T (14 6% + 2B cos(w)
u) = — ~ Ve —_ e e = — S0os(\uw) ).
X o X o 2

heZ

Autre méthode : fx(u) = fz(u) [P(e™™)|* = 21+ e = (1 + G~ ™)(1 + fei) =
2 (14 62 + 62 cos(u)).
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Solution succincte de I’exercice 2. On note o la suite définie par o} = (a;)?.

1. Ona X = F,2Z, qui est bien défini si a? € (!(Z) (théoréme de filtrage du cours)
c’est-a-dire si o € (*(Z). On a « € (?(Z) pour (tout) p > 1 ssi |A\| < 1 (série géomé-
trique) ;

2. Le processus X est stationnaire car processus linéaire (filtre d’un bruit blanc, lui
méme stationnaire). Le processus est causal car X, est fonction de Z,<; pour tout
t € 7Z. La moyenne de X est nulle, et ’autocovariance pour h > 0 vaut

. 0 . ) /\2|h|
w(h) = 3 vzlh+j—Kajai =0") afaj,; =0y AN =gt

J,kEZ JEL j=0

3. SiA=1lalors ) ;7 Z_y diverge dans L? : E((Z, + - - + Z,_,)?) = ok.

Solution succincte de l’exercice 3.

1. o = )\klkzo et 5;; = 1k:0;

2. La fonction p(z) = 14+ > 22, A**2F = 1/(1 — A?z) (pour [\?z| < 1) n’est pas un poly-
néme, et on ne peut pas appliquer le théoréme du cours. Cependant, par analogie,
©(z) = 0 n’a pas de racine, et §(z) = 1, et donc 6(z)/¢(z) = 1 — A\?z, ce qui suggére
que le processus X; = Z; — A\2Z, 1, qui est un MA(1), est solution de notre équation
AR(00). On le vérifie directement :

Zy — Z NFX =2, — Z NRZ, g+ Z Nk 7 =7, — N2 = X,
k=1 k=1 k=1

Solution succincte de I’exercice 4.
1. Le processus est centré car E(X;) = cos(0t)E(A) + sin(6t)E(B) = 0. D’autre part
E(X, X, 1p) = cos(6t) cos(A(t + h))E(A?) + sin(6t) sin(0(t + h))E(B?) + (--- ) E(AB)

0

= 02Re(e?e M) = 52Re(e™") = 0% cos(6h),

qui ne dépend pas de t. Donc le processus est stationnaire et yx (h) = o2 cos(6h);

2. 1,0, k) = vx(j—k) = o® cos(n(j —k)) = 0*(—1)~* pour tous 1 < j, k < n. La matrice
I',, est réelle n x n symétrique a diagonales constantes (matrice de Toeplitz). La
valeur diagonale principale est o2, et les valeurs suivantes sont —¢?, 402, —¢?

3. vx(h) = 0% cos(0h) = L (e 4 ) = i€ dpe(u) pour p = Z(6_g + dp) (Ber-

noulli!). La densité spectrale n’existe pas (présence de masses de Dirac);

4. 3" ,cz [vx(h)] diverge car | cos(6h)| /4 0 (facile a voir quand § € Q) donc vx & ('(Z).
On peut aussi utiliser le fait que la densité spectrale n’existe pas (question précé-
dente) et donc vx ¢ ¢1(Z) car sinon cela contredirait le théoréme de Herglotz;

5. Courbe représentative de ¢ — A(w) cos(0t). Amplitude A(w) et fréquence 6.

Solution succincte de 1’exercice 5.
1. Yn = %(X1++Xn);
2. E(X,) = £(E(X,) + -+ E(X,)) = p dont le biais de X, est nul;
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. La variance et 'EQM sont identiques car le biais est nul.

Var(¥,) = 5 SO B(CG - (- i) = g YR =1 3 (S a0

n

) J.k=1 ) 7,k=1 D s=—n+1
. Siy(h) — 0 quand h — oo alors le critére de Cesaro donne %ZL:LIH ~v(s)] = 0
quand n — oo, et donc Var(X,,) < %ZZ:HH ~(s)| = 0 quand n — oo;

. Siy € (*(Z) alors par convergence dominée, nVar(X,) — >, ., 7(h) quand n — occ.
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : mercredi 19 novembre 2014
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de I’exercice 1.
1. Comme t +— cos((2/3)nt) est de période 3, ona A3S; =0+ A3Z, = 7, — Z;_3;

2. Commelesv.a.r. (Z;),., sont indépendantes, de carré intégrable, de méme moyenne

et variance, il s’agit bien d’un bruit blanc fort. La moyenne vaut 0 car les variables
sont centrées, et la variance vaut 1 car les variables sont réduites;

. Les va.r. (Z}),., sont indépendantes, de carré intégrable, de méme moyenne et
variance : il s’agit donc d'un bruit blanc fort. Pour tout & € Z on a u(h) = E(Z))
(= 0 si p impair) et v(h) = (E(Z) — E(Z8)*)15—0;

. yx(h) = 0si|h| > 2, et yx(0) = Var(aZ_; + bZ;) = a® + 1%, vx(—1) = yx(1) =
E((aZy + bZs)(aZy + bZ3)) = 0, et yx(—2) = vx(2) = E(bZ3aZ5) = ab.

. X est causal ssi X; ne dépend que de (Z,),.,, pour tout ¢ € Z, ce qui a lieu si b = 0.
Le filtre X de Z est inversible ssi Z est un filtre causal de X, ce qui a lieu si a = 0.

Solution succincte de I’exercice 2.

1.OnaX; = > 09" Zik + "™ X;_(n+1) pour tout n € N. Si |p| < 1 alors le pre-

mier terme du membre de droite est une série absolument convergence dans L?
(et p.s.) ce qui suggere que X, = > ;_, ©*Z,_; est solution, ce qui se vérifie di-
rectement. Lorsque |p| > 1 on procede de méme en renversant le temps a par-
tir de I’équation X, ; = ¢ !X, — ¢~1Z,, ce qui conduit a la solution non-causale
Xy = =30 ¢ *Z . Lorsque |p| = 1 alors il ne peut pas exister de solution
stationnaire car sinon l’équation ZZ:O Oz = X, — <p"+lXt,(n+1) donnerait en
prenant la variance (n + 1)o? < 4vx(0) ce qui est impossible lorsque n > 1;

. X = F,Z avec a;, = ¢*1;cy donc pour tout i € N,

h
Yx(=h) =yx(h) = Z ajopyz(h+j —k) = o? Z Pt =o? L4 5

kT 720 L=y
Pour la densité spectrale, on écrit, pour tout ¢ € [—n, 7],
2
L S 2 2 1 252 1
t) = |P,(e "2 f,(t) = E Je it —:ii, = — .
Fx() = [Fa ) 2(2) = ¢ 27 2w |1 — et 271 — 2 cos(t) + ?

. L’équatlon S'éCI‘it sous fOI‘].’ne Standard
t 2 t—1 t 2 t—1

et donc ®(z) = P, ,(2) =1 —2/2 et O(z) = P,,(2) = 1+ 2/2. Pour tout z € C avec
|2| =1, 0na|z/2| < letdonc 5 = 5 = > 0(2/2)" d’o

O(2) - —k_k - —k_k - —k+1 _k
= 270N 4 27N =1+ 2Lk,
LERP VLD 2

k=0

Cela donne la solution causale X; = Z, + > oo 27F*17,_;;
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4. Ona X = FyZ ou ¢y, = 13—¢ + 1,502 %+, Or pour tout i > 0,

Yx(=h) = yx(h) = Z Vihyz(h+ j — k) = o Z Vi nyj

jkeZ 3>0

car v, = 0?1;. Comme |1;| < 2p* pour tout k > 0, avec p = 1/2, on obtient

2 /
o Z Vi ¥ntj

7=0

f 1
<oty =0t —— = Ot
720 p

5. Prenons ay, = k~%1;>; pour a > 1, de sorte que « € ¢}(Z). Pour tout i > 0, on a

dx o?

2 1 2 - —
W =) = e 2 | G~ G

qui décroit polynomialement et non pas exponentiellement quand |h| — cc.
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : vendredi 23 janvier 2015
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de I’exercice 1. Soit «, et oy les suites associées a ® et O, de sorte
que I,, = P et P, = O.

1. Si ® ne s’annule pas sur le cercle unité, alors o, est inversible pour le produit
de convolution x dans ¢!(Z) et son inverse a;l est donné par le développement en
série de puissances de z de la fraction rationnelle O(z)/®(z) (qui convergence dans
un voisinage du cercle unité). Le processus linéaire X = F|,-1F,,Z est solution car
Fo,X = F, a-tvagt0sZ = Fo,Z. Pour I'unicité, si X' est une solution stationnaire,
alors comme o, existe et F,, X = F,,Z, on obtient X = Forbo,Z =Fo 10,25

2. Si ® ne s’annule pas sur le disque unité fermé, alors ag, ! est porté par N, et comme
a est porté par N aussi (c’est un polynéme) il en est de méme de leur produit de

convolution, ce qui signifie que X est causal;

3. Si ® ne s’annule pas sur le cercle unité et si © ne s’annule pas sur le disque unité
fermé, alors «y est inversible pour le produit de convolution, son inverse est porté
par N, et comme «, est également porté par N (c’est un polynéme), il en va de
méme pour o, x a,, et donc X est inversible car Z = Fotia, X

4. Les équations ARMA de méme fraction rationnelle ont mémes solutions. (p/,¢') =
(p —m,q—m) ol m = deg(Q).

Solution succincte de l’exercice 2.

1.0na®(z) = (1 -2+ (1/4)2?) = (2 —2)*/4et O(z) = 1—2/2 = —(z — 2)/2 dont
I'unique racine est 2 (elle est double pour ®). Comme ¢ ne s’annule pas sur le
cercle unité, I’équation ARMA possede une unique solution stationnaire notée X,
processus linéaire de Z. Comme de plus ® ne s’annule pas sur le disque unité, X
est causale. Comme O ne s’annule pas sur le disque unité fermé, X est inversible.
Le calcul de X se fait en développant en série de puissances la fraction rationnelle
de I'’ARMA, dans un voisinage du cercle unité. Ici |z| = 1 implique que |z/2| < 1 ce
qui permet le développement en série géométrique suivant :

o(z) 4(z —2) 21 S
o(z) 2(2—2)2*2—271—2/2’;2 -

d’oli, en posant o, = 2715,

X, = Z 2757, = Z apZyy;
k=0

kEZ

Elle est manifestement causale. On vérifie facilement directement qu’il s’agit bien
d’une solution de I’équation irréductible X; — (1/2) X, 1 = Z, qui est AR(1) :

X —(1/2)X 1 = Z 272, - Z 27 0Z = 20
k=0

k=0 =
La solution est manifestement inversible car on a

Z, = (®/0)(B)X, = (1 — B/2)X, = X, — (1/2)X,_1;
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2. Pour tout h > 0 on a

h: _ :2 22kh_ 22h 4k )
0= ) =" S =3 S L

kez
Donc vx(h) = (4/3)0?27" pour tout h € Z. On a H, 1, = vect{X, ,} d’olt

X, X —t+1
{ tl)Xt—l Yx (s +1)

= X, =27ktx,
X | 7x(0) ' !

PTOJ(Xm Ht—l,l) =

Cette variable aléatoire tend presque stirement vers 0 quand s — oc.

3. Un calcul (a faire!) montre que Var(y/nX,) — % (X, ozk)Q = 402 quand n —
oo. Comme Z est un BB fort gaussien, la variable \/nX, est gaussienne. Comme
sa moyenne est nulle et sa variance converge vers 402, elle converge en loi vers
N(0,40?). Cette propriété permet de mettre en place un test pour savoir si le bruit
blanc est fort (elle reste vraie si le bruit blanc est fort mais pas gaussien).

Solution succincte de I’exercice 3.

1. Les polynomes &, et O, ont pour racines respectives

f— — et = =, b b
, Q. ey @ ..., =, s ooy 0g,
(117 ) i r+1 P ll l)s s+1 q

qui sont toutes a ’extérieur du disque unité : I’application z — 1/Z conserve l'ar-
gument et inverse le module. Donc l’équation ARMA(p,q) ®.(B)X,. = 6.(B)X
posséde une unique solution stationnaire notée X.. A présent, comme @, et O, ne
s’annulent pas sur le disque unité fermé, le processus ARMA(p, q) X, est causal et
inversible;

2. Par définition, on a

p P a q
z) = 1_280ij = _‘PPH(Z_GJ) et O(z Z :H(JH(Z_bj)'
j=1 j=1 Jj=1 J=1

Comme ®(0) =0(0) =1, 0ona|a;---ayp,| = |b1---bby| =1, et
p
_ H z— (l]
; a
j=1

11 en découle que pour tout u € [—m, 7],

p q

=[Ilt—a'2 et 10G)=]]

=1 j=1

Z—bj

b

G [ Ve s *“‘! ACKCD
Fx(w) = - “E 3 5= o —5 = fx.(u),
T[Py(e=m)F 27 [P [1—a; te :

ol on a utilisé |1 — ¢ te ™| = |¢| L e — e ™| = |c| 7 e — 1] = || 1|1 — e ™| pour
déplacer les racines de l'intérieur vers l’extérieur du disque unité, sans perturber
la valeur du module. Il en découle que vx = 7y, car l'autocovariance n’est rien
d’autre que la suite des coefficients de Fourier de la mesure spectrale.
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Examen de rattrapage

Durée : 2 heures
Date : lundi 1 septembre 2015
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de I’exercice 1 (ARMA(1,1)).
1. Une solution stationnaire existe (elle est alors unique, et c’est un processus li-
néaire) lorsque le polynéme ®(z) = P,,(z) = 1 — ¢z n’a pas de racine de module 1,
c’est-a-dire lorsque |¢| # 1 car ® a une unique racine z; = 1/¢ de module 1/|¢

2. La solution stationnaire est causale lorsque ¢ n’a pas de racine de module < 1,
c’est-a-dire lorsque |z;| > 1, autrement dit lorsque |¢| < 1;

3. D’apres un théoreme du cours, la solution stationnaire X de l’équation ARMA
®(B)X = ©(B)Z s’obtient en développant en série de puissances de z la fraction
rationnelle de I’équation ARMA z — O(z)/®(z) = (14+6z)/(1—¢z) dans un voisinage
du cercle unité {z € C: |z| = 1}. On distingue les cas |¢| < 1 et |¢| > 1.

Cas |¢| < 1. Si|z| =1 alors |¢pz| < 1 et 1/(1 — ¢z) = > 1o, o2, d’ou

1+0z > e N ,
1_(/)7:Z¢kzk+ezz:¢kzk:1+z®k 1(¢)+9)2k
T k=0 k=0 k=1

d’ou
U = Lh=o + " (¢ + ) 1nso.
Cas || > 1. Si |z| = 1 alors |(¢2) 7' < 1 et

1 f,i 1 77i<x: ‘4@4@7700 —k_—k
T e v R =D DL ;¢Z'

k=0
et donc
146z N S I N —k
oo = 20T 023 0T = 00T 4 D 6T 0+ 0):
k=1 k=1 k=1
d’ou

Y= =00 1o+ ¢+ 0)1i<o.

Dans les deux cas, Fgl oFy = Fy, pour tout ¢t € Z,

Xp = tZix,
keZ
et la convergence a lieu p.s. et dans L2. On retrouve bien X = Z si § = —¢.

4. Pour tout h € Z, comme vz (h) = 021,
yx(h) = vp,z(h) = Y Wiyz(h+ 5 — k) = 0> tithny;
jker jez

Cette formule permet d’établir que vx (h) décroit géométriquement (exponentielle)
quand |h| — oo, en utilisant le fait que v, décroit géométriquement quand |k| — oo,
c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 et 0 < p < 1 tels que |yx(h)| < Cpl" pour tout h € Z.
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Solution succincte de I’exercice 2 (Estimation de la moyenne et intervalle de confiance
pour un AR(1)).
1. Comme |¢| < 1, le processus stationnaire X solution de 1’équation AR(1) est un
filtre causal du bruit blanc fort gaussien Z, et par conséquent, d’aprés un théoreme
du cours, on dispose du théoreme de la limite centrale suivant :

VilBn —0) =5 N(0,7)

ou v = 27 fx(0) et ou fx est la densité spectrale de X, qui est donnée ici par
fx(\) = %m pour tout A € [-m, 7], d’ou enfin v = 27 fx(0) = 02/(1 — )% On
peut mener le calcul de la variance asymptotique directement :

1 o
nVar() = - Z vx (i —1)
0<i,j<n—1
n—1

_ Z n;h%((h)

h=—(n—1)

n—1

h
h=—(n—1)

=23 x(h)

n—00

heZ

= Z efihAWX(h)‘A:O

heZ
— 27 fx(0).

2. La convergence en loi précédente permet de construire un intervalle de confiance
asymptotique I, , suivant de niveau de confiance 1 — «. En effet, on écrit

P(Geé\—\/ZJa) —P(ﬁ(@\—e)e(]a)@P(ZEJQ)—I—a

ou Z ~ N(0,1) et Jo = [~qi—a/2; G1-a/2) OU g, est le quantile d’ordre p de N(0,1)
c’est-a-dire P(Z < ¢,) = p, ce qui donne

Ln,,rx = |:/9\_ waa/27 §+ WQ1a/2}
n n

Cet intervalle de confiance permet de tester I’hypothese statistique Hj :«f = 0»
contre I'hypothese alternative [, :«f # 0». Pour a = 5% on a ¢i_q/2 ~ 1.96, ce

qui donne avec les valeurs fournies pour n et 9 I'intervalle [—0.39,0.59]. Comme 0
appartient a cet intervalle, on accepte H, avec un niveau de confiance de 5% ;

3. Un théoréme du cours affirme que I',, est inversible pour tout n si et seulement si
~vx(h) = 0 quand h — oo, ce qui est le cas pour les processus ARMA(p, q);

4. Si X™ = (X,,...,X,_1) alors Cov(X™) = Cov(Y ™) =T,, d’ou
YW =T V2y 0 = gro 21, 4 T2 X = gA 4 7
ou Z™ =T, *2X ™ vérifie Cov(Z™) = I,. On a donc
(ATA)—lAi}n(n) _ (IIFZI/QF#ﬂln)_l12F;1/2F;1/2Y(n) _ ’Q“n.

1l s’agit donc tout simplement d’un estimateur par projection orthogonale obtenu
par moindres carrés miny [|[§A — Y, ||, bien connu pour le modéle linéaire ;
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5. OnaE(4,) = (1,T,11,)"4(1)T,;11,)0 =0 et

~ 1

E((0.)%) = WE((lzrlly(n))Q)-

Or comme 1T 'Y = (1 T 'y (™)T = y(Tr-11 (il s’agit d’un réel), on a

n n

E((1,T,'Y™)) =E(1, 'YWy ™WTT )
=1 T E(Yy®™y™hHroty,
=1,T, (0, +61,1,),'1,
=111, +601)1,'1,)*

d’ou )
Var(f,) = ————.
ar(0h) 1,0-11,

6. La décomposition de Cholesky donne, en observant que ®,1,, = (1—¢,...,1-¢,1)7,

1-— ¢)2 1 1
Tr-117 _ T _ 2 . 2
]"ILFTL ].n = ((bn].n) DTL@TL]-H = (1 — (b) 0_2 + (TL — 2)(1 — (/5) ; =+ ;,
d’ou
Var(0, —_—.
nVarbn) =2 o

Ainsi, les estimateurs 6, et #,, sont asymptotiquement de méme variance.
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : mercredi 4 novembre 2015 8h30-10h30
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de I’exercice 1. Proche d’un exercice du partiel de 2013-2014.

1. Par définition, X est un processus causal de Z ssi a;, = 0 pour tout & < 0. D’autre
part, par définition, X = F,,Z est inversible ssi il existe 3 € (1(Z) tel que Z = FzX
est un processus causal de X c’est-a-dire que f, = 0si k < 0.Si X = F,Z est a
la fois causal et inversible alors Z = [3X = F3F,Z = Fp.,Z d’ou § = a~'. Ainsi,
un filtre o d’'un BB est a la fois causal et inversible ssi o est a support dans N et
admet un inverse (pour le produit de convolution dans ¢'(Z)) a support dans N;

2. Lopérateur (1 — B)"*! = An*! élimine toute tendance polynomiale de degré au
plus n, d'ou A%Z, = A(Z, — Z;_1) = Zy — 2Z;_1 + Z;_o, Ou encore, avec n = 1,

(1-B)""'(1+t+2Z)=0-B)""Z, =1 —-2B+B)Z, =7, — 27, 1 + Z;_s;
3. Exercice vu en travaux dirigés. Pour tous ¢,h € Z, on a
pxy (1) = B(XyYy) = E(X)E(Y) = px () py () = pxpy
grace a I'indépendance et a la stationnarité de X et Y, et

Yy (t,t+ h) = E(XenYin XeYs) — (uxpy)’
= E(Xyn X )E(YiynY:) — l@(ﬂ%/

= x(h) + 1 + v (h) + iy — pXpi,
qui ne dépendent pas de ¢, d’ou la stationnarité de XY ;

4. Soit X, = Z, + 0Z,_; un MA(1). La moyenne est nulle et I'autocovariance est
x(h) = B(X; Xi1n) = B((Zi + 0Z1)(Ziyn + 0Z1in1)) = 0°(1 4+ 0%)1peg + 0071 i

Comme vy € (*(Z), le théoréme de Herglotz affirme que vy est la transformée de
Fourier d'une mesure positive finie de densité donnée pour tout v € [—m, 7] par

L b _ O 2 i viuyy O 2 .
flu) = %%’Y)((h)e = %(1 +0°+0(e™+et™) = %(1 + 67 + 20 cos(u)).

Solution succincte de I’exercice 2. Tiré de I’examen de rattrapage de 2014-2015.
1. Une solution stationnaire existe (elle est alors unique, et c’est un processus li-
néaire) lorsque le polynéme ®(z) = P,,(z) = 1 — ¢z n’a pas de racine de module 1,
c’est-a-dire lorsque |¢| # 1 car ® a une unique racine z; = 1/¢ de module 1/|¢

2. La solution stationnaire est causale lorsque ¢ n’a pas de racine de module < 1,
c’est-a-dire lorsque |z;| > 1, autrement dit lorsque |¢| < 1;
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3. D’apres un théoréme du cours, la solution stationnaire X de 1’équation ARMA
®(B)X = ©(B)Z s’obtient en développant en série de puissances de z la fraction
rationnelle de I’équation ARMA z — O(z)/®(z) = (1+6z)/(1—¢z) dans un voisinage
du cercle unité {z € C: |z| = 1}. On distingue les cas |¢| < 1 et |¢| > 1.

Cas |¢| < 1. Si|z| =1 alors |pz| < Let 1/(1 — ¢z) = > 12, o2, d’ou

1+6z S gk 023 gt =14 S 6o+ 0)F
k=0

1—¢z k=0 k=1

d’ou
U = 1no + ¢* (¢ + ) 1150
Cas |¢| > 1. Si |z| = 1 alors |(¢2) 7| < 1 et

1 11 LU hoh NS bk
—_— = = - 2 == O
1— ¢z ¢z 1 —(¢2)7! oz ; ;
et donc
i + 62 = — Z o FF— 0z Z o R = 0t + Z R () P
— 0z k=1 k=1 k=1
d’ou

Y =—00" 1o+ ¢+ 0) 110

Dans les deux cas, F;l o Iy = Fy, pour tout ¢t € Z,

Xi = Z%thk,
keZ
et la convergence a lieu p.s. et dans L?. On retrouve bien X = Z si § = —¢.

4. Pour tout h € Z, comme vz (h) = 021;—q,

vx(h) =vp,z(h) = Z Viryz(h+j — k) = o’ Zlﬁﬂ/fhﬂ

jkeZ JEZ

Cette formule permet d’établir que vx(h) décroit géométriquement (exponentielle)
quand |h| — oo, en utilisant le fait que 1, décroit géométriquement quand |k| — oo,
c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 et 0 < p < 1 tels que |yx(h)| < Cpl" pour tout h € Z.

Solution succincte de I’exercice 3.

m

1. Pourtoutt € Zettousn,m € N, lavar X, =) ,_ o7 est gaussienne de
moyenne 0 et de variance

E(anm) = Z ajou,Cov(Zy_j, Zy ) = Z aiVar(Z;,_1) = o* Z ol

—n<j,k<m —n<k<m k=—n

car Z ~ BB(0,0?%). Comme X;,,, converge dans L? et donc en loi vers (F,X);
quand n,m — oo, il en découle que (F,X), ~ N(0,02|al3), car pour les suites
de v.a.r. gaussiennes, la convergence en loi est équivalente a la convergence des
moyennes et des variances et la limite est toujours gaussienne;
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2. Soit x := E(Z}) (valable pour tout ¢ € Z). Pour tout ¢ € Z on a

My =E(FaZ)) = > 0k B(Zik, Ziky Do vy Zars)-

k1,k2,k3,ka€Z

Or si la suite finie ky, ko, k3, k4 comporte une valeur n’apparaissant qu'une fois alors
par indépendance et centrage E(Z; 1, Zi 1, Zt ks Zi—k,) = 0. 11 suffit donc de consi-
dérer le cas ou deux valeurs distinctes u # v apparaissent deux fois, qui donne
E(Zi 1, Zt s Zt 15 Zi1y) = E(Z2.,Z2,) = 0%, et le cas ou une seule valeur apparait
quatre fois (k) = ko = k3 = ky), qui donne E(Z;_x, Zt 1, Zt—1y Lt—t,) = E(Z;{kl) = K.

4
=Y (2) 0202t + 3 aldo!

u,VEZL keZ
u<v

4 4 4
= 30" (lolly = llally) + & llelly

4 4
= 30" [lally + (5 = 30%) ol

Rappelons que 7 C (9si1 < p < q < oo et en particulier /' C 2 C /4.

11 est possible de vérifier la véracité du calcul dans le cas gaussien. En effet,
comme le moment d’ordre 4 de la loi A'(0,1) vaut 3, il vient k = 30 et donc
M, = 30*||a |f§, ce qui correspond bien au fait que dans le cas gaussien, M, est
le moment d’ordre 4 de la loi NV(0, o ||a||§) d’apres la premiére question!
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : lundi 11 janvier 2016
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note : il sera tenu compte de la qualité de la rédaction

Solution succincte de I’exercice 1.

1. On raisonne par I’absurde. Si X est solution stationnaire de I’équation, alors 1'uti-
lisation récursive de X; = 0 X; 1 + Z, + 6Z,_; donne, pour tout ¢t € Z et tout n € N,

X=Xy 1+ 2, +0Z,_,4
=Xy 24 Z1 +0Z2) + Xy + Zy + 0244
=0’ Xy 0+ 2y + (p+0)Zi—1 + 9027,

n—1
=" Xy + 2+ Z o+ 0) 2k + " 02,
k=1

d’ou

n—1
Xt — gDnXtin = Zt =+ ((p + 6) Z @k_lzt,k —+ gp"_leZt,n
k=1

d’ou, en calculant la variance des deux membres,

n—1

(1 + (’0271),7)((0) _ QQDnVX(Tl) _ 0_2 + 0_2((70 + 9)2 ng2(k‘—1) + 0_24)02(71—1)927
k=1

orsi|p| = 1et e+ 6 # 0 alors on obtient une contradiction lorsque n — oo : le
membre de gauche reste borné tandis que le membre de droite tend vers l'infini.
Il n’y a donc pas de solution stationnaire lorqu’a la fois |p| = 1 et ¢ + 6 # 0.

2. Comme ®(z) := 1 — ¢z et O(z) := 1 + 6z ne s’annulent pas sur le cercle unité,
I’équation ARMA(1, 1) admet une unique solution stationnaire donnée par le filtre
X = F,1Fy,Z = Fo, F 1 Z. Or I'équation ARMA(oo, 00) s’écrit F, 1 X = F, -1 Z;

3. Ona ®(z) = 1—22/4 dont les racines sont +2 et O(z) = 1+ 2/2 dont 'unique racine
est z = —2. Comme ® ne s’annule pas sur le cercle unité, I’équation ARMA(2,1)
admet donc une unique solution stationnaire donnée par f(B)Z ou

O(2) 2 - —k _k
= = = 2
& =50 " 7= kZ:O -
(convergence absolue pour tout z € C tel que |z| = 1). Elle est manifestement

causale, et cela est di au fait que ® ne s’annule pas sur le disque unité. Comme O
ne s’annule pas sur le disque unité fermé, cette solution est de plus inversible. Le
processus Y; = X; + c27* est une solution non stationnaire, pour tout c # 0 fixé.

4. Comme P ne s’annule pas sur le disque unité fermé, I’équation ARMA(p, ¢) possede
une unique solution stationnaire, qui est causale, et il s’agit donc de X. De plus
X = f(B)Z ou f(z) = O(z)/®(z). La causalité fait que 1/®(z) et donc f(z) est une

1/3




Université Paris-Dauphine — M1 MA 2015/2016 — Séries Temporelles

somme finie de séries de puissances positives c’est-a-dire que f(z) = Y, ., ax2" ol

o = Z;" L cJ/s avec ci,...,cp, € Ret ky,...,ky, € — 1, 1[. En particulier, en posant
=|c1| + - + |en| et k :=max(|k1],. .., |kn|) €]0, 1], il vient, pour tout k& > 0,
lo| < e

A présent pour tout i > 0,

yx(=h) = x(h) = Y ajavzlh+k—§) = 0* Y axangx

J,k>0 k>0
ce qui donne, pour tout 2 > 0,
Hh

. 5 — C:‘ih _ Cefch.
— K

x(h)] < 0% > K = co”
k>0

. Pour tous t,h € Z, on a
px(t) =E(X) =E(Y) =0 et ~x(t,t+h) = E(XunX,) = E(Y?) =

qui ne dépendent pas de ¢, et donc le processus est stationnaire. De plus pour tout
t € Z on ayx(t) = 1. Le processus est solution de I’équation X; ; = X, qui est une
équation ARMA(1, ¢) dégénérée avec un bruit blanc de variance nulle.

. Comme vy € (}(Z), le théoréme de Herglotz affirme que la mesure spectrale vy
de X admet une densité spectrale fy donnée pour tout u € [—m, 7] par la formule
fx(u) = 5= 3,z e ™ yx(h). A présent, par convergence dominée,

n n n—1
1 1 . n— ||
nVar <n Zm) =2 =k = 3 (k) = D x(h) = 2mfx(0)
k=1 J,k=1 h=—n+1 heZ
Solution succincte de I’exercice 2.
1. Ona
Ht*L[PFl Hf 1,p @ VeCt{E p+1),p}
d’ou
proj(Xy, Hy_1p11) = proj(Xy, Hy_1 ) + proj(Xy, vect{ £, p+1)p})
or < >
N X, E; 1
proj(Xy, vect{ E,_ (p+1), pH) = fpr B p+1)p OU HKpt1 = HE,,—(p+)27
p+1),p

. Comme X; = E L, proj(Xy, Hy 1), et proj( Xy, Hy 1) € Hy oy L By il vient

t—(p+1),p’
<Xt7E7 (p+1),p > <Et+p7E7 (p+1), >
_ 2 _ 2
1B palle 1B

(p+1),p (p+1),p

Enfin ||E;jp||2 =||E._ (p+1)p”2 0?) d’ou la formule attendue. Comme cette quan-

tité est une corrélation, elle appartient a l'intervalle [—1, 1] (inégalité de Schwarz).

Solution succincte de 1’exercice 3.
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1. Par analogie avec le cas scalaire (d = 1) on aimerait poser

= Z o7, .

k>0

C’est une série dans l'espace de Hilbert L*(Q — RY) dont la norme ||Y|;: =
E(||Y|3)"/? dérive du produit scalaire E(X -Y). Elle converge absolument car

Vi
I Zq)th kllr2 < Z”CkaZ—)QHZt k ‘LZ < ZH@H2—>2 v 70

k>0 k>0 k>0 ||q)||24>2

ou on a utilisé 'inégalité triangulaire pour la norme de L?, la sous-multiplicativité
de la norme de matrice puis le fait que || Z;||3, = Z‘;:l E(Z?;) = do*. Le processus
X est donc bien défini dans L?. I est bien solution de 1’équation AR(1) vectorielle
car par continuité de I'application linéaire Y € L? — ®Y € L?, on a

X =) WM Z=) 02 =X~ 2

k>0 k>1

Notons que X a une norme constante en ce sens que pour tout ¢t € Z,

Xl = E( Y 72 05 Zi) = Y S B E ega )

J.k>0 7,k>0 u,v,w=1

— o2 ZZ(q)k

k>0 wv

=0” ) Tr(®*(@M)").

k>0

Si X’ est une solution de ’équation dans L?, de norme constante, alors

n 2
X| = Zi4+®X[_y == Y WL+ @Ky 3 Y 2= X
k=0 k>0
car [|9"X] o llee < NRIUEEIXT (i llee = [@I555]1XG]] 2 = o(1) et il y a donc

unicité parmi les solutions dans L? de norme constante.

2. Siles processus (Z;1),cy, - - - » (Z1.4),c, SONt indépendants et si ¢ est diagonale, alors
les processus (X;1),.5,---,(Xta),., sont des AR(1) indépendants de coefficients
respectifs @, ;,...,®,, car dans ce cas P*Z;, ; = (@’fﬂth,k,l, o (bfl’dZt,kyd)T.
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Examen de rattrapage

Durée : 2 heures
Date : vendredi 15 juillet 2016
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note :
11 sera tenu compte de la qualité de la rédaction
Les surveillants ne répondront a aucune question sur le sujet
Si vous avez des commentaires a faire, faites le sur votre copie
Ce sujet reprend des éléments des sujets des années antérieures

Solution succincte de l’exercice 1.

1. Comme ¢ +— cos((2/3)wt) est de période 3, on a A3S; =0+ A3Z, = Zy — Zy_3;

2. Commelesv.a.r. (Z;),., sont indépendantes, de carré intégrable, de méme moyenne

et variance, il s’agit bien d’un bruit blanc fort. La moyenne vaut 0 car les variables
sont centrées, et la variance vaut 1 car les variables sont réduites;

. Les va.r. (Z}),., sont indépendantes, de carré intégrable, de méme moyenne et
variance : il s’agit donc d'un bruit blanc fort. Pour tout & € Z on a u(h) = E(Z))
(= 0 si p impair) et y(h) = (E(Z3") — E(Z8)*)1h=0;

. yx(h) = 0si|h| > 2, et 7x(0) = Var(aZ_, + bZ;) = a® + b?, yx(—1) = vx(1) =
E((GZ() + ng)((LZl + ng)) =0, et Wx(—Z) = ’Vx(2) = E(bZ2aZ2) = ab.

. X est causal ssi X; ne dépend que de (ZS)SSt, pour tout ¢t € Z, ce qui a lieu si b = 0.

Le filtre X de Z est inversible ssi Z est un filtre causal de X, ce qui a lieu si a = 0.

Solution succincte de 1’exercice 2.

1.OnaX, = >, (¢"Zik+ ¢ X, (n41) pour tout n € N. Si |¢| < 1 alors le pre-

mier terme du membre de droite est une série absolument convergence dans L?
(et p.s.) ce qui suggere que X, = > ;_, ©*Z,_,, est solution, ce qui se vérifie di-
rectement. Lorsque |p| > 1 on procede de méme en renversant le temps a par-
tir de 1’équation X, ; = ¢ 'X, — »~'Z,, ce qui conduit a la solution non-causale
X, = =Y 0, 9o *Z. Lorsque |p| = 1 alors il ne peut pas exister de solution
stationnaire car sinon I'équation Y,_,¢*Z,_; = X, — ¢""'X,_(,4+1) donnerait en
prenant la variance (n + 1)o? < 4yx(0) ce qui est impossible lorsque n > 1;

. X = F,Z avec a;, = ¢*1,¢y donc pour tout 2 € N,

h
yx(=h) = x(h) = Y ajeyz(h+j—k) =0y ¥ = 02%~
J,k€Z 3>0 ¥

Pour la densité spectrale, on écrit, pour tout ¢ € [—n, 7],

Z @j(f—itj

JeN

2
O'2 g

2r  2r

2 2 2 1

1 o

fx(t) = |Pale™™) P f2(t) = T e it

T 271 2pcos(t) + o2

3. L’équation s’écrit sous forme standard

1 1
X = iXt—l +2Z + §Zt—1
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et donc ®(z) = P, (2) = 1 - z/2 et O( ) = P,,(z) = 1+ z/2. Pour tout =z € C avec

|z2] =1, 0onalz/2| < 1etdonc (b( ;= 2/2 =37, (z/2)F d’ou
() _ i 27k 4 i 97kok =1 4 ZOO: gkt k
(D(Z) k=0 k=1 k=1

Cela donne la solution causale X; = Z, + > oo 27F*1Z,_;;
4. Ona X = FyZ ou ¢y, = 139 + 1,502 %*1. Or pour tout i > 0,

Yx(=h) =yx(h) = Z Vibyz(h+ 3 — k) = o° Zlﬂﬂﬂhﬂ'

J,k€EZ >0

car v, = 021y,. Comme || < 2p* pour tout k > 0, avec p = 1/2, on obtient

2 Z w]thr]

7>0

1
<U2ph2p27—022p 1 = Cp.
7>0 p

5. Prenons aj = k~"1;>; pour a > 1, de sorte que o € ¢*(Z). Pour tout » > 0, on a

9 1 o [ dx o?
) =) =S e 27 | G - e

qui décroit polynomialement et non pas exponentiellement quand |h| — oc.

Solution succincte de l’exercice 3.

1.0na®(z) = (1—2+(1/4)2%) = (2 —2)?/4etO(z) = 1 —2/2 = —(2 — 2)/2 dont
I'unique racine est 2 (elle est double pour ®). Comme ¢ ne s’annule pas sur le
cercle unité, I’équation ARMA possede une unique solution stationnaire notée X,
processus linéaire de Z. Comme de plus ® ne s’annule pas sur le disque unité, X
est causale. Comme O ne s’annule pas sur le disque unité fermé, X est inversible.
Le calcul de X se fait en développant en série de puissances la fraction rationnelle
de I’ARMA, dans un voisinage du cercle unité. Ici |z| = 1 implique que |z/2| < 1 ce
qui permet le développement en série géométrique suivant :

(z) 20z-22 2—z 1—z/2

O(z) 4(z —2) 2 Z ok

d’oli, en posant ay, = 2 15,

ZQ Zy k—zath k

kEZ

Elle est manifestement causale. On vérifie facilement directement qu’il s’agit bien
d’une solution de I’équation irréductible X; — (1/2)X;_1 = Z; qui est AR(1) :

- (1/2) X2 = 22 Ztk—ZQ N7 e =2y

La solution est manifestement inversible car on a
Zy=(®/0)(B)X,=(1—-B/2)X; = X; — (1/2) X, _1;

2/4




Université Paris-Dauphine — M1 MA 2015/2016 — Séries Temporelles

2. Pour tout h > 0 on a

h: _ :2 22kh_ 22h 4k )
0= ) =" S =3 S L

kez
Donc vx(h) = (4/3)0?27" pour tout h € Z. On a H, 1, = vect{X, ,} d’olt

X, X —t+1
{ tl)Xt—l Yx (s +1)

= X, =27ktx,
X | 7x(0) ' !

PTOJ(Xm Ht—l,l) =

Cette variable aléatoire tend presque stirement vers 0 quand s — oc.

3. Un calcul (a faire!) montre que Var(y/nX,) — % (X, ozk)Q = 402 quand n —
oo. Comme Z est un BB fort gaussien, la variable \/nX, est gaussienne. Comme
sa moyenne est nulle et sa variance converge vers 402, elle converge en loi vers
N(0,40?). Cette propriété permet de mettre en place un test pour savoir si le bruit
blanc est fort (elle reste vraie si le bruit blanc est fort mais pas gaussien).

Solution succincte de I’exercice 4.

1. Les polynomes &, et O, ont pour racines respectives

f— — et = =, b b
, Q. ey @ ..., =, s ooy 0g,
(117 ) i r+1 P ll l)s s+1 q

qui sont toutes a ’extérieur du disque unité : I’application z — 1/Z conserve l'ar-
gument et inverse le module. Donc l’équation ARMA(p,q) ®.(B)X,. = 6.(B)X
posséde une unique solution stationnaire notée X.. A présent, comme @, et O, ne
s’annulent pas sur le disque unité fermé, le processus ARMA(p, q) X, est causal et
inversible;

2. Par définition, on a

p P a q
z) = 1_280ij = _‘PPH(Z_GJ) et O(z Z :H(JH(Z_bj)'
j=1 j=1 Jj=1 J=1

Comme ®(0) =0(0) =1, 0ona|a;---ayp,| = |b1---bby| =1, et
p
_ H z— (l]
; a
j=1

11 en découle que pour tout u € [—m, 7],

p q

=[Ilt—a'2 et 10G)=]]

=1 j=1

Z—bj

b

G [ Ve s *“‘! ACKCD
Fx(w) = - “E 3 5= o —5 = fx.(u),
T[Py(e=m)F 27 [P [1—a; te :

ol on a utilisé |1 — ¢ te ™| = |¢| L e — e ™| = |c| 7 e — 1] = || 1|1 — e ™| pour
déplacer les racines de l'intérieur vers l’extérieur du disque unité, sans perturber
la valeur du module. Il en découle que vx = 7y, car l'autocovariance n’est rien
d’autre que la suite des coefficients de Fourier de la mesure spectrale.
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Examen partiel

Durée : 2 heures
Date : lundi 31 octobre 2016
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note :
— 11 sera tenu compte de la qualité de la rédaction
— Les surveillants ne répondront a aucune question sur le sujet
— Sivous avez des commentaires a faire, faites le sur votre copie
— Ce sujet reprend des éléments des sujets des années antérieures

Solution succincte de l’exercice 1.

1. L'opérateur différence répété A"*! élimine toute tendance polynomiale de degré
inférieur ou égal a n. Ainsi A'7X = A®7Z = (1-B)*V77 = 300 (%) (- 1)k B*Z.

2. Ona®(z) = 1-3z et O(z) = 1—(10/3)2+22. Le polyndme & a une seule racine, égale
a 1/3. 1l ne s’annule donc pas sur le cercle unité, et donc, d’apres un théoreme
du cours, I’équation ARMA(1,2) admet une unique solution stationnaire (on ne
peut pas pour l'instant affirmer qu’elle est causale car le polynome s’annule sur
le disque unité). Ce processus linéaire solution s’obtient en développant en série
de puissances de z autour du cercle unité la fraction rationnelle irréductible de
I’équation. Comme 1/3 est a la fois racine de ¢ et de O, on a pour tout z € C avec
|z =1,

O(z) (1-32)(1-13z) 1

o(z)  1-3. 37
Le processus linéaire solution est donc X; = 7, — (1/3)Z,_1, t € Z. Ce processus est
manifestement un filtre causal de Z (d’ailleurs le dénominateur de la fraction ra-
tionnelle irréductible ne s’annule pas sur le disque unité). Le polynéome © s’annule
sur le disque unité et on ne peut pas affirmer que la solution est inversible, mais
le numérateur de la fraction rationnelle irréductible est constant et égal a 1 et
ne s’annule donc pas, ce qui permet d’affirmer que X est inversible. L'expression
de Z comme filtre causal de X s’obtient en développant l'inverse de la fraction
rationnelle irréductible en série de puissance autour du cercle unité. Comme pour
tout z € C avec |z| = 1 on a [(1/3)z] < 1, il vient le développement en série de
puissances ®(z)/0(z) = 1/(1 — (1/3)z) = > -, 37%2*, qui donne enfin la formule
renversée Z;, = (((2/0)(B))X); = Y 4oy 3 ¥ X,_1, qui est bien un filtre causal de X.
3. Ona ©(z) = 1 (comme pour toute équation AR). D’autre part ®(z) = 1—2?, dont les
racines {¢’>™*/P . 0 < k < p — 1}, appelées racines p-iéme de 1'unité, sont de module
1. Tentons d’établir qu’il n’existe pas de solution stationnaire en raisonnant par
I’absurde. Si X est une solution stationnaire, alors pour tout ¢t € Z et tout » > 1,

r—1

Xy = thp +Zy = Xt72p + 7+ thp == thrp + Z Zt*k'p‘
k=0

Or d’une part, en utilisant le théoréme de Pythagore dans L2, il vient

| X — Xt72p||§ = ”Zt + 2yt Zt—(r—l)p”; — 1o — o0,

T—00
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tandis que d’autre part, en utilisant la stationnarité de X,

1X: = X1 gplly = 7x(0) = 29x(2p) + 7x(0) < 47x(0) = O (1),
ce qui est bien contradictoire. Il n’y a donc pas de solution stationnaire.

Solution succincte de I’exercice 2.

1. Pour tout ¢t € Z, dans '’espace de Banach L?, la série ZkeZ a2y, converge abso-
lument : en effet, en utilisant la définition de « et Z,

> lewZiill, =D lawl 1 Zekll, = o llall, < oo.

keZ kEZL
Pour tout ¢ € Z, la série aléatoire ), , a7, converge presque slirement car en
introduisant la variable aléatoire S := )", |a;Z;_;| a valeurs dans [0, +-oc], il vient,
en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli ou de convergence monotone,

E(S) =Y |awlE(Zis) <Y el [ Zikll, = o llally < oo,
keZ ez

d’ou P(S < 00) = 1, c’est-a-dire que presque sirement la série aléatoire ), ., axZ;_y
converge absolument dans R. La valeur de cette somme est identique a celle ob-

tenue dans L? car la convergence L? et la convergence presque siire entrainent

toutes les deux la convergence en probabilité. Enfin si A; est I’événement presque

stir qui assure la convergence pour ¢ € Z, alors M;cz A; est également un événement

presque sir, ce qui assure que le processus X = (X;),., est bien défini.

2. Pour tout ¢ € Z, comme le produit scalaire dans L? est continu et Z est centré,

n n

px(t) =E(X;) = E(mljgloo kz W Zyy) = mlrlgloo kz ayB(Zy) = 0.

Pour tous s,t € Z, on a s,t € E,

E(X,X;) = (Z arZs Z Qg Zy_pr)

keZ k'€Z
n n'

L? . .
= < lim E Oést_k, /hm E Oék/Zt_k/>

m,n—00 m/ ;n'—o0

k=—m k'=—m'

) n n’
= lim E E akak/<Zs,k,, Zt—k’)

m,n,m’,n'—oo

k=—mk'=—m’

n

:) lim Z Z O(k;ak;r’)/z(t —s+k— ]C/)

m,n,m’ ,n’—oo
k=—mk'=—m’

@) o
=0 QRO stk

kEZ

ou (1) provient de la continuité dans L? du produit scalaire, ou (2) provient du fait
que Z est centré, et ou (3) provient du fait que v, = o%14. Par conséquent, comme
X est centré, il vient yx(s,t) = E(X,X;) = 0% Y, c; k0—s1k, qui ne dépend de (s, t)
qu’a travers I’écart t — s. Ainsi X est stationnaire, et pour tout h € 7Z,

vx(h) = o? Z Qf Otk

kEZ
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3. Par définition X = F,Z est un filtre causal de Z lorsque «y, = 0 pour tout k < 0.

4. Rappelons que le filtre X = F,,Z de Z est inversible s’il est causal et s’il existe un
filtre causal Fj tel que Z = F3X (8 = o~ ! lorsque « est inversible dans ¢*(Z)). Or si
P, est un polynéme, alors X est un filtre causal de Z, et si de plus P, ne s’annulle
pas sur le disque unité fermé, alors d’aprés le cours, a~! existe et son support est
inclus dans N, d’ou l'inversibilité de X.

5. Dans ce cas, le filtre X = F,,Z est causal car le support de « est inclus dans N. De
plus, pour tout z € C avec |z] =1, on a |pz| < 1, et donc

1
1—p2’ P.(2)

P.(z) = Zpkzk = =1-pz,
k=0

et ainsi o' = 13 — pl;. A présent Z = F,-1X et le support de o' est inclus dans

N, et donc le filtre X de Z est bien inversible.

Solution succincte de I’exercice 3.

1. Soit X un processus harmonique. Le processus est centré :
E(X;) = cos(0t)E(A) + sin(0t)E(B) =0
pour tout ¢ € Z. D’autre part, pour tous ¢,h € Z,

E(X, X, 1) = cos(6t) cos(A(t + h))E(A?) + sin(6t) sin(0(t + h))E(B?)
+ (- )E(AB)
=0
= o?Re(e?e 1)) = 52Re(e7") = 0% cos(0h),

qui ne dépend pas de t, donc X est stationnaire, d’autocovariance vx (h) = o cos(6h)
pour tout h € Z. Pour montrer que X est déterministe, on peut utiliser les formules
trigonométriques (faciles a retrouver avec des nombres complexes)

2cos(a) cos(b) = cos(a +b) + cos(a —b) et 2cos(a)sin(b) = sin(a + b) + sin(b — a)
qui donnent, pour tout ¢ € Z,
Xt = 2008(9))(,5,1 - Xt,Q S Htfl, d'Ofl Xt = pI‘()j()(,g7 Htfl).

Rien d’étonnant : les trajectoires du processus harmonique sont des sinusoides
dont la seule source d’aléa est I’amplitude, ce qui fait qu’a chaque instant, il est
parfaitement possible de prédire le futur de la trajectoire a partir de son passé.

2. Démontrons les équivalence de maniére circulaire.

— Preuve de (¢c)=(b). Immédiat.

— Preuve de (b)=(a). Si E((X, — proj(X;, H,—1))?) > 0 alors X, # proj(X;, H;—1)
dans L? et donc X n’est pas déterministe;

— Preuve de (a)=-(c). Si X n’est pas déterministe alors il existe un ¢ € Z tel que
X;—proj(X;, H,_1) # 0 dans L2, et donc E((X;—proj(X;, H,_1))?) > 0, ce qui signi-
fie que (b) est vrai. Pour établir a présent (c), on constate tout d’abord que (c)
découle immédiatement de 1’éventuelle stationnarité forte de X. Lorsque X est
seulement (faiblement) stationnaire, cela est moins immédiat car il faut réussir
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a tirer partie du fait que les objets ne font intervenir que les informations du
second ordre du processus (covariance). Plus précisément, pour tout ¢ € 7Z, le
sous espace vectoriel H;_; est formé par I’ensemble des séries de la forme

Z Xk
=1

qui convergent dans L2. Montrons que 1’ensemble ® des coefficients (yy.) j>1 qui
garantit la convergence dans L? ne dépend pas de t. Pour tous s > r > 1l on a

1D enXerlls = Y eserrx (G = k),
k=s J,k=s

quantité qui ne dépend pas de ¢. Ainsi le critere de Cauchy ne dépend pas de ¢,
ce qui signifie que ® ne dépend pas de t. A présent on a

. . 2 . .
proj(Xy, Hy) = arg inf || X, = Y| = arg inf ;0 pienrx (i = k)
Jik=
ouonaposéY =372 X, ety :=—1. Il en découle que
. 2 . 2 . )
1Xe = proj(Xe, Hi-y)ll, = inf X, — Y[, = inf ;U piorx (7 = k),
=

quantité qui ne dépend pas de ¢, et (c) est établie.
Note : si X est gaussien alors proj(X;, H;_1) = proj(X;, L2(F_1)) = E(X; | Fi_1)
ou F;_; est la tribu engendrée par X; 1, X; o, ....
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Examen final

Durée : 2 heures
Date : lundi 9 janvier 2017
Conditions : sans calculatrice ni documents
Note :
— Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction
— Les surveillants ne répondront a aucune question sur le sujet
— Sivous avez des commentaires a faire, faites le sur votre copie
— Ce sujet reprend des éléments des annales, du cours, et des exercices de TD

Solution succincte de l’exercice 1.

1. Ona ®(z) = 1—2z dont I'unique racine est 1/2, et ©(z) = 1—2z+2? = (1-22)(1—-1z)
dont les deux racines sont 1/2 et 2. Comme ¢ ne s’annule pas sur le cercle unité
(pas de racine de module 1), un théoreme du cours dit que 1’équation admet une
unique solution stationnaire. C’est le processus linéaire obtenu en développant en
série de puissances de z la fraction rationnelle irréductible de I’équation. Or pour
tout z € Cavec |[z| =1ona

0(z) (1—-22)(1-1z) 1

- —1- -z
() 1-22 2°

Ainsi l'unique solution de I’équation est donnée par le processus MA(1)
1
Xt - Zt - §Zt71'
11 est plaisant de vérifier directement qu’il s’agit bien d’une solution :

1 1
Xy —2Xy 1 =2 — §Zt—1 —2(Zi1 — §Zt—2)
5
=7, — §Zt—1 + Zis.

Pour tout ¢ € 7Z, la variable aléatoire X; est une fonction de Z;, Z;_1, ..., et donc X
est un filtre causal de Z. Ceci n’est pas contradictoire avec le fait que ® possede
une racine de module < 1 (en fait elle est aussi racine de O et se simplifie).

2. Ona X = FZ et le polyndme Ps(z) =1 — %z possede une unique racine 2, qui est
de module > 1. L'inversion du filtre I3 est donc possible, et la formule suivante

1 1,
_1 :ZTZ
1—-3=2 k:02

valable pour tout z € C avec |z| = 1 donne

— 1
Zﬁ = Z ?thk'
k=0

Ainsi o, = 27F1;5. 11 est agréable de vérifier que tout va bien :

1 =1 =1
Zy — §Zt—1 = Z ﬁXt—k - Z Wxt—k—l
k=0 k=0
- Xt'

1/5




Université Paris-Dauphine — M1 MA 2016/2017 — Séries Temporelles

Solution succincte de 1’exercice 2.

1. Pour tout h € Z,

0_2

'YX(h) _ 0_2 COS(eh) — 0_25)%(671%) _ ?(efié)h 4 ewh) _ / ei'“'}Ldp(u)
[=7.7]

ou u = (’2—25,9 + "—;69. On a montré que que vx = fi, et comme ;. est une mesure
positive finie sur [—n, x|, l'unicité de la mesure spectrale, qui provient de l'injec-
tivité de la transformée de Fourier, nous permet d’affirmer que ux = . De plus,
quelque soit § € [—7, 7], la mesure atomique p n’admet pas de densité par rapport
a la mesure de Lebesgue, et donc X n’a jamais de densité spectrale.

2. Soit pux la mesure spectrale du filtre X = F,,Z. Par définition, pour tout i € Z,

vx(h) = Z a;apyz(h+k —j)

J,keZ

. L, o2
Z ajak/ el(h+k—j>)\%d)\

jkeZ [=m.7]

. L, o2
/ Z ozjozke’(h%*])’\ Z_d\
[_

2T
™ ez

. — 0'2
/ ethA g ajef”’\ake*““’\ —d\
—m,m| 27

1,kEL

[
. .. . 0'2
= / ethA Z ajef’”’\ Z e kA Q—d)\
(=] ™
[

Il

JEL keZ
. . : 0'2

_ / ezh/\ § ake—lk/\ 2761)\
—mm] ke T

o o2 )
/ ev,h/\i‘Pa(e—z)\)‘Q dX.
[—m,7] 27

du(X)

ou la commutation = est justifiée par le théoréme de Fubini-Tonelli car la série est
absolument convergente, uniformément bornée, et I'integrale est sur un compact.
Note : comme « est réel, on a P,(z) = P,(z) d’ou |P,(e™)| = |P,(e™™)|, u € [-7, 7].
On a montré que vy = /i, et comme x est une mesure positive finie sur [—x, 7],
I'unicité de la mesure spectrale, qui provient de l'injectivité de la transformée de
Fourier, nous permet d’affirmer qu’il s’agit bien la mesure spectrale : ;1 = pux.
Comme 1y admet une densité f : A € [~7, 7] = f(\) := Z|P.(e~)| par rapport a
la mesure de Lebesgue, il en découle que X admet une densité spectrale fx = f.

3. Ona ®(z) =1 — 2z d'unique racine 1/2, et © = 1 — 3z d’unique racine 1/3. Comme
les racines sont de module # 1, un théoreme du cours affirme qu’il existe une
unique solution stationnaire, qui est forcément le X mentionné dans la question,
et que cette solution est un filtre X = F,,Z ol « est obtenu en développant en série
de puissances de z la fraction rationnelle de I’équation :

O(z) k
= arz®, z2eC,|z| =1
D(2) % r |
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De plus, l'autocovariance de X ne dépend que de la variance ¢ du bruit blanc Z
et du module de la fraction rationnelle de I’équation ARMA sur le cercle unité. Or

on a, pour tout A € [—, 7], en posant z := ¢,

2 |2
0= 5[50
_02‘1—32'2
2 |1 — 2z
B | -1
2m [22]? | - — 1
i029 1—7%,22
2m 4 1_%;;
029’1—§22
w4 |1-1iz

ol on a utilisé pour = le fait que |z| = 1 et le fait que % = 7 dans ce cas, d’ou

2

i 0.*2 @*(Z)
fX(Z) - o (b*(Z)
ou ®*(z) :== 1 — 3z, ©%(2) := 1 — 3z, et 0™ := J0°. Ces polynémes ®* et ©* ne
s’annulent pas sur le disque unité fermé. Ainsi on a donc
fx =[x+

ou X* est 'unique solution stationnaire de 1’équation ARMA de polynémes o* et
©* et de bruit blanc Z* de variance ¢*2. De plus X* est causal et inversible. Enfin
X et X* ont méme densité spectrale donc méme autocovariance.

Solution succincte de I’exercice 3 (Cas particulier d’un exemple du cours).

1. L’équation AR(m) a pour polynéme ®(z) = 1—¢z™ dont les racines sont p~!/me?2k/m,
0 < k < m — 1, toutes de module ||~'/™. ’hypothése |¢| < 1 fait donc que ® ne
s’annule pas sur le disque unité fermé. Un théoréme du cours affirme alors que
I’équation AR(m) posseéde une unique solution stationnaire, qui est de plus causale.

2. Nous allons utiliser la caractérisation suivante du projeté orthogonal : v = proj(u, H)
ssive Hetu—v L H.Posonsu=X;, H=vect{X;_1,...,X;_,}, etv=pX,,. On
a clairement v € H car 1 < m < p. D’autre part, pour tout h > 1,

(u—v, X p) =E(Xi — pXi—m)Xin) = E(Z, X, 1) =0
car X est un filtre causal de Z. Or H C vect{X; ,: h >1},d’ouu—v L H.

Solution succincte de I’exercice 4 (Queues lourdes - inspiré d’un exercice de TD).
1. Pour tout 6 € R,

E((;e(/\lw]+...+,\nw,l)) _ E(Piw‘lwl) L E(ei“"w’l) _ —(erhlFenl Aal) 6]
- - - - b

qui est bien la valeur en # de la fonction caractéristique de la loi de Cauchy de
parametre |\i|c; + - - + |A\,|c,. Or la fonction caractéristique caractérise la loi.
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2. Le théoreme de filtrage du cours ne s’applique pas car la loi de Cauchy n’a pas de
moyenne et encore moins de variance et donc (W,),., n’est pas un processus du
second ordre. Pour tout ¢t € Z, toute partie finie K C Z, et tout ¢ € R, on a

E(eiQZkEKGszfk) _ H E(ei“kgwtfk) _ 6*6\9|2k61{ \ak\7
keK

qui converge vers e~ll*l quand K — Z, donc 3, _ ;- o, W;_x converge en loi quand
K — Z vers la loi de Cauchy de parameétre c||«|[; (théoréme de Paul Lévy).

Pour tout ¢t € Z, la vaa.r. F,,IW; suit une loi de Cauchy et n’a donc ni moyenne ni
variance. Par conséquent, quelque soit la maniere de définir le processus (FW,),.,,
il ne serait pas du second ordre et donc pas stationnaire, ce qui ne I’empécherait
pas d’étre éventuellement fortement stationnaire !

Solution succincte de I’exercice 5. Si (X;),_ est solution alors pour tout ¢ > 1,
XE = (a4 0K

aZ? +bX} |7}

= aZ} +bla+bX7 )7\ 7}

=aZ} +abZ}Z} |+ VX] 20\ 2}

t—1
= atz} - 7} VX2 Z
k=0
Autrement dit on peut établir par récurrence sur ¢ que pour tout ¢ > 2,
t—1
Xp=Y abtz}- 2} + VX327 75,
k=0

Ceci suggére que le processus (X;),. défini par

t—1
Xo=0 et X,=signe(Z),|Y abhZ}---Z2, t>1
k=0

est solution de 1’équation non-linéaire, ce qui se vérifie immédiatement.
Notons que le processus (X;),.y est causal au sens ou pour tout ¢ > 0 la variable X;
est une fonction de 7, ..., Z;. Soit F; la tribu engendrée par Z, ..., Z;. Pour tout ¢ > 1,

E(X,) = E(E(X, | Fi_1)) = E (\/a N beialE(zt)) 0

car X;_; est F;,_;-mesurable et Z; est indépendante de F;_; (BB fort!) et centrée. Ensuite

t—1
o = Var(X,) = B(X?) = E(a + bX? ) )E(Z?) = (a + bo? o =--- = Z abt o2+,
k=0
On peut aussi obtenir ce résultat a partir de la formule X? = 2;10 ab?Z?..-Z% . En

. . . , . 2 .
particulier il en découle que limy,., 07 = ao? Y7 (bo®)" = {29 < oo sibo? < 1.
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English version
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