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Equipe pédagogique associée a ce cours :
— 2024-2025 : Djalil Chafai (cours), Alexis Metz-Donnadieu (travaux dirigés)
Ces notes ont bénéficié de relectures par Laétitia Comminges et Arnaud Guyader

Ces notes sont une introduction a I’étude mathématique de processus stochastiques, c’est-a-dire a 1’évolution
aléatoire au cours du temps d’'un systéme au travers d'une succession d’étapes dans I'espace. La nature au sens
large est une grande pourvoyeuse de processus stochastiques, pour ceux qui savent les voir. Ces notes introduc-
tives de niveau master se focalisent sur les processus a temps discret, avec quelques incursions dans 'univers des
processus a temps continu, en évitant les complexions liées a la dimension infinie. Le modéle le plus emblématique
est peut-étre celui des marches aléatoires, 1ié a une fagon de faire des pas au hasard dans un espace donné. Il est
possible de marcher sur un groupe, un graphe, etc. Les cas additifs les plus élémentaires sont connectés aux théo-
remes limites standards sur les sommes de variables aléatoires indépendantes. Le coeur de ces notes est consacré a
deux structures d’évolution importantes : les martingales et les chaines de Markov, a temps discret, qui vont au-dela
des sommes de variables indépendantes. Elles permettent de répondre aux questions naturelles du comportement
asymptotique en temps long, et du comportement trajectoriel comme les temps d’atteinte par exemple. Les proces-
sus stochastiques sont liés a des équations d’évolutions déterministes de lois, et donc aux systémes dynamiques.
Grace au phénomene limite central, la limite d’échelle ou vision de loin d'une marche aléatoire est un mouvement
brownien, objet incontournable des probabilités abordé dans un dernier chapitre. Ces notes de cours abordent
également au passage les notions d'uniforme intégrabilité, d’espérance conditionnelle, de vecteurs gaussiens, de
processus de Poisson, ainsi qu'une variété de modeles illustratifs issus de préoccupations concretes.

Les noms propres qui figurent dans ces notes sont avant tout des conventions sociales de nommage, souvent
prises en ’honneur de contributeurs majeurs au domaine. Cependant, de nombreux contributeurs a la création,
mise en forme et diffusion des concepts ne sont pas apparents, comme par exemple Richard Edler von Mises.

Le prérequis incontournable est le cours d’intégration et probabilité de premiere année premier semestre.

Ces notes de cours sont librement inspirées d'une variété de références, données en bibliographie, ainsi que de
considérations personnelles développées et accumulées au cours du temps, au fil du hasard et de la nécessité... Le
nombre de pages est volontairement limité. Les dessins qu’elles ne contiennent pas (encore?) sont faits au tableau
en cours. Le cours oral comprend également des commentaires improvisés qui ne figurent pas dans ces notes.

« They say that Understanding ought to work by the rules of right reason. These rules are, or ought to be, contained
in Logic; but the actual science of Logic is conversant at present only with things either certain, impossible, or entirely
doubtful, none of which (fortunately) we have to reason on. Therefore the true Logic for this world is the Calculus
of Probabilities, which takes account of the magnitude of the probability (which is, or which ought to be in a reaso-
nable man’s mind). This branch of Math., which is generally thought to favour gambling, dicing, and wagering, and
therefore highly immoral, is the only “Mathematics for Practical Men,” as we ought to be. »

James Clerk Maxwell (1831 —1879), Letter to Lewis Campbell (1850)
Extrait de The Life of James Clerk Maxwell, par L. Campbell et W. Garrett, Macmillan (1881) p. 80

« Ifyou ask me about my innermost conviction whether our century will be called the century of iron or the century
of steam or electricity, I answer without hesitation : It will be called the century of the mechanical view of Nature, the
century of Darwin. »

Ludwig Boltzmann (1844 -1906), Vienne (1886) Der zweite Hauptsatz der mechanischen Warmetheorie
Tiré de Lecture at the Festive Session, Imperial Academy of Sciences

« Uhlenbeck’s attitude to Wiener’s work was brutally pragmatic and it is summarized at the end of footnote 9 in
his paper (written jointly with Ming Chen Wang) “On the Theory of Brownian Motion II” (1945) : the authors are
aware of the fact that in the mathematical literature, especially in papers by N. Wiener, J. L Doob, and others [cf. for
instance Doob (Annals of Mathematics 43, 351 1942) also for further references], the notion of a random (or stochastic)
process has been defined in a much more refined way. This allows [us], for instance, to determine in certain cases the
probability that the random function y(t) is of bounded variation or continuous or differentiable, etc. However it
seems to us that these investigations have not helped in the solution of problems of direct physical interest and we
will therefore not try to give an account of them. »

Mark Kac (1914 -1984) a propos de George Uhlenbeck (1900 -1988)
Tiré de Enigmas of Chance : an autobiography (1984)
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Chapitre 1

Rappels et compléments d’intégration et probabilité

Prérequis : cours d’intégration et probabilités de L3, a base d’intégrale de Lebesgue.

Dans toutes ces notes, les espaces L” sont, sauf mention explicite du contraire, relatifs & un espace de probabi-
lité, par défaut noté (Q, «/,P) si nécessaire. En particulier, ils contiennent les constantes, et sont emboités.

1.1 Intégrale de Lebesgue

Lintégrale de Lebesgue a du succes car elle posséde des théoréemes de convergence simples et efficaces : théo-
réeme de convergence monotone, lemme de Fatou, et théoréme de convergence dominée. Elle est de plus bien
adaptée aux probabilités car elle permet de mathématiser efficacement I'information avec la notion d’événement,
de tribu, et d'indépendance (théorie de la mesure de Borel et axiomatique de Kolmogorov), mais aussi d’englober
dans le méme formalisme les mesures discrétes u(A) = 3;.4,e 4 Mm; etles mesures a densité p(A) = J4 f(x)dx, etleur
combinaison, essentielle ala modélisation probabiliste. Le théoreme de décomposition de Lebesgue affirme que si
1 est une mesure sur R muni de sa tribu borélienne, alors

M= Hdens T Msing T Mdisc,

Ol fdens €St absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue (a densité), using €st sans atomes et singu-
liere par apport a la mesure de Lebesgue, et pqisc est discréte (purement atomique).

Sur un groupe topologique localement compact, muni de sa tribu borélienne, il existe a dilatation prés une
unique mesure invariante par translation, appelée mesure de Haar. Sur R il s’agit de la mesure de Lebesgue.

1.2 Variables aléatoires et lois

En général, les variables aléatoires interviennent a travers leur loi. Cela conduit aux problémes suivants :

1. Partant d'une mesure de probabilité y sur un espace mesurable (E, &), construire un espace de probabilité
(Q, 7, P), et une variable aléatoire X : QO — E de loi y, les plus simples ou naturels possibles. La construction
canonique consiste a prendre (Q, «/,P) = (E,&, ) et X =1d.

2. Méme probleme mais avec deux mesures de probabilités u et v sur (E,&) et (F, &), et la construction d’'un
couple (X, Y) de variables aléatoires sur un méme espace, de lois marginales u et v. On parle de couplage.
Lorsque dans une rédaction, on introduit une variable aléatoire, puis une autre, indépendante, 'espace de
probabilité souvent implicite de définition de la premiere variable aléatoire ne suffit plus forcément, et doit
étre élargi pour inclure la seconde, un couplage a ainsi lieu, parfois a I'insu du lecteur, voire de I'auteur! La
construction canonique consiste a considérer I'espace produit (2, «/,P) := (E x F&E ® &, 4 ® V) ce qui réalise
X et Y comme les deux projections canoniques, a marges indépendantes.

3. Méme probleme mais avec la contrainte X = f(U) ou U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. 11
s’agit de préciser a la fois f etl'espace sur lequel U est définie, et de minimiser la complexité algorithmique
d’évaluation de f. On parle de probléeme de la simulation. De maniére équivalente, on peut remplacer U par
une suite de v.a.i.i.d. de loi de Bernoulli symétriques sur {0, 1} (bits).

Lindépendance des variables est équivalente a la structure produit de leur loi jointe.
Fondamental : si X : Q — E est une variable aléatoire définie sur I’espace de probabilité (Q2, «/,P) et a valeurs
dans I'espace mesurable (E, &) alors pour toute fonction 4 : E — R mesurable, positive ou bornée,

E(h(X)) = fQ h(X(@)P(dw) = fE h(0u(dx)

ou p est la loi de X, mesure image de [P par X. C’est une mesure de probabilité sur (E,&). La formule consiste a
réécrire la somme en regroupant par paquets correspondants aux valeurs prises par X. On parle de théoréme ou
lemme du transfert ou du transport. La formule reste valable pour £ tel que h(X) est intégrable.

Dans toute la suite, les variables aléatoires (v.a.) sont par défaut réelles : £ =R, & est la tribu borélienne.




1.3 Inégalités de Markov, Cauchy - Schwarz, Hélder, Jensen

Inégalité de Markov. Si X est une v.a., U(X) = 0, U croissante, alors pour tout r > 0 tel que U(r) >0,

1]{)(2,-} = M dou P(X=r)< w
U(r) U(r)

Cela permet de controler la queue de distribution avec les moments, tandis que réciproquement on a
(e 9)
E(U(XD) = U(0) +f U'(OP(X| = ndr.
0
En particulier, si X = 0 alors E(X) = fOOO[FD(X > t)dt, etsiP(X eN) =1 alors E(X) = X3 (P(X > n).
Inégalité de Cauchy—-Schwarz. Si X, Y € L? alors
E(XY) <E(XIHY2E(Y1H'?, dans [0,00].

Egalité ssi X et Y sont colinéaires. Il s’agit d'une propriété typique des espaces de Hilbert, ici L?.
Inégalité de Holder. Sir,p,q€[1,+ool et 1/r =1/p+1/q alors (donne CS pour r =1 et p =2)

E(XY DY <E(XIP)YPE(YID)YY, dans [0,00].

Comme P mesure finie, les constantes sont dans tout L”, et donc LP? c LP! si p; < p,. En particulier L c > c L.
Inégalité de Jensen. Si U : R? — R est convexe et X € L! avec U(X) € L' alors

UEWX) =E(UX)).

Egalité, quand U est strictement convexe, ssi X est déterministe. Ex. : U(x) = xP, p> 1, U(x) =%, ce R.

1.4 Convergences

Soit (X;) ,>1 des v.a. définies sur un méme espace de probabilité (Q2, </, P), de lois y,,, 1 respectivement.
Convergence presque siire. On dit que X, P x lorsque

P(lim X,=X) =1
n—oo

cest-a-dire ! que P({w € Q :lim,_.o X5 (w) = X(w)}) = 1. Utilisé dans la loi forte des grands nombres.
Convergence en probabilité. On dit que X, N - lorsque

Ve>0, lim P(X,—X|=¢) =0,
n—o00

c.-a-d. que lim, ., P(fw € Q: | X, (w) — X(w)| = €}) = 0. Utilisé dans la loi faible des grands nombres.

P
Convergence en moyenne. Pour tout p € [1,00), on dit que X, Lx lorsque
XeL? et limE(X,-X|")=0,
n—oo

c’est-a-dire que X, — X dans LP. En pratique, dans la plupart des cas, p € {1,2,4}.

. q loi d S . étr.
Convergence en loi. On dit que X, = X, ou X, — U (convergence en distribution), ou y, & U (convergence
étroite) lorsque pour tout f: R — R continue et bornée,

lim E(f(X»)) = E(f(X).

Utilisé dans le théoréme limite central. Il est possible de remplacer les fonctions test continues et bornées par
diverses classes de fonctions tests, paramétriques ou pas, et on parle alors parfois de théoréme de Portemanteau 2.
Dans le cas paramétrique, cela correspond alors a une convergence ponctuelle de transformée de la mesure.

— fonctions test €*° et a support compact.

— fonctions trigonométriques e'”’, ¢ € R (fonction caractétistique ou transformée de Fourier).

— fonctions indicatrices 1_, 4], X point de continuité de Fx (fonction de répartition).

— fonctions exponentielles e !, teR, (transformée de Laplace, v.a. positives).

— fonctions géométriques s, s € [0,1] (fonction génératrice, v.a. discrétes sur N).

1. L'événement considéré est bien mesurable car 'espace topologique R est a base dénombrable de voisinages.
2. Il s'agit d'un canular de Billingsley dans [7], car ce théoréme est en réalité d a Alexandrov semble-t-il.



En revanche, les classes suivantes ne conviennent pas pour la convergence en loi :

— fonctions mesurables et bornées (classe trop grande).

— polyndémes (sauf cas spécial comme support compact par exemple).
La convergence en loi ne nécessite pas que les variables possedent des moments. En revanche, la topologie de
la convergence en loi renforcée par la convergence des moments jusqu'a 'ordre p correspond exactement a la
convergence pour la distance de couplage de Kantorovich — Monge — Wasserstein, liée au transport optimal.

Attention, la convergence en moyenne d’ordre p entraine la convergence des moments jusqu'a l'ordre p. En
revanche, ce n'est pas le cas des convergence presque siire, en probabilité, et en loi en général. En particulier, la
convergence de tous les moments est un mode de convergence spécial a distinguer des autres.

Au contraire des autres types de convergence, la convergence en loi ne dépend pas de la loi du couple (X, X)
et n'utilise que les lois marginales. Le couplage n’est donc pas vu par ce type de convergence.

Théoreme de convergence monotone. Si (X,) >, prend ses valeurs dans [0,00] et /" alors

E(lim X;) = lim E(X,) € [0,00].
n—oo n—oo
Lemme de Fatou. Si (X,,) ,»1 prend ses valeurs dans [0, 00] alors

E(lim X,) < lim E(X,) € [0,00].

n—oo n—oo

En particulier si 0 < X,, — X p.s. et (X,;) bornée dans L' alors X € L.
Théoreme de convergence dominée. Si X, 2% Xet sup,, | X, =Y, E(Y) < oo, alors

1
Xel' et Xn L, X, etenparticulier lim E(X,) =E(lim X,)=E(X).
n—oo n—oo

Théoreme 1.4.1. Relations entre convergences.

“[=]<[5]

= en loi

Démonstration. Linégalité de Holder permet d’établir que la convergence en moyenne d’ordre g = 1 implique la
convergence en moyenne d'ordre l < p<gcarennotant1/r=1/p—-1/q:

@
=
il

] =

E( X, — XIM)'P <E(X, - XIDVIEQNY" = E( X, - X|D9.
Linégalité de Markov fait passer de la convergence en moyenne a la convergence en probabilités :

E(1 X, - XIP)

P(X,—X|=z¢) <
epP

On passe de la convergence presque siire a la convergence en probabilité en traduisant tout d’abord les quantifica-
teurs V et 3 par N et U comme suit : {lim,—.. X, = X} = mzozl U _ 1 Nu=mil Xn — X| < 1/k}, puis en observant que par
monotonie, pour tout k fixé :

1= P(,}EEOX" =X)<sPWUS_ Npem I X — X< 1/k}) = nlli_lpoollj’(ﬂnzm{an - X|=1/k}) < lim P(1X, - X| =< 1/k).

n—oo

. P loi . e N . .
Si X, — X alors X,, — X car pour toute f continue et périodique ou a support compact, f est uniformément
continue par le théoréeme de Heine, et donc pour toutn >0, il existe ¢ >0 tel que | f(x) - f())|=nsilx—yl< ¢, d ol

IE(f (X)) —E(f O < E(f(Xn) — F(XID
=E(f(Xn) = FQOIx,-x1<e) + E(f (Xn) = F O x,,-x12¢)
<n+2|f| PUX,— X =&).

On peut donc choisir 7 assez petit, ce qui donne ¢, puis n assez grand.
Raccourci. Le théoréme de convergence dominée permet de déduire la convergence en loi de la convergence
presque siire sans passer par la convergence en probabilité. |



Remarque 1.4.2. Réciproques.

1. Si X estconstante (et égale p.s. a ¢) alors la convergence en loi entraine la convergence en probabilité :
si f¢e :R— R, est continue bornée avec f(c) =0 et Ic—¢,cte)c < fe,e alors

[FD(an -Xl=z¢)= [E(ﬂ(c—g,c+s)"(Xn)) = [E(fc,g(Xn)) - [E(fc,s(c)) =0.

2. Si une suite converge en probabilité vers une variable aléatoire intégrable, alors elle converge en
moyenne d’ordre 1 ssi est elle uniformément intégrable (u.i.) cf. section dédiée.

Exemple 1.4.3. Contrexemples.

1. Convergence en probabilité # presque silrement : suite tournante sur [0,1]. Posons X;.r =
N . P .
Tk k+1)/m(U) pour 0 < k < met m =1, ou U est uniforme sur [0,1]. On a alors X, — 0 mais (X;) ;>1
ne converge pas p.s. car « tous les w voient passer des 0 et des 1 une infinité de fois ». Autre exemple
moins artificiel : X;, = 1/(1 +|S,|) avec S, marche aléatoire simple, qui converge en probabilité vers 0
car S, s’étale de plus en plus, mais ne converge pas p.s. en raison des retours a 0 (récurrence).

2. Convergence en loi # en probabilité. Soit G une v.a. de loi gaussienne .4(0,1). Pour tout n = 1, po-
sons X, := G et soit X := —G. La suite (X;),>; converge en loi vers X. En revanche elle ne peut pas
converger en probabilité, car P(| X, — X| = €) =P(2|G| = €) #~ 0 quand n — oo, pour tout € > 0.

3. Convergence en probabilité 7 en moyenne. On pose X, = nlj,1/,(U) ou U uniforme sur [0,1]. On a
P(X,—-0l=¢€) =PWU < 1/n) = 1/n — 0 pour tout € > 0 et donc X, £, 0. Cependant, E(| X, —0]) =
nfo1 Ti0,1/m (w)du =1 # 0 et donc (X,),,>; he converge pas en moyenne vers 0.

Remarque 1.4.4. Stabilités des convergences.

Les convergences p.s., en probabilité, et en moyenne sont stables par combinaisons linéaires finies. Les
convergences p.s., en probabilité et en loi sont stables par composition avec une fonction continue.

Remarque 1.4.5. Extension aux vecteurs aléatoires.

Les trois premiers types de convergence s’étendent naturellement aux vecteurs aléatoires et au-dela, avec
une distance ou une norme par exemple.

Remarque 1.4.6. Métriques.

Les convergences en moyenne d’ordre p, en probabilité, et en loi sont métriques ou métrisables, tandis que
la convergence p.s. ne I'est pas.

1.5 Fonction caractéristique

La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire X de R? de loi u est définie par

L

reR— (1) = E(e"X)) = fei“'x)p(dx).

Elle ne dépend que de la loi de X, et constitue sa transformée de Fourier.
Elle est continue, bornée par 1, et ¢(0) = 1.
Elle caractérise laloi: X et Y de méme loi ssi @ x = @y (tomographie, théoréme de Cramér—Wold 3).

Elle caractérise la convergence en loi : X;, — X enloi ssi ¢x, (£) — ¢ x () pour tout ¢.
De plus, si ¢x, (£) — (&) pour tout £, avec ¢ continue en 0, alors il existe une variable aléatoire X telle que
¢x =@ et X, — X enloi (théoreme de continuité de Cramér - Lévy).

. Elle caractérise I'indépendance : X et Y indépendants ssi ¢(x,v)(s, ) = ¢ x(s)@y () pour tous s, ¢

Elle est tres commode pour les sommes de v.a.iid. : @ x;+...+x, (£) = @x, (O".

3. Si X est un vecteur aléatoire de R" alors projg,(X) = (t, X)t pour tout ¢ € R” tel que || =1, et ¢ x () = tp<ﬁ X (/¢]) pour tout r € R".
L



7. Si X aun moment d’ordre n, alors @ x est €"(R,C), et (p()];) (0) = i*E(X¥) pour tout k < n. Réciproquement, si
@x est dérivable n fois en 0, alors X posseéde un moment d’ordre 7 si n est pair et d’ordre n —1 si n est impair.
8. C’est en fait le dual de R" qui intervient pour transformer X en la v.a. (¢, X) via £(x) := (t, x).

9. Elle ne fait que tester la loi de X sur les fonctions test trigonométriques x — (>, En fonction du contexte,
d’autres classes de fonctions tests conduisent a d’autres transformées qui peuvent rendre des services simi-
laires : fonction de répartition et fonction de masse (indicatrices), fonction génératrice (puissance), transfor-
mée de Laplace (exponentielle), transformée de Cauchy - Stieltjes (inversion), etc.

1.6 Lemme de Borel - Cantelli

Pour une suite (Ay), d’événements d'un espace de probabilité (Q2, «/,P), on pose

lim Ay, :=UpNm=n Am = {w € Q:w € A, apartir d'un certain rang sur nj},
n
@An = NpUmsn Am ={w e Q:w e A, pour une infinité de valeurs de 7n}.
Ona (lim, A%)¢ = lim,, A,. D’autre part lim,, 1a, = ﬂﬂn A, ©t lim, 14, = Tim,, 4,
1. (Cantelli) si ¥, P(A,) < oo alors P(lim, A,) = 0.
2. (Loi du zéro-un de Borel) si )", [P(A;) = co et les (A,), sont indépendants alors [P’(MA,,) =1.

Le lemme de Borel-Cantelli est un grand pourvoyeur de presque siir. Mieux : si X prend ses valeurs dans [0, co]
alors E(X) < oo implique X < oo p.s., et ceci permet d’établir la partie Cantelli :

YP(A) =Y Ely, =EY 14, et {Y 14, =cof =lim4,.
n n n n n

Le lemme de Borel - Cantelli indique que la convergence en probabilité sommable implique la convergence presque
stre:si) ,,P(| X, — X| = €) < co pour tout € > 0, alors presque stirement | X, — X| < € pour n assez grand, et donc, en
prenant € = 1/k, il vient que presque stirement, X,, — X. En particulier, de toute suite convergeant en probabilité
en peut extraire une sous-suite convergeant presque sirement.

Remarque 1.6.1. Presque sfir.

Beaucoup de comportements p.s. passent au bout du compte par les propriétés élémentaires suivantes : si
X prend ses valeurs dans [0,00] alors E(X) = 0 implique X = 0 p.s. tandis que E(X) < oo implique X < oo p.s.

1.7 Loides grands nombres, théoréme limite central, loi du logarithme itéré

Loi forte des grands nombres. Si X € L et X1, X5,... sont des copies i.i.d. de X alors, avec m := E(X),

X1+ + X, ps. " X1+ + X, !
_— e _— —

n n—oo n n—oo

Théoréme limite central. Si de plus X € L?, alors, avec 02 = Var(X) = E(X — m)?) = E(X?) - m?,

\/Z(X1+---+Xn ) Xi—-m+-+Xy—m loi
—_——ml =
o

N el N(0,1).

Xi++ Xy
n

Loi du logarithme itéré. Sous les hypothéses et avec les notations du TLC, presque stirement,

n

Ceci implique une loi faible des grand nombres : nﬂ m, par le lemme de Slutsky ci-dessous.
—00

m( NI (X1+~--+Xn_m)):M(Xl—m+~--+Xn—m):1

g aloglogim | 7 el Janlogloginio

. lim( Vn (X1+'--+Xn_m))_lim(Xl—m+---+Xn—m)_
o 2loglogm | 7 "\ Znioglogie )

D’autres théoremes limites, comme les principes de grandes déviations, sont présentés dans [12].

1.8 Autour dela convergence en loi : lemme de Slutsky et méthode delta

La convergence en loi est stable par déformation continue? : si X, — X en loi alors f(Xy) — f(X) en loi, pour
toute fonction continue f. En effet, cela découle du fait que go f € 6, pour tout g € 6.

4. En anglais on parle de continuous mapping theorem.
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Théoréeme 1.8.1. Lemme de Slutsky.

Si X, — X enloiet Y, — Y enloiavec Y constante alors (X, Y,) — (X, Y) enloi.

En particulier, X,, Y, doi, XY; X,+Y, doi, X+Y; X,1Y, oi, X/Y siY #0. Cela permet notamment de remplacer

une moyenne ou une variance par un estimateur empirique dans un théoréme de convergence en loi comme le
TLC, ce qui s’avere pratique pour fabriquer une région de confiance ou un test d’hypothese statistique :

loi
— 0.
n—oo

\/E(X1+~--+Xn

loi : 5
- m) . #(0,1) pour tout estimateur &,
n n—oo

On

Démonstration. Comme Y est constante, Y, — Y en probabilité, d’oti, en utilisant également la continuité uni-
forme de u— e'* (théoreme de Heine), il vient, pour tous s, t € R et tout £ > 0, avec le parametre n = 71(¢) > 0 donné
par la continuité uniforme et pour n = N(n, €) ol le seuil N(n, €) est donné par la convergence en probabilité,

|E(e! " Xn+isYny _ (e XntiSYy | < 2P(|Y, — V| 2 1) + E(le" — eV Ty, _y|<p) < 26+,
tandis que d’autre part, comme Y est constante et X;, — X en loi,
itX,+isYy _ itXy isYy _ isY itX — itX+isYy
E(e )=E(e""")E(e )rHOO E(e”" )E(e ") =E(e ).
Cette preuve indique que le lemme de Slutsky se généralise au cas ot1 Y;, — Y enloi avec Y indépendantede X. W

Théoréeme 1.8.2. Méthode delta.

loi

Si an (X, —by)

L avec a, — oo et b,, — b déterministes, alors pour toute f € €' R,R),
n—oo

an(f(Xp) — £ (b)) nﬂ Loi(f'(h)Z) ot Z~L.

—00

Plus généralement, si f € €™ (R,R), m =1, et fX)(b) =0 pour tout 1 < k < m — 1, alors

(m)
MZ’") o Z~L.
m!

loi .
an (f (Xp) - f(by) = Loi
n—oo
Cela permet par exemple de déduire un résultat de fluctuation asymptotique a partir d'un autre, comme le TLC.

Démonstration. Le théoréme des accroissements finis sous forme d’égalité donne® f(X,,)— f(by) = f'(Yn)(Xn—by)
avec Y, v.a. a valeurs entre X;, et b,. Comme a, — oo et a,(X,, — b,) — L en loi, le lemme de Slutsky donne (X, —
bp) — 0 en loi, donc en probabilité, donc Y, — b en probabilité, donc f'(Y,) — f'(b) en probabilité, et le lemme de
Slutsky a nouveau donne le résultat pour m = 1. Méme méthode pour m = 1 avec une formule de Taylor. ]

1.9 Intégrabilité uniforme ou équi-intégrabilité
Pour toute variable aléatoire X, le théoreme de convergence dominée indique que
XeL' ssi lim E(X|Tx=g) = 0.
R—+o0

C’est une caractérisation de I'intégrabilité par troncaturabilité. Voici une version uniforme pour les familles de v.a. :

Théodéf 1.9.1. Familles uniformément intégrables (u.i.).

Pour une famille (X;);c; < L, les propriétés suivantes sont équivalentes :
() (définition) imp_. ;o0 SUP;e;E(1X;|Tjx;)=r) = 0.
(ii) (critere epsilon-delta) bornitude dans L' sup;e;E(1X;]) <oo,etVe>0,36>0,VAe «,
P(A) <6 = supk(|X;|T14) <e.

iel

5. Pour rendre f’(Y;,) mesurable, considérer par exemple le plus petit Y7, réalisant I'égalité des accroissements finis.

11



(iii) (critere de de la Vallée Poussin) il existe ¢ : R, — R, mesurable telle que

lim _(p(x)
X—+00 X

=+oo et supE(p(X;])<oo.

iel

On dit alors que la famille (X;);c; est uniformément intégrable (u.i.) ou équi-intégrable.
De plus, dans ce cas, la propriété (iii) est réalisable avec ¢ croissante, convexe, et a croissance modérée :

2

@(x) = x~ pourtoutx=0.

Soit ® 'ensemble des ¢ : R, — R, croissantes telles que limy_ @ = +o00. Exemple: x — xP, p > 1.
Si (X;) ;e vérifie sup;¢; E(@(|X;]) < oo pour un ¢ € ®@, alors (X;);¢; est bornée dans L.
Démonstration. Preuve de (i)= (ii). Pour la bornitude dans L!, pour tout i € I, et R = 0 assez grand,

E(1X;) = E(X;1Tx;1<r) + E(1X; 1T x;2r) < R+ supE(|X;|1,x;>r) < oo.
iel

Ensuite, par hypothése, pour tout € > 0, il existe R, tel que sup;¢; E(|X;|1,x;=r) < € pour tout R = R,. Par conséquent,
si A€ of vérifieP(A) <6, :=¢€/R;, alors pour tout i € I,

E(1X;114) = E(1X; 1T x;1<r. 14) + E(1X; 1T x;12R, 14) < ReP(A) + € < 2¢.

Preuve de (ii)= (i). Fixons £ > 0, et soit § > 0 comme dans (ii). Comme (X;);¢; est bornée dans L', pour tout j € I, si
Aj:={|X;| = R}, alors, par l'inégalité de Markov, P(4;) < R~ 'sup,c;E(X;]) < & pour R assez grand, uniformément
en j € I, et’hypothese pour A= A; donne limp— oo SUP; e E(1Xi|Tjx;1=r) = 0.

Preuve de (iii)= (i). Pour tout £ > 0, comme ¢ € ®, par définition, il existe R; = 0 tel que |x| < ep(|x|) si |x| = R;, d’ol1

supE(1X; [T x;=r,) < esupE(p(|1X;) 1 x;>r,) < esupE(p(X;])).

iel iel iel
Preuve de (i)= (iii). Pour une suite (x,,),»1 /" +oo a déterminer, considérons la fonction positive

px) =) (x—xm)*.

m=1

Elle est croissante et convexe. De plus, par convergence monotone (pour la mesure de comptage),

%: y (1—%’")+ /Y l=co.

m=1 X—=+00 ;>1

Il reste & observer qu’en choisissant x,, grace a '’hypothése tel que E(|X;|1,x;|>x,,) < 2™, il vient

Elp(X;D) = Z E(1 X171 x;12x,,) < Z 27M=1<o0.

m=1 m=1
Ceci n’est pas abordé lors du cours oral.

11 est possible de remplacer 27" par toute autre quantité sommable en m. Alternativement, il est possible
de rechercher ¢ dans la famille des fonctions linéaires par morceaux de la forme

X o0
(p(x):fO @' (dr avec ¢ =) uplinneny €t up= Y Iy, <p.

n=1 m=1

Ona ¢ € ® carlim; . Uy = +00. De plus, comme ¢ <327 | (11 + -+ + Up)u,n+1), ON A, pour tout i € 1,

E@(Xi)) < ) (u+---+u)P(n<|X;| <n+1)

n=1

unP(1X;l =z n)

I
18

3
Il
—

Y. P(Xil=n)

1n=Xp,

Y nPn<|Xil<n+l)

m

AT N
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< ) EUXilTx;2x)

m=1

< Z 27" <00

m=1

o1 la derniére inégalité large a lieu car sup;c; E(|X;|1)x,=x,,) =2 "*. La fonction ¢ est croissante et convexe.
Reste a faire en sorte d’obtenir une croissane modérée. On observe tout d’abord que pour tout x =0,

@' (2x) < co' (x),
avec ¢ = 2. En effet, on peut prendre x,, arbitrairement grand, par exemple tel que pour tout n =1,

Uop = Up + Z Tn<xpm=2n <2up.
m=1

Par conséquent, la fonction ¢ est a croissance modérée car avec C := 2c,

2x X
p2x) = g(wdu = f g2p2dt <2cp(x)=Cp(x).
0 0

A présent ¢(x) < C'**p(2 ¥ x) pour tout k = 1, et avec k = k, = [log,(x)1, on obtient
(p(x) < C2C10g2(x)(p(1) — Cz(p(l)zlogz(C)logz(x) — Cz(p(l)xlOgZ(C).

Comme on peut prendre ¢ = 2, on obtient C = 4, ce qui permet ¢(x) < x? par dilatation.

Exemple 1.9.2. Exemples de familles u.i.

— Toute partie finie de L' est u.i. par convergence dominée.

— Plus généralement, si |X;| < X pour tout i € [ avec X € L' (domination %) alors (Xi)jes est u.i. En
effet, pour tout i € I et tout R > 0, | X;|1x;)=r < | X|1x)=r donc sup;c;E(| X;|Tx,1=r) < E(X|Tjxj=r) — 0
quand R — +oo par convergence dominée car X € L.

— Le caractere u.i. est stable par réunion finie de familles u.i., également par prise d’enveloppe
convexe, mais n'est pas stable par prise d’espace vectoriel engendré en général.

— (IXiD);es estu.i. ssi (X;) ey est ui.

— Pourtoutp=1,si X e LP et X, v X, alors (I X;17) ,>1 Ui X|P} et (|1 X5, — X|P) ;11 sont u.i. En effet, pour
tout £ > 0, soit n tel que supy..,, E(| Xy — X|?) < €. Soit § > 0 du critere epsilon-delta pour la famille
finie {| X; — X|7,...,| X, — X|P}. Pour tout A€ «f t.q. P(A) <96,

SUpE(| Xy, — X|P14) < maX(IIICLa')l([E(le — X|P1,4); supE(I Xy, — XI”)) <e.

n=1 k=n

— Une famille bornée dans LP pour un réel p > 1 est toujours u.i., conséquence du critere de de la
Vallée Poussin. Ce critere est souvent utilisé avec p = 2 (second moment des v.a.). En revanche, une
famille bornée dans L' n’est pas forcément u.i., il manque quelque chose! Les martingales étudiées
dans le chapitre 4 fournissent de multiples contrexemples en la matieére.

a. Cette domination pourrait s'écrire sup;¢ | X;| € L1 mais ce sup n'est pas forcément mesurable si I n'est pas dénombrable.

Remarque 1.9.3. Intégrabilité améliorée.

Le critere de de la Vallée Poussin pour la famille u.i. singleton {X} indique que X € L! implique que ¢(|X]) €
L' pour un ¢ € ®. En d’autres termes, pour toute v.a., I'intégrabilité peut étre améliorée. Il n'y a pas de
paradoxe car ¢ dépend de X. Topologiquement, I'intégrabilité est une condition ouverte plutdt que fermée,
et une instance élémentaire de ce phénomene est visible dans les séries de Riemann : si ) ,~; n~° < co pour
un s> 0alors Y ;> n <oo pour un §’ < s, car la condition de convergence s > 1 est ouverte.
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Théoréme 1.9.4. Convergence dominée améliorée.

Pour toute suite de v.a. (X;),»1 dans L! et toute variable aléatoire X,

1
Xel'etX, =X ssi Xp— X et (X)) €st u.i.

Plus généralement, pour tout p = 1, toute suite de v.a. (X;),»; dans L” et toute variable aléatoire X,
P L? . P p .
XelPetX,—X ssi X,;,— Xet(Xyl|F),;>1 estu.i.

Améliore le théoréme de convergence dominée puisque (X,),,»; est w.i. lorsque sup,, | X,| < X avec X € L.
Ce théoreme est di a G. Vitali tandis que le théoreme de convergence dominée est dii a H. Lebesgue.

Démonstration. Supposons que X € L! et X,, — X dans L'. Alors comme déja vu, X,, — X en probabilité par I'in-
égalité de Markov, et (X,) ;51 U {X} est u.i. (exemples de familles u.i. plus haut).

Démontrons la réciproque. Supposons que X, — X en probabilité et que (X,),» est u.i. Alors on sait que
(Xn) nen €Stbornée dans L', Soit (Xn;) ey UNE SOUS-SUIte qui converge p.s. qui peut s’obtenir par exemple au moyen
du lemme de Borel - Cantelli. Alors X € L! car par le lemme de Fatou :

E(1X]) = E(iminf| X, |) < iminfE(|X,,|) < supE(| X,|) < oo.
k—oo k—oo neN
Ensuite, par le critére epsilon-delta, (X, — X),,>1 est w.i. car (X;,),>; est w.i. et X € L!. Alors en utilisant la conver-
gence en probabilité et le critere epsilon-delta, on obtient que pour tout € > 0 et n assez grand,

E(1 Xy — X1) = E(1 X, — X111 x,-x12¢) + E(1 X — X1 x,,— x1<¢) < 2€.

Démontrons enfin la version LP. Si X € L? et X;, — X dans L”, alors X;;, — X en probabilité (inégalité de Mar-
kov), et (| X,|P) sen €St wi. (exemples de familles u.i. plus haut). Réciproquement, supposons que X, — X en pro-
babilité et (| X,|”),,»1 est u.i. Alors X € LP (procéder comme pour p = 1). De plus | X, — X|” — 0 en probabilité, et
(1X,, — X1P) pery €St wi. d’ott | X, — X|P — 0 dans L! c’est-a-dire X, — X dans LP. [ |

Remarque 1.9.5. Variables aléatoires ou lois.

Pour une famille (X;);¢; de v.a. dans L!, étre u.i. est une propriété de la famille de leurs lois (1) ;c 7, Xi ~ fi.
Les (i), (ii), et (iii) de la définition de u.i. se réécrivent comme suit en terme de lois :

(i) (définition) lim xdy;(x) =0.

R—+00 |x|=R

(i) (epsilon-delta) sup;; f|x|dy;(x) <ocoetVe>0,36>0,VAe o/, P(A) <d=sup | |x|dy;(x) <e.
iel] JA

(iii) (delaVallée Poussin) il existe ¢ : R, — R, telle que limy_ 400 @(x)/x = +oo et sup | @(|x))dy;(x) < oco.
iel

Remarque 1.9.6. Intégrabilité uniforme comme relative compacité.

En analyse fonctionnelle, 'intégrabilité uniforme est reliée a la relative compacité pour une topologie faible
sur L. Plus précisément, le théoreme de Dunford — Pettis, dont une preuve se trouve par exemple dans [17],
affirme que pour toute famille (X;);c; < L', les propriétés suivantes sont équivalentes :

— (X})jes est uniformément intégrable.

— (X));e; est relativement compacte pour la topologie faible o (L', L*).

— (X;)e; est relativement séquentiellement compacte pour la topologie faible (L', L).

Théoréme 1.9.7. Tension d’une famille de mesures de probabilité.

Soit (u;);c; une famille de mesures de probabilités sur un espace topologique E muni de sa tribu borélienne.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes, et on dit alors que (i;);; est tendue :
(i) pour tout € >0, il existe un compact K, c E tel que sup y; (Kgc) <e.
I

i€

(i) il existe ¢ : E — [0,00] mesurable a ensembles de sous-niveaux compacts telle que sup | ¢dy; < oo.
iel
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En considérant une variable aléaoire X; ~ u; pour tout i € I, les deux propriétés s’écrivent

supP(X; € Ke)<e et supE(p(X;)) <oo.

iel iel
Lorsque E = R et ¢ est surlinéaire, on reconnait le critére d'u.i. L'u.i. est un concept de tension fort a base de moment
d’ordre > 1. La tension est un concept important en théorie des probabilités. La tension est a la convergence en loi
ce que I'u.i. est a la convergence L', en quelque sorte.

Démonstration. Les ensembles de sous-niveau de ¢ sont {x € E: ¢(x) < r}, r = 0. Si E n’est pas compact alors il
ne peut pas étre un ensemble de sous-niveau de ¢ et donc ¢ n’est pas bornée, tandis que si E est compact alors la
seconde propriété a immédiatement lieu avec ¢ constante.

Preuve de (ii)= (i). Par I'inégalité de Markov, pour tout r > 0,

e 1 C
supp;{xeE:@px) <r})< —sup | ody; = —,
iel T el r

qui conduit a prendre r = r, = C/e et K, = {x € E: p(x) < r¢}, pour tout € > 0.

Preuve de (i)= (ii). Soit (¢,),>) une suite de réels positifs telle que }_, €, < co. Soit K, le compact fourni par
I'hypothése. Considérons le compact Kj, := U}_, K, . Par construction, la suite (K},),,- est croissante pour I'inclu-
sion, et pour tout i € I, y; (K)f) < ui(Kg ) < €. Maintenant, pour tout x € F = UnKj,, il existe n, tel que x € K}, pour
tout m = ny, etdonc )., Igre (x) < ny — 1 <oo. Par conséquent, si on définit

(p::ZﬂK;lc
n

alors ¢ < oo sur F tandis que ¢ = co sur F¢, et ¢ a des ensembles de sous-niveau compacts car {x € E: ¢(x) < n—1} =
K/, pour tout n = 1. D’un autre c6té, par définition de K,,

sup | pdu; <) &, <oo.

iel n

Remarque 1.9.8. Tension et relative compacité.

En analyse fonctionnelle et théorie des probabilités, le théoréme de tension de Prokhorov affirme que pour
toute famille de mesures de probabilité les propriétés suivantes sont équivalentes :

— la famille est tendue.

— la famille est relativement compacte pour la topologie de la convergence étroite.
En pratique, il est courant d’utiliser ce théoréeme comme suit : si une suite de mesures de probabilités est
tendue, grace a I'existence d’'une fonction ¢ comme ci-dessus, alors il ne reste plus qu’a établir 'unicité
de la valeur d’adhérence de la suite pour montrer qu’elle converge. Il s’agit de I'analogue du théoreme de
Bolzano - Weierstrass pour les mesures de probabilités.

Pour aller plusloin 1.9.9.

Théoréme de tension de Prokhorov [7, Th. 25.10].

Inégalité maximale de Kolmogorov [7, Th. 22.4].

TLC par méthode de remplacement de Lindeberg (couplage) [13].

TLC par méthode de Stein (intégration par parties) [27].

Simulation de variables aléatoires [5].

Formule de Lévy-Khintchine, lois infiniment divisibles, lois stables [7].
Théoréme d’extension de Carathéodory-Kolmogorov.

Probléme des moments et caractérisation de la loi par les moments, théoréme de Stieltjes.

© ® N e e DN

Loi du zéro-un de Kolmogorov, loi du zéro-un de Hewitt — Savage.
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Chapitre 2

Espérance conditionnelle

2.1 Introduction

Si X et Y sont deux v.a. discretes définies sur un méme espace de probabilité (Q, «/,P), on peut naturellement
définir I'espérance conditionnelle de X sachant {Y = y} comme la moyenne de la loi conditionnelle :

EX|Y=y)=) sPX=x|Y=y)
X

qui fait sens si X est positive ou intégrable et P(Y = y) > 0. Linterprétation de la quantité déterministe E(X | Y = y)
est une moyennisation de I'aléa résiduel dans X conditionnellement a {Y = y}. En notant h(y) :=E(X|Y =y),ona

E(XTy=y) =E(X|Y = y)P(Y = y) =E(h(Y)Ty=)), pour touty.
Comme Y est discréte, la tribu o (Y) est engendré par les atomes {Y = y}, d’ou1 par linéarité
E(X1p) =E(h(Y)1p), pourtoutBeo(Y).

Ceci exprime le fait que la variable aléatoire E(X | Y) := h(Y) est une approximation ¢ (Y)-mesurable de X, au
sens faible. C’est ce qu’'on appelle I'espérance conditionnelle de X sachant Y ou sachant o (Y). Comment la définir
au-dela des variables discretes 2 Quelles sont ses propriétés? C’est I'objet du reste de ce chapitre.

Rappelons que pour une v.a. X =0, si E(X) =0 alors X =0 p.s.

Rappelons également que les éléments de L' sont des classes d’équivalence de v.a. pour I'égalité p.s.

Lemme 2.1.1. Egalité au sens faible implique égalité presque siire.

Si X et Y sont des v.a. positives ou intégrables, définies sur un méme espace de probabilité (Q2, «,P),
égales au sens faible : E(XZ) =E(Y Z) pour toutev.a. Z =14, A€ o/, alors X =Y p.s.

Démonstration. Le choix A={X=Y}eo/,donne 0=E(X-Y)Z)=E(X-Y)"),dou (X-Y)*=0ps.douX<Y
p-s., tandis que le choix A={X < Y} donne (X-Y)  =0p.s.dou X =Y p.s. ]

L'espérance conditionnelle émerge en se restreignant aux Z mesurables pour une sous-tribu 2.

Théodéf 2.1.2. Espérance conditionnelle.

Soit X : O — R une v.a. positive (respectivement intégrable) sur (Q, «,[P), et soit 28 une sous-tribu de .
Alors il existe une unique v.a. Y positive (respectivement intégrable) vérifiant les deux propriétés suivantes :
— (mesurabilité) Y est Z8-measurable.
— (approximation) E(XZ) =E(Y Z) pour toute v.a. Z =1, B € %
Cette v.a. Y, notée E(X | 98), est appelée espérance conditionnelle de X sachant 28.

Ce théoréme exprime le fait que E(X | 98) est la meilleure approximation, au sens faible, de X par une v.a. %-
mesurable, au p.s. pres. En particulier, si X est 8-mesurable, alors E(X | 28) = X p.s.

Lorsque Z =1, on obtient E(E(X | 98)) = E(X). En particulier E(E(14 | 9)) = P(A) pour tout A € «. Cela rend
naturel de poser P(A | %) :=E(14 | %), qui est une v.a. vérifiant E(P(A | 8)) = P(A).

Lelemme 2.1.1 fournit immédiatement I'unicité p.s. de I'espérance conditionnelle. Pour I'existence, c’est-a-dire
la construction, nous abordons d’abord le cas ou 28 est discrete, déja subtil bien qu’élémentaire, puis le cas ou X
est de carré intégrable, agréablement lié a une notion de projection orthogonale, puis le cas général.
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2.2 Construction lorsque la tribu est discrete

On se place dans le cas ou 48 est discréte au sens ou elle est engendrée par un systeme complet d’événements
(Bn)nen : Bn € o pourtoutn, B,NB,, = sin#m,et) ,,P(B,)=1.Lensemble By, := Q\ U, B, vérifie P(B,) =0,
et (Bp) nenujoo} €St Une partition dénombrable de (). En particulier on a

B =0((Bn)pnen) = UjerBi : I cNU{oo}}.

SiY estune variable aléatoire discréte prenant les valeurs (y,) ¢ alorsles B, ;= {Y = y,,} forment un systéeme com-
plet d’événements de la tribu o (Y) engendrée par Y, qui est donc discréte. Le lemme suivant affirme la réciproque :
les variables aléatoires mesurables par rapport a une tribu discréte sont discretes.

Lemme 2.2.1. Variables aléatoires mesurables pour une tribu discrete.

Si & est une sous-tribu de «# discréte engendrée par un systéme complet d’événements (Bj,) ,en, €t si Y est
une variable aléatoire 28-mesurable alors elle est constante sur les B, c’est-a-dire que Y =), y,, 1, p.s.

Pour une variable de Bernoullj, le syst¢eme complet est de la forme {B, B¢} et 88 = {&, B, B¢, Q}.

Démonstration. Supposons par I'absurde qu'il existe n € N et w,w’ € By, tels que Y (w) # Y (w'). Soit C et C' deux
boréliens disjoints de R, par exemple des intervalles, contenant respectivement Y (w) et Y (w’). Comme Y est %-
mesurable, ona Y 1(C) e Bet Y 1(C") € B, donc Y1 (C) = UyeiBym et Y HC') = Upey B, avec I, I' € N U {oo}.
Nécessairement ne In I’ carw,w’ € By, or @ # B, c Y L (CO)nY L (C)=Y ' (CnC)=Y @) =0. [ ]

Continuons avec notre sous-tribu discrete 98 générée par (Bj,) ,en. Pour tout A€ o7, on a

PA) = > PA|B)PB,).
n:P(B,)>0

Il est alors naturel de considérer la variable aléatoire 8-mesurable, de moyenne [P(A), suivante :

1B,

P(A|B):= Y P(AIB)lg,= Y, [E(1]A

o )13,
n:P(By)>0 n:P(B,)>0 n

Plus généralement, pour une v.a. X positive ou intégrable, on définit la v.a. 98-mesurable

1 g
E(X | B) = f XdP)1p, = E(X—2 )15,
n:P%bO(P(Bn) By ) ? n:n»(%,»o ( P(Bn)) b

de sorte que E(14 | B) = P(A | &B). Cette variable aléatoire E(X | 98) s’obtient, sur chaque atome B;,, en remplacant
X par sa moyenne sur By, ce qui correspond bien a I'idée intuitive de meilleure approximation Z8-mesurable.
Avec cette définition, la v.a. E(X | 98) est constante sur chaque atome B, de %, elle est donc %8-mesurable
d’apres le lemme 2.2.1. Pour vérifier la propriété d’approximation de I'espérance conditionnelle, il suffit par linéa-
rité de le faire pour une v.a. Z = 1p, avec P(B;,) > 0, ce qui donne, grace au fait que les B, sont deux a deux disjoints :

EEX|8)Z) = XdP =E(X2).
By

Notons que si X est 8-mesurable, alors elle est constante sur chaque By, et on a bien E(X | 98) = X.

2.3 Construction pour les variables de carré intégrable

Soit X € H := L*(Q,/,P), et & une sous-tribu quelconque de «. Lespace de Hilbert F := L2(Q, %, P) est un
sous-espace vectoriel fermé (car complet) de I'espace de Hilbert H. En particulier, la projection orthogonale Y :=
pr(X) de X sur F existe et est unique, caractérisée par les deux propriétés suivantes :

— YeF

— (X,Y)=(X,Z), cest-a-dire E(XY) = E(X Z), pour tout Z€ F.

Alternativement, on peut appliquer le théoréme de représentation de Riesz a la forme linéaire Z € F — (X, Z).

Comme F contient les v.a. 8-mesurables bornées, nous venons de construire E(X | 98), géométriquement! La
meilleure approximation au sens faible est réalisée dans ce cadre hilbertien par une projection orthogonale. Plus
précisément, la meilleure approximation est ici au sens des moindres carrés. En résumé, si X € L? alors

E(X|9):=arg min E(X-Y)?.
YeI2(Q,%,P)
On a bien que E(X | 88) = X si X est 8-mesurable, car pr(X) = X si X € F.
D’autre part, le conditionnement conserve la positivité : si X = 0 alors E(X | ) = Y =0 p.s. En effet, avec Z = 1p
ouB={Y <0},ilvient 0 <E(X1p) =E(Y1p) <0,douE(Y1p) =0,dou —-Y 1 =0p.s.
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2.4 Construction pour les variables positives

Soit X une v.a. positive sur (Q, «,[P), prenant ses valeurs dans [0, 0], et 28 une sous-tribu de «¢.

Pour tout 7 = 0, on introduit la v.a. bornée X, := min(X, n) = X A n, qui est en particulier de carré intégrable.
On sait alors définir Y;, := E(X,, | %) par projection comme précédemment. A présent, grace a la linéarité de la
projection, au fait que X, +; — X;, = 0, et ala conservation de la positivité par conditionnement,

Y1 = Yn = Pr2qap (Xn+1 — Xn) = EXp+1 — Xp | 98) = 0.

Donc (Yy) ,en €st positive et croissante p.s. Par convergence monotone sur (Q2,%,P), lava. Y :=lim,_ Y, existe.
Elle est 28 mesurable et positive. Pour s’assurer que Y est bien I'espérance conditionnelle recherchée, E(X | 48), il
reste a vérifier la propriété d’approximation. Or en combinant le théoreme de convergence monotone et la pro-
priété d’approximation pour Y, = E(X, | 98), on obtient, pour tout B € %,

E(Y 1) = E(lim (Y, 15)) = lim E(Y,p) = lim E(X, 1) = E(lim (X, 15)) = E(X1p).

De plus, si X = 0 est intégrable, alors, en prenant B = Q, il vient que E(Y) = E(X) < oo donc Y est intégrable.
En résumé, si X prend ses valeurs dans [0, 0] alors

E(X | 2B) = ’}ETOIO[E(X/\M@)-

2.5 Construction pour les variables intégrables

Soit X € L'(Q, o/, P) et 2B sous-tribu de /. On se raméne au cas positif intégrable via la décomposition habi-
tuelle X = X* — X~ ot1 X* := max(+X,0) € L'(Q, «,P), en posant

E(X|9):=EX"|28)-EX |98,
qui hérite bien des propriétés de 'espérance conditionnelle (mesurabilité, intégrabilité, approximation).
Remarque 2.5.1. Presque stirement sans complications.

Lespérance conditionnelle est définie presque stirement. En général, cela ne pose pas de probléme, et peut
méme étre passé sous silence. Mais il faut faire preuve de prudence, car il arrive que cela soit source de
complications, comme par exemple pour I'inégalité de Jensen pour I'espérance conditionnelle ci-dessous.

2.6 Propriétés de I'espérance conditionnelle

La construction de I'espérance conditionnelle est semblable a la construction de I’espérance. Elle en vérifie les
méme propriétés (linéarité, normalisation, positivité, théoremes limites, inégalité de Jensen, etc.), ainsi que des
propriétés spécifiques liées a I'approximation (ou projection dans le cadre L?). En réalité, I'espérance n’est qu'une
espérance conditionnelle spéciale, par rapport a la tribu triviale engendrée par les v.a. constantes!

Ci-dessous, et sauf mention du contraire, les v.a. sont sur (Q, «/,P) et %8,% sont des sous-tribus de <.

En pratique, comme 'espérance conditionnelle est unique p.s., pour s’assurer qu’on a bien affaire a elle, il suffit
de vérifier les propriétés qui la caractérisent : mesurabilité et approximation, ainsi que positivité ou intégrabilité
selon le cas. Aussi, ci-dessous, rien n’est dit sur la preuve d'un item lorsque qu’elle découle d'une vérification directe
et sans surprise des propriétés caractéristiques de I'espérance conditionnelle.

La tribu engendrée par les constantes est {&,Q}, les constantes sont mesurables par rapport a toute tribu. En
revanche la tribu engendrée par une v.a. égale p.s. a une constante peut étre plus grosse que {J, Q}.

1. Egalité. Si X; et X, sont positives (ou intégrables) et X; = X, p.s. alors E(X) | 98) = E(X; | 28) p.s.
Un point clé est que pour tout B € 98, comme X; 15 = X, 15 p.s., il vient que E(X; 15) = E(X»1p).
2. Normalisation.E(1 | 98) =1 p.s., et plus généralement E(c | 98) = ¢ p.s. pour toute constante c.

3. Positivité. Si X = 0 p.s. alors E(X | 98) = 0 p.s. Il en découle par linéarité que si X; et X, sont intégrables et
vérifient X; < X, p.s. alors E(X; | 8B) <E(X, | 8B) p.s.

4. Linéarité. Lapplication X € LY (Q,of,P) — E(X | B) € L1(Q, B, P) est linéaire : si X; et X, sont intégrables et
A1, A2 sont des constantes, alors

[E(/lle + /12X2 | B) = /’\,1[E(X1 | B) + /12[E(X2 | 9B) p-s.

De plus cette propriété subsiste au-dela de I'intégrabilité, lorsque X;, X», A1, A, sont toutes positives.
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. Convergence monotone.Si0 < X,, /" X p.s. alors E(X,, | 98) /" E(X | ) p.s.

En effet, pour tout Be 4,0 < X,,1p / X1p p.s., etla propriété d’approximation pour E(X | 28) est alors héritée
de celle de E(X, | 98) par convergence monotone pour I'espérance.

6. Lemme de Fatou. Exercice!

7. Convergence dominée. Si X, € I'-Xx p.s., sup, |X;l<Y avecY € LY alors E(X | B) = lim,—.oo E(X;, | B) p-s.

10.

En effet, tout d’abord, le fait que X € L! n’arien a voir avec le conditionnement et découle du lemme de Fatou
car E(|X]) = E(liminf,— o | Xz|) < liminf, . E(|X,|) < E(Y) < co. D’autre part, pour tout B € 8, X1z — X1
p.s. et | X, 1| < Y, et la propriété d’approximation pour E(X | 98) est alors héritée de celle de E(X}, | 98) par
convergence dominée pour I'espérance.

. Inégalité de Jensen. Si ¢ est une fonction réelle convexe et si X et ¢(X) sont intégrables alors

eEX|8B) <E(@X)|B) ps.

En particulier : |E(X | 28)| < E(|X|| %) p.s. et E(X | B)?> <E(X? | B) p.s.

La preuve est semblable a celle de I'inégalité de Jensen pour I'espérance, a une subtilité p.s. pres. Plus pré-
cisément, I'égalité est atteinte si ¢ est affine, tandis que dans le cas général, la convexité de ¢ fait qu’elle est
enveloppe d’une famille au plus dénombrable de fonctions affines : il existe D c R? au plus dénombrable tel
que @(x) = sup, p)ep(ax+b) pour tout x € R. On a alors ¢(X) = aX + b pour tout (a, b) € D, et donc, pour tout
B € 28, grace aux propriétés d’approximation de E(X | 98) et E(p(X) | ),

EE(p(X) | 2)1p) = E(p(X)1p) = E((aX + b)1p) = E((aE(X | 2B) + b)1p).

Par conséquent E(p(X) | 2B) = aE(X | B) + b p.s. et ce p.s. dépend de (a, b). Ensuite, comme (a, b) € D et D est
au plus dénombrable, on obtient E(@(X) | 98) = sup, p)ep (aE(X | 2B) + b) = p(E(p(X) | 28)) p.s.

. Inégalité de Markov pour la probabilité conditionnelle. Si X € L' est positive alors pour tout x > 0,

E(X | .F)
PX 22| F) =E(lxan | F) < ———.

Inégalité de Cauchy - Schwarz et de Holder pour l'espérance conditionnelle. Exercice!

Voici enfin une liste de propriétés plus spécifiques au caractere conditionnel de I’espérance conditionnelle.

1.

Projection. Si X est 98-mesurable positive ou intégrable, alors E(X | 28) = X p.s.
C’est le cas notamment lorsque X est constante et lorsque X = 1p, B € &.

. Approximation. Si X est positive (respectivement intégrable), alors E(X Z) = E(E(X | 28) Z) pour toute v.a. Z 98-

mesurable positive (respectivement bornée). S’obtient par approximation par des fonctions étagées, linéarité
de I'espérance, et convergence monotone (respectivement dominée).

. Moyenne. Si X estintégrable alors E(E(X | 8)) = E(X).

Découle de la propriété d’approximation avec B = Q € 98 car alors 1p = 1.

. Espérance classique. Si 8 = {&,Q} et si X est intégrable alors E(X | 28) = E(X) p.s.

On retrouve I'idée que la meilleure approximation de X par une constante est son espérance.

. Composition ou emboitement. Si X est positive ou intégrable et si 8 < ¢ c «f, alors

EEX |9 |8 =EEX|B) |9 =EXI|%AB) ps.

Propriété naturelle du point de vue de la meilleure approximation, ou de la projection (cas L?).
On retrouve 'item précédent en considérant le cas particulier ¢ = {5, Q}.

. Indépendance. Si X est intégrable et indépendante de 28 alors E(X | 28) = E(X) p.s.

En effet, pour tout B € &, I'indépendance donne E(X1g) = E(X)E(1p) = E(E(X)1p).
Litem Moyenne précédent est un cas particulier car toute v.a. est indépendante de {&, Q}.

. Extraction du mesurable. Si Z est 8-mesurable et X, X Z intégrables ou bien X, Z positives, alors

E(XZ|B)=ZE(X|B) p.s.

(lorsque X =1 on retrouve comme cas particulier 'item Projection).

En effet, la propriété d’approximation se vérifie tout d’abord directement pour Z = 1, B € 93, puis par linéa-
rité pour les Z étagées, puis par convergence monotone pour les Z positives, apres s’étre ramené a X positive
via X = X* — X7, puis par Z* — Z~ pour le cas général.
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8. Aléa résiduel aprés moyennisation de l'aléa indépendant. Si X et Y sont deux v.a. a valeurs dans des espaces
mesurables E et F respectivement, avec X indépendante de 98 et Y mesurable par rapport a %, et si f :
E x F — R est une fonction mesurable positive (resp. telle que f(X,Y) est intégrable), alors

E(f(X,Y)|9B)=g(Y) ps. ou gy :=E(f(X,y).

En effet, pour toute v.a. Z %8-mesurable positive (resp. bornée), grace au théoréme de Fubini-Tonelli,

E(f(X, Y)Z)=ff(x,y)zdPx,y,z(x,y,Z)
=ff(x,y)zd(lPx®IPy,z)(x,y,z)

- [([ ronndexco)zdry .2
=E(g(V)2).

Cette propriété donne une nouvelle interprétation intuitive de I'espérance conditionnelle, a base d’informa-
tion plutot que d’analyse (approximation) ou de géométrie (projection) : la variable f(X,Y) est constituée
de deux sources d’aléa, un aléa mesurable Y et un aléa indépendant X, et son espérance conditionnelle est
donnée par 'aléa résiduel aprés moyennisation de 1'aléa indépendant!

9. Variance. Soit X de carré intégrable. Notons H := L?(Q,/,P), F := [?(Q, %,P), et Fy := [*(Q,{2,Q},P) 'en-
semble des v.a. constantes !. Par construction, E(X | 2) = pr(X) est le projeté orthogonal de X sur F, et

dist(X, F)? := minE((X - Y)?)
YeF

=E(X -E(X | 8))%
=[F(X?) - 2E(XE(X | B)) + EE(X | B)?)
=[E(Var(X | 98)) ou Var(X|%B):=E(X?|B)-EX|B)>.

Dans le cas particulier extréme de Fy, on a pg,(X) = E(X) et la formule variationnelle devient

dist(X, Fy)? = miﬂg E(X - V)?) = E(X —E(X))?) = Var(X).
cE

Comme Fy c F, le théoreme de Pythagore donne la décomposition de la variance suivante :

Var(X) = dist(X, Fo)? = dist(X, F)? + dist(pp(X), Fp)? = E(Var(X | 98)) + Var(E(X | 8)),

qui se lit espérance de la variance conditionnelle plus variance de I'espérance conditionnelle.

2.7 Espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire
Si X est une v.a. positive ou intégrable, et si Y est une v.a. alors on définit la variable aléatoire
EX|Y):=EX]|o(Y))

ol 0(Y) sa tribu engendrée par Y. Or le lemme de Doob affirme que comme E(X | Y) est mesurable par rapport a
la sous-tribu o (Y), il existe & borélienne telle que E(X | Y) = h(Y). Cela conduit a la notation

EX 1Y =y):=h(y).

Ce n’est qu'une notation. On note également P(A| Y = y) := h(y) lorsque X =14, Ae .
Si Y est discrete et prend ses valeurs dans (yy) ,cn, alors, en notant By, := {Y = y,}, on sait que

1
P(By)

EX V) =Y f XdP)tp, =: h(Y).
n Bn

Dans ce cas, comme Y prend par définition la valeur y,, sur By,

hy =Y

1. Pour les v.a. constantes p.s. il faut faire grossir la tribu {&, Q} avec tous les éléments de </ de probabilité nulle.

_— XdP|1,=, .
I]:D(Y:yn) {Y=yu} ) y=Jn
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En particulier, lorsque X =14, A€ «/, cela donne

h(y)=) P(A|Y =ynly-y,, desorteque h(y,) =P(A|Y =y,).
n

Mais cette formule ne fait plus sens lorsque Y n’est pas discrete, car P(Y = y) peut alors s’annuler partout.
Quittons 'univers des variables aléatoires discretes, et considérons a présent le cas ou le couple (X, Y) admet
une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?, et X est intégrable. Vérifions alors que

fxf(x,y)dx
h(y)=—————.
ff(x,y)dx

Le dénominateur est la densité marginale, de Y. Il suffit pour cela de vérifier que

fxf(x, Y)dx
EX|Y)=h(Y)="———.
/f(x, Y)dx

En effet, la v.a. h(Y) est bien o(Y)-mesurable, et pour tout B € o(Y), il existe un borélien C tel que B = Y~1(C), et
donc, grace au lemme de transfert, au théoreme de Fubini-Tonelli, et a la définition de #,

E(h(Y)15) =E(h(Y)1c(Y)) =[ h(c() f(x, y)dxdy
= f W) f fx,pdx)dy
=f(fxf(x,y)dx)1]c(y)dy

:ffxﬂc(y)f(x,y)dxdy
=E(XT1c(Y)) =E(X1p).

2.8 Noyau conditionnel et loi conditionnelle

Poursuivons dans le méme esprit. Si ¢ : R — R est borélienne bornée, un raisonnement similaire donne

f(p(x)f(x, y)dx

E@X) [ Y)=hy(Y) ou hy(y):= =E@X) Y =y.
ff(x, y)dx
C’est une explicitation du lemme de Doob. On a également
N f(xy)
E@pX) Y =y)=hy(y) = | ¢(x)K,(dx) ou K(dx):= ————dx.
f fx, y)dx

On dit que K est un noyau conditionnel, d’ot1 la notation K, on aurait pu utiliser la lettre v également 2. Pour presque
tout y, K, est une mesure de probabilité sur R. En particulier, si ¢ = Ic avec C borélien, alors

PXeClY=y)=E(1c(X) Y =y) =LKy(dx) =Ky (O).

C’est une sorte de lemme du transfert pour la probabilité conditionnelle.
On dit que K, () estlaloi conditionnelle de X sachant Y = y, une sorte de mesure image de P(X €| Y = y).

En notant, abusivement, fix,y)(x,y) := f(x,y) la densité du couple (X,Y), fix)(x) := [ f(x,y)dy et fiy)(y) :=
J f(x, y)dx les densités de ses lois marginales, et fx|y=y(x) la densité de K, (dx), il vient que

fxn(x ) = fxiy=y(X) fir) ().

De plus X et Y sont indépendantes ssi fx|y=y = fix) sur le support de fy).

2. K comme kernel et v comme noyau.
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Cela se généralise immédiatement au cas o1 (X, Y) est un vecteur aléatoire de RY = R” x RY. Dans ce cas I'espé-
rance conditionnelle E(X | Y) désigne le vecteur aléatoire de R” donné par (E(X; | Y))1<i<p-

Soit (X, Y) : Q — E x F un couple de variables aléatoires défini sur un espace de probabilité (Q2, </,P), ot (E, &)
et (F, %) sont des espaces mesurables. On appelle noyau conditionnel toute application

y— K(y,C) est mesurable, pour tout Ce &
K:Fx&—10,1] telleque —_—
C — K(y,C) est une mesure de probabilité sur (E,&), pour tout y € F

Dans le cas ol E = F, on parle de noyau de transition, utile pour les chaines de Markov du chapitre 5.
On utilise également les notations naturelles Ky (C):=K(y,C) et Ky(g) := f(p(x)Ky(dx).
Si ¢ est mesurable, positive ou bornée, alors y — K),(¢) est mesurable.

Théodéf 2.8.1. Loi conditionnelle au-dela du cas a densité.

Soit (X,Y) : Q — E x F un couple de variable aléatoires défini sur un espace de probabilité (Q, «/,P), ol
(E,&) et (F,%) sont des espaces mesurables boréliens polonais ¢. Alors il existe un unique noyau condition-
nel K: F x & — [0,1] tel que pour tout y € F et toute fonction ¢ : E — R mesurable, positive ou bornée,

E(@(X)|Y)=Ky(p) p.s., autrementdit E(p(X)|Y =y) :f @ (x)Ky(dx).
E

La loi conditionnelle de X sachant Y = y est définie par Loi(X | Y = y) = K, ().
De plus, lorsque E = R", sa moyenne est E(X | Y = y).

a. Un espace topologique est polonais lorsqu’il est séparable et qu’il est métrisé par une distance pour lequel il est complet.

Ce théoréme est un résultat de théorie de la mesure, abordé par exemple dans [17, I11.70-74] 3. Dans ces notes,
nous ne faisons intervenir que des instances plus élémentaires et explicites, soit discretes, soit a densité.

La donnée du noyau conditionnel K et de la loi de Y suffit a déterminer la loi du couple (X, Y), et en particulier
celle de X qui est sa premiére loi marginale. En effet, il suffit de tester le couple (X, Y) sur des fonctions test produit
mesurables, bornées ou positives, de la forme (x, y) — @ (x)w(y), ce qui donne

El@(X)y(Y)) =EE(@X)y(Y) | Y)) =EE(@X) | Y)¥(Y)) =EKy (@w(Y)).

Aussi X et Y sontindépendantes ssi Ky (@) = E(p(X) | Y) est constante et égale p.s. aE(¢(Y)) (qui est son espérance!)
pour tout ¢, c’est-a-dire que Loi(X | Y = y) est p.s. constante en y et égale a laloi de X.
La formulation suivante du théoréme 2.8.1 porte le nom de désintégration de la mesure :

f PP PPy (dx, dy) = f ( f PLIK, () |y (1P ).

Remarque 2.8.2. Algorithme de simulation.

Du point de vue algorithmique ou Monte Carlo, pour simuler une réalisation du couple (X, Y), il est possible
de simuler d’abord une réalisation de Y, notée y, puis de simuler la loi conditionnelle Loi(X | Y = y).

Remarque 2.8.3. Conditionnement par rapport a un événement de probabilité nulle.

Lorsque P(Y = y) = 0, on peut chercher a approcher E(p(X) | Y = y) par lim,_E(@(X) | Y € C,) ou
P(Y € C,) > 0 et n,C, = {y}. Mais cette limite n'est pas universlle, elle dépend de la suite (C,),en choi-
sie. C’est le cas notamment dans le paradoxe de Borel - Kolmogorov sur Loi(X | X € C) avec X uniforme sur
la sphere, et C grand cercle, limite de deux grossissements différents : latitude ou longitude. « The concept of
a conditional probability with regard to an isolated hypothesis whose probability equals 0 is inadmissible. »
- Andrey Kolmogorov. Plus généralement, il est naturel de considérer la notion de mesure trace sur un en-
semble de mesure nulle, en utilisant un grossissement motivé par un probléme, et d’en déduire une loi
uniforme. La notion de mesure de Hausdorff donne aussi une réponse dans un contexte métrique. Cela
permet de définir la loi uniforme sur des sous-variétés compactes (surfaces) de R". Pour les variétés intrin-
seques plutot qu’extrinseéques, munies d'une métrique riemannienne, on dispose d'une mesure de volume,

3. « The theorem of desintegration of measure has a bad reputation, and probabilists often try to avoid the use of conditional distributions. ..
But it is really simple and easy to prove. » — Claude Dellacherie et Paul-André Meyer [17, II1.70].
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jouant le role de mesure de Lebesgue ou de loi uniforme qd la variété est compacte et la mesure normalisée.

Pour aller plus loin 2.8.4.

— Notion d’'indépendance conditionnelle.

— Construction du noyau conditionnel (désintégration de la mesure).

— Théoréme de de Finetti pour les suites échangeables et inégalité de Diaconis— Freedman.
— Paradoxe de Borel - Kolmogorov, mesure de Hausdorff, mesure de surface, mesure de cone.

2.9 Motivation pour la suite : processus de Galton — Watson, processus auto-regressif

Le processus de Bienaymé — Galton - Watson # décrit I’évolution d'une population asexuée, a générations sépa-
rées, dans laquelle chaque individu fait des enfants de maniere i.i.d. par rapport aux autres. L'évolution s’écrit

Zn
Zn+1 = Z Xn+1,k
k=1

ol Z, est le nombre d’individus a la génération n € N, et olt (Xn,k)nzl'k21 sont des v.a. i.i.d. de méme loi p sur N
appelée loi de reproduction. La v.a. X4 x modélise le nombre aléatoire d’enfants de I'individu k de la génération
n, c'est-a-dire sa contribution a la génération n + 1. La suite (Z,),cn donne I'évolution de la taille d'un d’arbre
aléatoire, et on dit que (Z,) ,en €st un processus de branchement. Il en existe moult variantes et généralisations.
Supposons a présent que i a une moyenne m et Zy = 1. Léquation de récurrence aléatoire précédente donne

E(Zp+1 | Zn=2)=2zm,

d’ot
— oo sim>1 (cassur-critique)
n—oo
E(Zn+1) = E(E(Zps1 | Zp) = mE(Z,) = m"E(Zp) = m"{ =1 si m =1 (cas critique)
W 0 sim <0 (cassous-critique)
—00

Au-dela du comportement en moyenne, ’étude de la trajectoire n — Z,, de son explosion ou extinction, de son
maximum, du temps d’extinction, etc., peut étre menée en exploitant le concept de martingale et celui de chaine

de Markov. En particulier et a titre d’exemple, la suite (%)n N vérifie, pour sa filtration canonique (%) e,
Zn+1 Zn
E( vl Fn) = Pt

propriété de projection typique de la structure martingale, tandis que la récurrence aléatoire

Zn+1=f(Zn,€n+1) o0 €p41:= (Xp41,1, Xn+1,2,-..) estindépendante de 7y,

vérifiée par la suite (Z,) ,en, est typique de la structure chaine de Markov.

Les structures martingale et chaine de Markov sont également présentes dans le processus auto-régressif gaus-
sien (Yy) yeny Vérifiant Y41 =0, +£,41 o 0 € R et ol cette fois-ci (€,) ey €st une suite de v.a. i.i.d. de loi A(0, I5).
Cela inclut la marche aléatoire a incréments gaussiens, dont la limite d’échelle est le mouvemment brownien. Cela
nous conduit également, dans un premier temps, a étudier les vecteurs gaussiens, qui font I'objet du chapitre 3.

4. Pour ce modele, et bien d’autres, on pourra consulter par exemple [11] pour les mathématiques et [2] pour I'histoire.
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Chapitre 3

Vecteurs aléatoires gaussiens

FIGURE 3.1 — Bibliothéque de I'Institut Mittag Leffler a Djursholm, pres de Stockholm, Suéde. L'univers des vecteurs
gaussiens a notamment été exploré par Harald Cramér (1893 — 1985), mathématicien et actuaire suédois, professeur
al'université de Stockholm, qui s’est intéressé a la théorie des nombres, aux probabilités, et a la statistique.

Les vecteurs gaussiens, ou plutot leurs lois appelées lois gaussiennes, apparaissent naturellement par le phéno-
mene TLC. En particulier, elles sont incontournables pour la modélisation des erreurs et du bruit. Le mouvement
Brownien, qui émerge comme limite d’échelle de marches aléatoires a pas de carré intégrable par le phénomene
TLC, est un vecteur gaussien de dimension infinie, et sa loi, appelée mesure de Wiener, est une loi gaussienne sur
I'espace des fonctions continues. Les lois gaussiennes sont également des objets riches et structurés, profondé-
ment reliés a I'analyse harmonique, a I'algebre linéaire, et a la géométrie de la sphere de grande dimension. Elles
permettent bien souvent des calculs explicites, y compris de nature combinatoire.

Si X = (Xy,...,X,,) " est un vecteur colonne aléatoire de R” 2 composantes de carré intégrable, alors son vecteur
moyenne et sa matrice de covariance sont donnés par

m=EX) = EX),...,EXn))" et K=(E(X;-m)Xy—myp)) =EX-mX-m")=EXX")—mm'.

1<j,ksn
— La matrice K est symétrique et semi-définie positive. C’est la moyenne de la matrice symétrique semi-
définie positive aléatoire (X — m)(X —m) " (qui est de rang 1, tandis que K peut trés bien étre de rang plein).
— On dit que X est isotrope si K = ¢>I,, pour o > 0.
— Siles composantes Xj, ..., X, sont indépendantes alors K est diagonale.
— SiaeR%et A€ Mg 5, ([R) alors a+ AX a pour moyenne a+ Am et covariance AK AT,
En effet, si X est centré alors E(AX ® AX) = E(AX(AX)T) = AE(XXT)AT = AKAT.
En particulier, en prenant d = 1, si x € R” alors (X, x) a pour moyenne {m, x) et covariance (Kx, x).
— En diagonalisant ou par Choleski, toute matrice symétrique a spectre = 0 est une matrice de covariance.
— X € L? ssila fonction caractéristique @ x () := E(e*"?) est dérivable deux fois en 0, et dans ce cas

m=EX)=-iVpx(0) et K+mm' =E(XX')=—Hesspx(0).
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3.1 Définition et simulation

Théodéf 3.1.1. Vecteurs gaussiens et lois gaussiennes.

Soit X = (X1,...,X,,) " un vecteur colonne aléatoire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

() lavariable aléatoire réelle (t, X) = 1 Xj + - + £, X, est gaussienne, pour tout ¢ € R".

i(t,my- 1 (Kt,t)

(ii) Les cumulants d’ordre > 2 sont tous nuls : @ (f) := E(e/"X)) = e , pour tout £ € R”.

(iii) x2 m+AZ,oumeR", Ae M,(R), Z=(21,...,Zn), Z1,..., Zn iid. & (0,1).

On dit alors que X est un vecteur gaussien. Sa loi ne dépend que de m et K : loi gaussienne A (m, K).

— On dit également loi normale, d’ot1 la notation 4. Gaussienne standard : A (0, I,;) = A (0,1)®".

— Le (iii) dit que les lois gaussiennes sont les déformations affines de la loi gaussienne standard A4 (0, ;).
— Toute matrice symétrique a spectre positif est la matrice de covariance d'un vecteur aléatoire gaussien.
— Simulation de .4 (m, K) par réduction a .4 (0,1) via K = AAT (diagonalisation, ou mieux : Choleski).

Démonstration. Rappelons que ¢ _y (,, 52)(s) = eims‘%az et pour s’en souvenir, se ramener a m = 0 par translation,
puis vecteur propre de Fourier lorsque o = 1, et principe d’incertitude pour o au numérateur!

()=(ii). Les Xj,..., X, sont gaussiennes (prendre ¢ = e;) donc de carré intégrable, donc X posséde un vecteur
moyenne m et une matrice de covariance K. Si t € R" alors (#,X) = t1 X1 + - + t, X, ~ N (t,m), (K¢, 1)) donc
@x (1) =@, x)(1) =exp(i(t, m) - %(Kt, 1)). Donc les cumulants de (¢, X) d’ordre > 2 sont tous nuls.

(i)=(@). Pour tout ¢ € R, comme @ x (1) = ¢, x)(1), on en déduit que (t, X) ~ A ({t, m), (K¢, 1)).

(iii)= (i) Les composantes de X sont des combinaisons linéaires de v.a. gaussiennes indépendantes.

(i) = (iii) Soit A telle que AAT = K (factorisation de Choleski ou diagonalisation). Alors pour tout f € R”,

. AT . : _1lpaT 42 : _1 T
(Pm+AZ(t) — el(m,t)[E(e1<A t,Z>) — el(m,t>(PZ(AT t) — el<m,t>e 2I\A tll — el(m,t>e 2(AA t,t) — (PX(t)-

3.2 Indépendance des composantes et densité

Théoréme 3.2.1. Stabilité par transformation affine et indépendance des composantes.

(i) Si X ~.4 (m,K) alors pour tout m' € R? et tout A€ .y ,(R), onam'+ AX ~ N (m' + Am, AKAT).
(i) Si X ~ A4 (m,K) alors les composantes Xj,..., X, de X sont indépendantes ssi K est diagonale.

(iii) Si (X, Y) estun vecteur gaussien centré, alors X et Y indépendants ssi X; | Y; dans L? pour tous i, j.

— Contrexemple : si Z ~ A4(0,1) et € ~ %(6_1 +61) alors X = (Z,eZ) n'est pas gaussien car X1 + Xp = Z+¢eZ =
(1+¢) Z vérifie P(X; + X, = 0) = 1/2. La covariance de X est diagonale car E(X; X)) = E(e)E(Z2) = 0 mais X et
X, ne sont pas indépendantes car Loi(X; | X2 = x) = %(6_x +0,).

— Le (ii) indique également que pour les composantes d un vecteur gaussien, indépendance mutuelle et indé-
pendance deux a deux sont équivalentes.

Démonstration.
(i) Pourtout teR”, (t,m' + AX)=(t,m') + (AT t,X) qui est gaussienne car X est gaussien.

(i) Si K = diag(0?,...,0%) alors pour tout 7 € R?, ¢x (1) = [, exp(itim; — 302?) = [", ¢x, (£;) donc Xi,..., Xy
sont indépendantes. La réciproque n’a rien de gaussien (covariance nulle si indépendance).

(iii) Découle immédiatement du (ii).

Théoreme 3.2.2. Densité gaussienne.

La loi gaussienne A (m, K) sur R” a une densité ssi K est inversible, donnée par

exp( - 3K (x—m), x— m))

Vv (2m)" det(K)

xeR" —
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et dans le cas contraire A (m, K) est portée par le sous-espace affine strict m + Im(K) de R".

n X| 2
— Laloi gaussienne standard 4 (0, I,;) = A4 (0,1)®" a pour densité x € R" — (2n)_7e_%.

Démonstration. Soit A € My »(R) telle que K = AAT, de sorte que X i+ AZ,ou Z ~N(0,I,) = &(0,1)®". Si
K est inversible, alors A est inversible, et comme Z a pour densité Hglzl(zm—% exp(—%xl?) = (271)‘% exp(—%lxlz), il
vient par changement de variable affine que m+ AZ a pour densité la formule de I'énoncé. Si K n’est par inversible,
alors A n’est pas inversible et m + AZ prend ses valeurs dans m + AR”. Or Im(A) = Im(K). |

3.3 Casisotrope: théoréeme de Cochran, théoréme de Maxwell, équation de la chaleur

— Un vecteur aléatoire X de R" est isotrope qd sa loi est invariante par rotation : RX =X pour tout R € 0, (R).
La loi gaussienne .4 (m, K) est isotrope ssi m =0 et K = 0 I,, pour o = 0.

|x1?

Les lois gaussiennes isotropes sont des lois produit : A (0,02 I,;) = A4 (0,02)®". Densité x € R" — \/2172,,
- o

— Cas extrémes : A (0,0%1,) — 8y si 0 — 0, et A (0,0%1,) — Lebesgue si 0 — co. Plus précisément, soit Z ~
N(0,1,). Alors 0 Z ~ N (0,021,), et pour toute f : R" — R continue et bornée, par convergence dominée,

E(f(oc2)) (:af(O) = ffdﬁo.
D’autre part, pour tout borélien I c R” borné de mesure de Lebesgue |I| > 0,
PcZel) — 0 et Loi(lcZ|oZ€l) - Uniforme(I).
0—00 0—00

La masse se disperse et s'uniformise. En effet, pour tout borélien J c I, par convergence dominée,

2 — g lal?
o n [l Jre 2? T dx 1l
PcZe)=2no") 2 | e 2°dx — 0 et P(cZeJ|loZe)=——F—F— — —.
! y Jre 22y 7 Ml

Le noyau de la chaleur .A47(0,2¢1,,) interpole entre d, (¢ = 0) et Lebesgue (¢ = 00).
— Si X suit la loi uniforme sur la sphére {x € R" : |x| = \/n}, alors

loi

Pri(X) = (X, .00, Xi) — A0, Ii).

En effet, x'd \/ﬁ‘—é ou Z ~ AN (0,I,) =A(0,1)®", et par la loi des grands nombres,

21,0 Zk)  ps.
G022y 2y~ H 0, 1.

/ZZ Zz 1—00
1+...+
1

Toute gaussienne standard est donc proche d’une loi uniforme sur une sphere de grande dimension .

vn

Théoreéme 3.3.1. Théoréme de Cochran sur les gaussiennes isotropes.

Si Z=(Z1,...,2Z,) ~ N (m,0%I,), etsiR" = E; ®--- & E, avec Ej 1 Ey si j # k, alors les vecteurs aléatoires
projEk (Z)=PiZ,1< k < r, sont gaussiens indépendants avec Py Z ~ A (Prm, 02P;) de R™.

Démonstration. On se ramene par translation a m = 0. Comme les s.e.v. E; sont L et la loi de Z est invariante par
rotation, on se ramene au cas ol E = vect(e; : i € I), 1 < k < r, pour une partition Iy U---U I ={1,..., n}. Le résultat
découle alors du théoreme 3.2.1 : la matrice Py de projection orthogonale sur Ey est diagonale, et (Pr);; = Tje;,. B

1. Cela est lié au fait que la loi uniforme se concentre en grande dimension autour des grands cercles, phénomene lui-méme lié au fait que
les ensembles optimaux pour le probléme isopérimétrique sont les calottes sphériques. Ce résultat dt a Paul Lévy a été étendu aux variétés
riemanniennes a courbure de Ricci positive par Misha Gromov, puis aux semi-groupes de Markov par Dominique Bakry et Michel Ledoux.
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Corollaire 3.3.2. Echantillons gaussiens et studentisation.

Siles Xj,..., X,, sont des v.a. i.i.d. .4 (m,c?) alors la moyenne empirique et la variance empirique

X1+ + Xn 2 Xi—mp)? 4+ (X — mp)?
my:=———— et 0;:=
n n—1
P4 g%y n-1_2 20 » mp=m _ _ A0 _. _
sont indépendantes, m, ~ A (m, ) Z0n~X (n-1),douvn o " =:Student(n —1).
n 12 -1
n-1

— On qualifie d’empirique ce qui est issu de I'expérience, ici I'échantillonnage d’'un phénomeéne aléatoire.
— Le théoréeme de Cochran et son corollaire permettent la construction de tests d’hypotheses statistiques.

Démonstration. R" = Ey @ E», E1 :=R(1,...,1), E» = ElL, d’ott projg, (X) = my, projg, (X) = X — my,. |
Théoreme 3.3.3. Caractérisation géométrique de Maxwell des gaussiennes isotropes.

Une loi p sur R”, n > 2, est produit et invariante par rotation ssi = .4(0,0I,) pour un o = 0.

— Quand o =0, on dispose de la convention tres naturelle A4 (0, I,;) = dp = 63’”.

— Quand n = 1, toute loi est produit, et 'invariance par rotation devient la symétrie, or toute loi centrée symé-
trique n’est pas gaussienne, le théoreme n’a donc pas lieu pour n = 1. La loi de Rademacher %6 g+ %60 est
centrée et symétrique, ses deux premiers moments, 0 et o, sont identiques a ceux de .4 (0,02).

— Maxwell a obtenu ce résultat dans son exploration de la distribution des vitesses en théorie cinétique des
gaz, domaine scientifique dans lequel on a coutume de parler de maxwellienne plutdt que de gaussienne!
Largument de symétrie de Maxwell est contestable, et a été critiqué notamment par Paul Lévy [47].

2
Démonstration. Pour tout o >0, A4 (0,021,) = A (0,0%)®", de densité e_‘z%_nlogm est produit et invariante par
rotation. Réciproquement, soit u une loi sur R”, n = 2, produit et invariante par rotation. Quitte a remplacer y par
w* N(0,el,), € >0, cest-a-dire X +£Z en terme de v.a. on peut supposer sans perte de généralité> que y a une
densité lisse f : R” — (0,00). Linvariance par rotation donne log(f(x)) = g(|x|?) et donc

0;log(f(x)) = 28’ (1x1*)x;.
D’autre part la nature produit donne log(f(x)) = hy(x1) + -+ + h, (x,) et donc
d0;log(f(x)) = h}(x;).

Donc d;log(f (x)), qui dépend de | x| via g'(|x]), ne dépend que de x;. Or n = 2 par hypotheése, donc g’ est constante.
Ensuite, comme g’ est constante, il existe a, b € R tels que g(u) = au+ b pour tout u, et donc f(x) = e *+b Comme
f est une densité, a< 0 ete’ = (m/a) "2, et u= N (0,0°1,) avec 0° = -1/ (2a). [ |

Le théoréme suivant est au carrefour de I'analyse harmonique, des probabilités, de I'analyse des équations
aux dérivées partielles, de I'analyse fonctionnelle, de la physique statistique, et de la théorie de I'information. Le
laplacien possede des analogues dans des contextes trés variés : graphes, réseaux, variétés, formes modulaires, ...

Théoreme 3.3.4. Noyau, équation, et semi-groupe de la chaleur, entropie, information.

Soit ¢ une mesure de probabilité sur R”, et pour tout ¢ = 0, soit y; := u * A (0, tI,). Alors :
(i) p¢— pétroitement quand ¢ — 0.
(ii) Pour tout ¢ > 0, la mesure de probabilité y; a pour densité f; := u* p; ou p; estla densité de A (0, £1,,).

(iii) Pour tout ¢ € Ry, y— p; est un opérateur linéaire sur les mesures de probabilités sur R”, et la famille
{()¢: t € Ry} est un semi-groupe abélien: (1)g =id, et ()s0 (-); = ()0 ()s = (-)s+; pourtous s, r € R,.

(iv) La fonction (¢,x) € (0,00) x R — f(t,x) = f;(x) est solution de I'équation de la chaleur :

atftZ %Axft ol Ax:ail +...+6§n‘

2. Plus précisément, comme X := X +£Z et Z sont L? car gaussiens, et centrés, le vecteur X I'est aussi. Si K est la matrice de covariance
de X, alors la matrice de covariance de X; est K¢ := K + €21y, et donc pour £ € R”, par indépendance, ¢ x () = ox. (DIpzE) = exp(—%(([(g -
It 0) = ©_x 0,k (). Cela ne nécessite pas ¢ — 0. Alternativement, quand € — 0, d’une part ¢, (f) = px ()¢ 7 () — @ x(f) et d'autre part
les deux premiers moments de X, convergent vers ceux de X, et comme X est gaussien, on obtient que X 'est aussi.
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(v) Sipu aune densité f € €3 R",R) avec f"” bornée alors pour tout x € R3,

fi(x) =f(x)+ t(%A (x)+0i-0(f) autrement dit ltir% .

= AN ).

(vi) Identité de de Bruijn sur entropie de Boltzmann - Shannon et information de Fisher : pour tout ¢ > 0,

2
at(—fwftlogftdx)zéfw %dxzo.

2
— Ondit que p;(x) = 2n N ze” 5 est le noyau de la chaleur et {(:); : £ € R;} le semi-groupe de la chaleur.
— Si (B¢) er, st un mouvement brownien issu de By ~ u (chapitre 7), alors B; ~ 1, pour tout ¢ = 0.
— Lidentité de de Bruijn est un théoréeme-H a la Boltzmann pour I’équation de la chaleur.
— Sur un espace non-linéaire comme une variété, on ne dispose pas de gaussiennes, mais avec une structure
riemannienne, on dispose d'un laplacien, et le semi-groupe de la chaleur associé peut alors servir a la fois a
régulariser (temps petit) et a interpoler (entre masses de Dirac et mesure de volume).

— En quelque sorte (-); = e’ 28 et on dit que %A est le générateur infinitésimal du semi-groupe de la chaleur.

— Comme f; >0des que t >0, méme si u = dy, la vitesse de propagation est infinie, ce qui est peu réaliste pour
la diffusion de la chaleur, mais des versions a vitesse maximale existent (dites relativistes, non-linéaires). Les
modeles mathématiques sont des caricatures, plus ou moins utiles a travers les échelles d’approximation.

Démonstration.

(i) Pour toute f:R" — R continue et bornée, et avec X ~ u et Z ~ A (0, I,;) indépendantes,
ffdut =E(f(X+Vt2)) - E(f(X)) = ffd[.t par convergence dominée.

(ii) Avec les notations précédentes, si ¢ > 0 alors X +v/7Z a pour densité u * p; := [ p,(-— y)du(y).

(iii) En effet par associativité (ug); = L * ps * py = U * psys = sty car A (0,s1,) % A(0,t1,) = A (0,(s+ 1) ).

(iv) Dérivation sous le signe somme et le fait que 0;p; = %A <Pt pour ¢ > 0.

(v) Formule de Taylor f(y) = f(x) + X7, 0x, f(X)(y — x); + %lei,jsnaii,xjf(x)(y -X)i(y-x); +O0(lx~- yI®), et
formule du noyau de la chaleur f;(x) = fgn f()p:(x — )dy =E(f(x + V12)), avec E(Z;) =0 et E(Zi Z;) = t1;=;.

(vi) Par dérivation sous le signe somme, (iii), et intégration par parties,

1

1 V. fil?
atf filog fydx = —f (1+logfr)Axf,dx=——f Ve
R™ 2 Jrn R"

e

Les termes de bord disparaissent car f; et des dérivées sont nulles a I'infini (a vérifier).

dx.
2

3.4 Espérance conditionnelle et loi conditionnelle

Le théoreme suivant affirme que, pour un vecteur gaussien, la loi conditionnelle d'un bloc de composantes par
rapport a un autre bloc de composantes disjoint est toujours gaussienne, de moyenne et de covariance explicites.
Cela joue un role important dans I'étude des modeles linéaires gaussiens en statistique.

Théoreéme 3.4.1. Espérance conditionnelle et loi conditionnelle.

Soit (X, Y): (Q, </, P) — R? un vecteur gaussien de RY = R? x RY, de matrice de covariance

r

[ Cov(X,X) Cov(X,Y)
“| Cov(Y,X) Cov(Y,Y)

_ ( K C )

“{ch L

inversible (implique que K et L le sont également). Alors :
(i) E(Y | X) estun vecteur gaussien, fonction affine de X donnée par E(Y | X) =E(Y) + CTKL(X -EX)).
(i) Loi(Y | X=x)=AEY)+CTK 1 (x—EX)),L-CTK'C).

(iii) Y=E(Y|X)+¢eoue~AN(0,L-CTK'C) et € estindépendant de X.
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— Celareste valable quand I" n’est pas inversible en utilisant une pseudo-inverse ou inverse généralisée de K.

Démonstration. On se ramene par translation au cas ot le vecteur gaussien (X, Y) est centré. Nous pouvons alors
bénéficier de la caractérisation de I'indépendance par I'orthogonalité dans L? (théoréme 3.2.1).
(i) Soit Fyles.e.v.de F:=[*(Q,0(X),P) engendré par la famille de v.a.r. gaussiennes {a+ b X:aeR,beRP}. Pour
toutlsj=<gq,Yj€e L2, donc E(Y; | X) = pr(Yj).Lava. Aj:= pp(Y)) — pgr,(Y;) = Y; — pr(Y;) — (Y; — pr,(Y})) est
L X; dans L? pour tout i, donc indépendante de X car (A j»X) est gaussien centré (théoreme 3.2.1). Or A; est
aussi o (X)-mesurable, elle est donc constante, donc nulle car centrée. Donc E(Y; | X) = pg,(Y;) = b]TX pour
un b; € R7. Enfin 'orthogonalité de Y; - b} X et X; dans L* donne C=Kbd'oub' =CTK™".
(ii) Par construction, la moyenne de Loi(Y | X = x) est E(Y | X = x). Comme I et K sont inversibles, d’apres le
théoréme 3.2.2, les vecteurs aléatoires (X, Y) et X centrés ont pour densités

z— (@m4detM) 2e 2022 et xe (21)P det(K))"Ze 2K X

ou z:=(x, y)T. Le rapport des deux donne la densité de la loi conditionnelle Loi(Y | X = x) :

o [y,
(2m)49 det(I)

K'+k'cs'cTk! -k'cs!
-§IcTk™! st
Apres simplification, la densité de Loi(Y | X = x) s’écrit (S apparait comme une variance conditionelle)

or3r-t= ) ol S:= L—CTK™'C, de plus det(T') = det(K) det(S).

Y (2m)9det(S)"ze 2 Ummy=m oy = Ty,

qui est bien celle de A (m, S). Alternativement, on peut utiliser la fonction caractéristique conditionnelle.

(iii) Découle de (ii). La preuve de (i) donne aussi Y = E(Y | X) + € ou € est gaussien centré indépendant de X.

Ceci n’est pas abordé lors du cours oral.

Théodéf 3.4.2: Indépendance conditionnelle

Pour un vecteur aléatoire Z = (X, Y) de R? = RP x RY, on dit que les composantes de Y sont condi-
tionnellement indépendantes sachant X lorsque Loi(Y | X = x) est produit pour tout x.

Si Z est un vecteur gaussien de matrice de covariance inversible I, alors les composantes de Y sont
conditionnellement indépendantes sachant X ssi la sous-matrice (I'"!) p<k=d,p<k<d €st diagonale.

Ainsi, pour un vecteur gaussien, les zéros dans la matrice de covariance indiquent I'indépendance tandis
que les zéros dans I'inverse de la matrice de covariance indiquent I'indépendance conditionnelle.

Démonstration. On adopte la décomposition en blocs de I du théoreme 3.4.1. Comme dans la preuve du
théoréme 3.4.1, comme I est inversible, les matrices K et S:= L— C"K~1C le sont également, et pour tout
x, Loi(Y | X = x) est gaussienne de matrice de covariance S. Le théoreme 3.2.1 donne alors que les compo-
santes de Y sont conditionnellement indépendantes sachant X ssi S est diagonale, c’est-a-dire ssi S~! est
diagonale. Enfin la formule d’inversion par blocs de I donne (S‘l)k, 1 =(T _1)k,l pour tout p< k,l <d. ||

3. Formule d’inversion par blocs. La matrice carrée S est appelée complément de Schur de K dans la matrice par blocs I'. La matrice I est
(symétrique positive) inversible ssi K et son complément de Schur S dans I le sont. Cette géométrie des matrices inversibles et du cone des
matrices symétriques positives est importante, bien au-dela des vecteurs gaussiens. Voir par exemple [58] pour un point de vue panoramique.
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Exemple 3.4.3: Processus auto-régressif gaussien

Le processus auto-régressif gaussien AR(1) est la suite (X},) ,en définie par

Xn+1=0X, +€p41

oi1 0 est un réel fixé, et ol (£,) ,ery Sont des v.a. i.i.d. de loi .#(0,1). On observe que (o, ...,€,11) | =
T(Xy,..., X,,)" o1 T est la matrice (n+1) x (n+1) triangulaire inférieure bidiagonale

T;;=1 et T;;—1=-60.

Il en découle que (Xp, ..., X;) est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance (TTT)~L. Son
inverse est donc la matrice tridiagonale T T. Par conséquent, d’aprés le théoréme 3.4.2, pour tout
l<i<j<d,sil|i-j|>1alors X; et X j sont conditionnellement indépendantes sachant les autres
composantes de (X, ..., X;). On le vérifie par exemple sur la loi de (Xg, X2) = (9,0X; + €2) sachant
X, =0¢gp+¢€; =x1, égale alaloide O 1(x; —€1),0x1 +€2), qui est bien produit. Les processus auto-
régressifs, gaussiens ou pas, sont emblématiques de la modélisation des séries chronologiques ou
séries temporelles, et constituent des exemples naturels de martingales et de chaines de Markow.

Pour aller plus loin 3.4.4. Vecteurs gaussiens.

— Caractérisation des gaussiennes comme maximum d’entropie de Boltzmann - Shannon [12].
— Combinatoire des moments des lois gaussiennes et formule de Wick [5].

— Intégration par parties gaussienne et équation de Stein.

— Maximum de v.a. i.i.d. gaussiennes, y/log(n), loi de Gumbel, y/nlog(n).

— Polynémes orthogonaux d’'Hermite, décomposition en chaos, calcul de Malliavin.

— Processus auto-régressifs ARMA, filtrage, théorie du signal, pour les séries temporelles.

— Matrices aléatoires de Wishart et factorisation de Bartlett, matrices aléatoires GOE/GUE [12].
— Inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne [12].

— Chaos multiplicatif gaussien, champ libre gaussien.

FIGURE 3.2 - Portrait imaginaire de Harald Cramér généré par ChatGPT. La génération d’'image par apprentissage
automatique profond fait appel a des processus de diffusion gaussiens, qui sont des vecteurs gaussiens de grande
dimension, de la méme famille que le mouvement brownien. Les vecteurs ou processus gaussiens, incontournables
en raison du phénomene TLC, sont largement utilisés dans tous les champs de la modélisation stochastique.
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Chapitre 4

Martingales a temps discret

FIGURE 4.1 — Table de jeu avec roulette, dans un casino de Las Vegas, Nevada, dans les années 1950. Initialement
développées comme une généralisation des marches aléatoires pour la modélisation de jeux de hasard, les martin-
gales constituent aujourd’hui un outil puissant, polyvalent, et élégant pour I'étude des processus stochastiques.

« Le temps, cher ami, le temps améne l'occasion; l'occasion c'est la martingale de 'homme : plus on a engagé, plus
on gagne quand on sait attendre. » Alexandre Dumas (1802 —1870), Les trois mousquetaires (1844), chapitre 42.

4.1 Processus, filtrations, martingales

Dans ce chapitre, on se place toujours et sauf mention du contraire sur un espace de probabilité. (Q, F,P).

Une suite croissante (&) ,en de sous-tribus de & est appelée filtration : %y < & < --- < &, tandis que le qua-
druplet (Q, Z, (%) nen, P) est un espace de probabilité filtré. Cette notion provient des processus.

Un processus stochastique a temps discret est une suite X = (Xj) ey de v.a. modélisant une expérience au fil
du temps. Linformation ou champ des possibles accumulé au temps 7 est donné par la sous-tribu

FX=0(Xp,..., Xn).

Cela signifie que & est constituée par tous les événements que nous pouvons écrire avec Xy, ..., X,.
La suite (FX ) nen €st une filtration appelée filtration canonique du processus.
Un processus (X) ;en €St ...
— adapté a une filtration (%) ,en lorsque X;, est mesurable par rapport a &, pour tout n
et la filtration canonique du processus est la plus petite tribu rendant le processus adapté.
— prévisible lorsque X, est mesurable par rapport a &,,_; pour tout n= 1, et Xp = 0.
— intégrable lorsque E(| X,|) < oo c’est-a-dire X, € A pour tout 7.
— de carré intégrable lorsque E(X2) < oo c’est-a-dire X, € L? pour tout 7.
— borné dans L lorsque sup,,cn E(| X,1P) < +00.
— borné lorsqu'’il existe une constante réelle C > 0 telle que | X, | < C p.s. pour tout n.
— fini lorsque | X;| < +oc0 p.s. pour tout 7.
— positif lorsque X;, = 0 p.s. pour tout .
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Un processus X = (X,) ,en, adapté a une filtration (%) ,en et intégrable, est une

— martingalelorsque E(X,11 | %5) = X, p.s. pour tout n.

— sous-martingalelorsque E(X,+1 | %,) = X,, p.s. pour tout 7.

— surmartingalelorsque E(X,+1 | %,) < X, p.s. pour tout n.
Etre une martingale est équivalent a étre a la fois une sous-martingale et une surmartingale.
Les propriétés de I'espérance conditionnelle indiquent qu'il est possible de remplacer n + 1 par tout m = n+1.
Dans la suite de ce chapitre, on omet bien souvent le p.s. pour alléger les notations. Méfiance, toutefois.

Les martingales sont des suites aléatoires constantes en moyenne :

E(My)=---=E(M,)=---.

Une information sur M, est donc conservée ! au fil du temps. De méme, I'espérance est croissante le long des
sous-martingales, suites croissantes en moyenne, et décroissante le long des surmartingales, suites décroissantes
en moyenne. Une question naturelle, élucidée dans ce chapitre, estle comportement asymptotique des trajectoires
du processus, au-dela de la moyenne, notamment la convergence presque stire et en moyenne de (M},) ,en-

Remarque 4.1.1. Comment ne plus se tromper entre sous-martingale et surmatingale.

— Astuce mnémotechnique visuelle de I'auteur de ces notes : « Pour une suite convergente monotone,
sous la limite = croitre, sur la limite = décroitre ». Mais il est possible de faire autrement, comme par
exemple Nathanaél Enriquez : « Quand je demande aux étudiants de me dire si un truc qui monte est
plutot "sous" ou "sur", ils me disent tous "sur". Il faut donc retenir que c’est l'inverse de l'intuition! ».

— A propos de la dénomination, voici un extrait d'une interview de J. L. Doob par J. L. Snell [59] :
Doob: « [... | The martingale definition led at once to the idea of sub and super martingales, and it was
clear that these were the appropriate names but, as I remarked in my 1984 book (Classical Potential
Theory and Its Probabilistic Counterpart, Springer, 1984), the name supermartingale was spoiled for
me by the fact that every evening the exploits of "Superman" were played on the radio by one of my
children. If I had been doing my work at the university rather than at home I am sure I would not have
used the ridiculous names semi- and lower semimartingales for sub- and supermartingales in my
1953 book. Perhaps I should have noted that one reason for the success of that book is the prestigious
sounding title, a translation of a name in a German Khintchine paper. »

— Ce que sous-entend Doob est que si B est un mouvement brownien alors f(B) est une sous-
martingale si f est sous-harmonique, et une surmartingale si f est surhamonique, et il en va de
méme pour la marche aléatoire simple pour le laplacien discret. Reste a comprendre comment
distinguer (sous-/sur)harmonique. En fait, les fonctions surharmoniques sont littéralement sur les
fonctions harmoniques, au sens suivant : si f est surharmonique et si u est harmonique avec f = u
sur 0Q alors f = u. Avant de devenir probabiliste, Doob était analyste harmonique. D’autre part,
certains préferent les opérateurs positifs, et I'intégration par parties [(—Af) fdx = [|V f|*>dx = 0 fait
que —A est un opérateur positif, ce qui rend naturel de dire que f est surharmonique si —Af = 0.

— Extrait du livre de 1984 de Doob [21, p. 808] : « Before martingales had been formally christened,
Lévy (1935,1937), Bernstein (1937), and other mathematicians had analyzed some of their properties
in special contexts; usually the martingales in question arose as partial sums Z}’:O yj of a sequence
y of random variables under the condition E(y; | yo,...,¥j-1) = 0 so that the sums arose as generali-
zations of sums of independent random variables with zero means. Ville (1939) defined a martingale
very nearly as a positive martingale is now defined but tied it to a sequence of independent random
variables under analysis. His fundamental tool, a fact he proved, was that almost every sample se-
quence of a positive martingale is bounded. Doob (1940) discussed martingales and proved the basic
convergence properties under the name "family of random variables with the property E." ("E" was
chosen not as the initial letter of "expectation" but as the first letter in the alphabet following "D".)
Under the respective names "semimartingale” and "lower semimartingale,” submartingales and su-
permartingales were introduced in (Snell 1952) and (Doob 1953). This obviously inappropriate no-
menclature was chosen under the malign influence of the noise level of radio’s SUPERman program,
a favorite supper-time program of Doob’s son during the writing of (Doob 1953)". For further work
in martingale theory see (Neveu 1972) (discrete parameter context) and (Dellacherie and Meyer 1980)
(continuous parameter context). ».

Les martingales sont des généralisations des sommes de variables aléatoires indépendantes et centrées ou

1. C’est une loi de conservation, ou loi a le méme sens que dans loi de la nature et loi des grands nombres. Alternativement, cette loi de
conservation peut étre vue comme un invariant de la suite. Identifier les invariants d'un modele est toujours utile pour son étude.
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marches aléatoires, avec I'idée que chaque accroissement est conditionnellement centré sachant les précédents :

M, € L' (ZFn) et E(Mp41—M,|%,)=0 pourtoutn.
Pour les martingales de carré intégrable, cela devient
My —M, L Lz(gn) pour tout 7.

Dans toute la suite, la tendance est de noter les martingales M, et autrement les autres processus.

4.2 Exemples de martingales

Les propriétés de 'espérance conditionnelle font que les martingales sont polymorphes et assez répandues.
Dans les exemples suivants, la filtration est a deviner, en général il s’agit d'une filtration canonique.

— Somme. S =0, S, = Xj +---+ X, X1, X»,... indépendantes de moyenne m,
M,=S§8,—nm.

C’est une marche aléatoire a pas indépendants centrés X; — m, ..., X, — m.
Dans le méme esprit, S,, est une surmartingale si 7 < 0 et une sous-martingale si m = 0.
— Produit. Py =1, P, = X; --- X5, X1, Xo,... indépendantes, positives, de moyenne 1,
Py

M, = .
mh

Le logarithme log(M,) fait retrouver le cas précédent, on parle également de martingale exponentielle.

— Somme carrée. Sy =0, S;, = X1 +---+ X, X1, Xp,... indépendantes, de moyenne m et de variance o2,

M, =(S,- nm)? - no?.
— Exponentielle de Wald. Sy =0, S, = X1 +--- + X5, X1, X, ... i.i.d. Rademacher pd; + gd_,,

Sn
= (4)".
p

Plus généralement, So =x, S, =x+ X1+ -+ X, X1, Xp,...1i.d. ¢(@) = log([E(e‘“Xl)), a>0,
M, =exp(-aS, - ng(a)).

Cette martingale et les deux précédentes interviennent dans I'étude de la ruine du joueur (exemple 4.4.6).
Les martingales somme S,, — nm et somme carrée (S, — nm)? — na? sont les deux premieéres dérivées en
a = 0 de la martingale exponentielle exp (—aS, — n¢(«)). Plus généralement, 'ensemble des martingales
pour une méme filtration est stable par combinaison linéaire, c’est un espace vectoriel. D’autre part, les
martingales précédentes sont toutes construites de la méme facon : une fonction (linéaire ou pas) d'une
marche aléatoire, corrigée additivement ou multiplicativement pour avoir une espérance constante.

— Martingale fermée ou de Doob. X € LY (%) n=en filtration,

M, =EX | &).

Dans le méme esprit, si un processus (X)) ,en €st intégrable, adapté a une filtration (%) ,en, et décroissant
(respectivement croissant), alors c’est une surmartingale (respectivement sous-martingale).

— Modele de Wright - Fisher (génétique des populations). Une population est formée de N individus, de type A
ou B. Soit X, lenombre d’individus de type A ala génération n. La génération n+1 est fabriquée en générant
de maniere i.i.d. les types des N individus en utilisant la fréquence du type A dans la génération n. Cela
s’écrit X4 = Z]Ij:l WU,y =X,/ N} OU (Un+1,k) pen1<k<n SONL ii.d. de loi uniforme sur [0, 1], indépendantes
de Xp. Cela donne Loi(X},41 | Xo,..., X,) = Bin(N, X,/ N), avec 0 < Xy < N, et (Xj) ,en €St une martingale.

— Urnes de Pélya (mécanisme de renforcement). Une urne contient, au temps 0, Ap = 1 boule blanche et By =1
boule noire. On tire uniformément une boule, puis on la remet dans I'urne avec une nouvelle boule de cette
couleur, ce qui produit A; et By, etc. Si (Uy) e 1.i.d. uniformes sur [0, 1], alors

A 1 A Ap+1ly, < A A .
( 0) = ( ), ( nH) = ( " U"‘M"), et (Mn == 0 ) est une martingale.
By 1 Bn+1 By +1y,>Mm, Ap+B, n+2)
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— Processus de Galton-Watson (dynamique des populations). A la génération n, la population comporte Z,
individus. Sachant Z,, ces Z, individus font des enfants de maniére i.i.d. pour donner la génération n + 1,
d’ou la récurrence aléatoire Z,,.1 = Zfﬁl Xn+1,k> avec X4 i i.i.d. de méme loi de reproduction p sur N de
moyenne m. Soit p € [0,1] solution de E(p?! | Zy = 1) = p < 1. Alors on dispose de deux martingales :

Z
Zn n
P et ol

— Chaines de Markov. Si (X,) ,en €st une chaine de Markov (chapitre 5) d’espace d’état E au plus dénombrable,
et de générateur L, et si h: E — R est harmonique : Lh = 0, alors (h(X,;) — h(Xp)) ,eny €5t une martingale.

Lemme 4.2.1. Déformations convexes.

Soit (X,,) ,eny Un processus adapté, ¢ : R — R convexe telle que ¢ (X,,) € L' pour tout n. Alors :

(@) Si (Xy)pen est une martingale alors (¢(Xy)) ,cn €St une sous-martingale.

(ii) Si (Xp)nen €stune sous-martingale et ¢ est croissante alors (¢(Xjy)),,cn €St une sous-martingale.
En particulier :
(@) si(Xp)uen estune martingale alors (| X, ) ,eny €St Une sous-martingale.

(b) si (Xp)en €St une martingale de carré intégrable alors (X2) Len €St une sous-martingale.

(c) si(Xy)puen €st une sous-martingale alors ((X;,)*),en €St une sous-martingale.

Comme (X},) ,en €St une sous-martingale ssi (—X,,) ,en €St une surmartingale, et réciproquement, bien des ré-
sultats ne sont énoncés que pour I'une ouI'autre (attention alors aux autres hypotheses : positivité, etc.). En mathé-
matiques, la tendance est a préférer la positivité a la négativité, la convexité a la concavité, le sous-harmonique au
surharmonique, la croissance a la décroissance, les sous-martingales aux surmatingales, sauf quand ces derniéres
sont positives! Par ailleurs, on omet souvent de préciser la filtration quand elle peut étre devinée par le contexte.

Démonstration. Découle de I'inégalité de Jensen pour I'espérance conditionnelle. |

Si (Xn) nen €t (Hp) neny sont deux processus, le processus H - X = ((H - X) ) yen €St défini par

n
(H-X)o=0 et (H-X),=) Hp(Xpg—Xp_1) sinz1.
k=1
Lav.a. Hy n'intervient pas. Si H = 1 alors H-X = X—Xj. C’est une intégrale stochastique discréte : (H-X), = [y HdX.
Si X est une marche aléatoire, alors H - X est une version a pas pondérés de X.
Le lemme suivant est fondamental, et intervient pour établir les théorémes d’arrét et de convergence.

Lemme 4.2.2. Transformation de martingale ou intégrale stochastique.

On se place sur un espace de probabilité filtré (cette hypothése est toujours implicite par la suite).
(i) Si H estadapté (par exemple prévisible) et X est adapté alors H - X est adapté.

(ii) Si H est prévisible borné et X est une martingale alors H - X est une martingale.

(iii) Si H est prévisible borné positif et X est une surmartingale alors H - X est une surmartingale.

(iv) Si H est prévisible borné positif et X est une sous-martingale alors H - X est une sous-martingale.

Dans l'intégrale discréte (H - X),, le processus H est évalué a droite de chaque intervalle de temps discret
{k—1,k} lié a Xj — X;_;, ce qui conduit a supposer H prévisible pour que H - X soit une martingale. On aurait
pu alternativement évaluer H a gauche de chaque intervalle, ce qui aurait conduit a le supposer adapté.

Démonstration. La propriété (i) estimmédiate. Pour les autres, le processus H- X est adapté et intégrable car H est
prévisible borné et X est adapté intégrable. De plus, comme H est prévisible, pour tout n €N,

n+1

E(H: X)pi1 | Fn) = ), HYE(Xy — Xi—1 | F),
k=1
et de plus, comme X est intégrable et adapté,
X — Xp—1 silsksn

E(Xy — Xgo1 | Fp) = ,
= X |70 {[E([E(Xn+1|%)—xn|9n) sik=n+1

ce qui permet d’exploiter la propriété de martingale sur X, et celle de sous/surmartingale si H est positif. |
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Lemme 4.2.3. Représentation de martingales ou universalité de I'intégrale stochastique discréte.

Si (X3) ,en €St une marche aléatoire a incréments i.i.d. de loi % (01+6-1), issue de 0, alors pour toute martin-
gale (M) ,en pour la filtration canonique de X, il existe un processus prévisible (H,) yen t.q- M—Mp = H- X.

De maniere équivalente M, —M,,_; = H,(X,,— X,-1) avec X,,— X;,—1 prenant ses valeurs dans {+1}. Luniversalité
porte sur M, pas sur X. Lorsque X est plus général, cette forme particuliére n’est plus suffisante pour décrire les
martingales X mesurables. Par exemple pour la martingale carrée M,, = (Z+:- +Z,)%—navec (Z,) a1 i.d.d. centrées
de variance unité, il vient M,,— M;,_1 =2Z,(Z1+-- -+ Z,_1) + Zﬁ —1, qui n’est plus de la forme espérée quand Z,Zl #1.

11 se trouve que le lemme 4.2.3 posséde un analogue a temps et espace continu pour l'intégrale stochastique
d’Tt6 par rapport au mouvement brownien, ce qui n’est pas surprenant (phénomene TLC).

Démonstration. Pour tout n = 1, M, est mesurable pour &, = 0(Xy, X1,..., Xn) =0(21,...,Zy) ou Z, = Xy — Xp—1.
Donc il existe f, : R” — R borélienne telle que M,, = f,,(Z1,...,Zy,), d’ou

-7,
2

1+Z, F'+F, F'-F,
+F} Ry Mg oou Fii=fu(Z,...,Zn1,%]).

1
M, =F;
nTon 2 2 2

S
Or E(My, | F,-1) = M1, et Z, estindépendante de &,,_; et centrée, d'olt M;_1 = Ey ;F" , ce qui donne

Fy - F,

M,-M,_1=H,Z, ou Hjy:= 2

Observons enfin que comme X, = 0 et M est 0(Xy)-mesurable, il vient que M, est constante. |

4.3 Martingales comme modélisation de stratégies

La notion mathématique de martingale ? a été développée il y a un peu plus d’'un siécle pour modéliser certains
jeux de hasard, comme la célebre roulette des casinos. Cette approche conduit en particulier 8 démontrer I'inexis-
tence de stratégies gagnantes. Au fil du temps, les martingales sont devenues un outil mathématique puissant de
la théorie des probabilité, bien au-dela de la modélisation des jeux de hasard. Alternativement, il est plaisant de
penser qu’il y a des jeux de hasard dans bien des modeéles aléatoires. Aussi, il est recommandé de rechercher les
martingales cachées dans chaque modeéle aléatoire afin de pouvoir bénéficier de I'arsenal de résultats pour ce type
de suites aléatoires (arrét, convergence, voir suite du chapitre).

Au casino, un joueur, a I'instant n = 1, mise une quantité d’argent H,, qu’il décide librement au vu des parties
précédentes. S’il gagne, il empoche r > 1 fois sa mise, soit r H,, et sinon il perd sa mise H,. Son gain au temps 7 est
modélisable par H, Z,, ou Z, est une v.a. prenant les valeurs {—1, r}. La fortune du joueur a I'instant n est

n
Y HyZy=(H-X)p ot Xn:=Zi+-+Zp.
k=1

Latribu &, =0(4,...,2Zy, Hy,...,Hy) =0(Xy,..., X, Hy,..., Hy) modélise 'information disponible au joueur apres
la ne¢ partie, de sorte que H, est &,_;-mesurable tandis que X,, est &, -mesurable. Les processus de la forme H- X
avec H prévisible et X marche aléatoire a pas indépendants et centrés modélisent une maniére de jouer basée
sur une stratégie H, et c’est ce systeme de jeu que Jean Ville qualifie de martingale vers 1939. Ces processus sont
a l'origine du concept mathématique de martingale introduit par Joseph Leo Doob vers 1940, et non l'inverse!
Autrement dit ces processus H - X sont des martingales originelles et archétypales.

Le casino fait en sorte que (Z,),>1 soit une suite de v.a. i.i.d. centrées? |, ce qui fait de X une marche aléatoire
a pasi.i.d. centrés. Le jeu est équitable : en misant toujours la méme somme, le gain est nul en moyenne a chaque
instant. Pour notre joueur, le lemme 4.2.2 est une mauvaise nouvelle, la conservation de la propriété de martingale
indique que le jeu reste équitable pour tout H, la moyenne de la fortune reste constante. Il n'existe donc pas de
stratégie gagnante, de choix de H qui fasse en sorte que E(Mj,) > E(Mp) =0 ou M = H- X, méme pour n grand. Les
martingales, qui sont une déception pour le joueur de casino, s’averent utiles pour I’étude de modéles aléatoires
variés, précisément grace a leur loi de conservation. Se ruiner au casino, mais gagner au jeu de la quéte de certitude!

Le joueur peut décider de quitter le jeu au bout d'un temps aléatoire T, par exemple dés que sa fortune atteint
une valeur donnée, grande fortune ou ruine, ou plus généralement lorsqu’'un critére est vérifié par 'information
disponible accumulée : cela se modélise par la contrainte {T = n} € &, pour tout n. Supposons que T soit fini p.s.

2. Le concept mathématique de martingale est présent, sans étre nommé de la sorte, dés les années 1930, dans I'ceuvre de Paul Lévy. Le
terme martingale apparait vers 1939 dans I'ceuvre de Jean Ville comme synonyme de « systeme de jeu », puis dans celle de Joseph Leo Doob des
années 1940 et 1950 pour nommer le concept mathématique que nous connaissons aujourd hui.

3. Lav.a. Zy suit une loi de Bernoulli centrée a support asymétrique {-1,r}: p:=P(Z,=1r)=1-P(Z,=-1)=1/(r +1).
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Alors la fortune du joueur a sa sortie du jeu est Mt. Le théoréme 4.4.1 d’arrét de Doob ci-aprés affirme que si T est
borné p.s. alors E(M7) = E(Mp) = 0. Par conséquent le joueur ne peut pas garantir un gain en moyenne en quittant
le jeu au bout d'un temps borné! Cette modélisation ne tient pas compte du fait qu’en réalité, la fortune du joueur
ne peut pas étre arbitrairement négative, il y a un seuil. Le cas r = 1 et H = 1 est étudié dans I'exemple 4.4.6 (ruine
du joueur). Au-dela, il existe un théoréme fameux de Dubbins et Savage sur les stratégies optimales [23, 48]. (Devoir maisont

7—8
4.4 Temps d’arrét et théoréeme d’arrét de Doob

Une variable aléatoire T : Q — N U {oo} est un temps d’arrét pour une filtration (%) ,,en lorsque
{T=n}e%, pourtoutneN,

ou de maniére équivalente, lorsque {T < n} = U]'_ {T = k} € #, pour tout n € N. Lexemple typique est le temps
d’atteinte T¢ :=inf{n € N: X;, € C} d'un borélien C < R par un processus adapté (X,) en :

(Tc=n={X€C,.... Xn19C, X, €Ct={Xp e C}*N---N{Xp-1 €CY¥'N{X, € CL e Fp.
Notons que inf@ = +oo. Lévénement {T = +oo} signifie que X n’atteint jamais C. De maniere générale,
{T = +oo} =(US2{T = n}) € o (U2 Fn)-

Un temps d’arrét modélise un temps de prise de décision, et cela ne peut se faire qu'avec I'information disponible
(accumulée) au moment de la décision, d’ot1 la définition. En particulier, pour le temps d’atteinte, I'événement
{Tc = n} ne fait intervenir la connaissance de la trajectoire de X que jusqu’au temps n. Contrexemple : pour tout N
fixé, lav.a. Sc:=supi{n < N: X, € C} n’est pas un temps d’arrét, car

{Sc=nt={X, e CN{Xu+1 € CY'Nn---n{Xy € C}° ¢ F,, en général.

Il est possible de s’arréter au premier feu rouge, mais pas au dernier car cette notion dépend du futur, inconnu.
Si X = (X)) neny €t adapté et T est un temps d’arrét alors le processus arrété XT .= (XA T)nen €st adapté. En
effet, cela découle du lemme 4.2.2 et de la décomposition

n
Xoar=Xo+ Y VYrom Xk — Xe—1) =Xo+ (H-X), o Hy:=TNirsp =1-Tiran,
k=1

car H est prévisible donc adapté, car T est un temps d’arrét: {T < n} = {T < n—1} € &#,,_; € &,. Alternativement,
on peut découper selon la valeur de T pour se ramener au cas déterministe : pour tout borélien CcRettoutneN,

{XnAT € C} = Ukenuioo} ((Xnar € CIN{T = k}) = Ui_o ((Xx € C{T = k) U ({X, € C N {T < n}) € F.

L'arrét est une technique de troncature ou seuillage qui conserve I'adaptation! La trajectoire du processus arrét€  (Tesin:
X7 suit celle de X puis reste constante (s'arréte) a partir du temps (aléatoire) T. Cela conduit au théoréme suivant :

Théoréme 4.4.1. Théoreme d’arrét de Doob.

Soit (M},) ,en Une martingale et T un temps d’arrét (sous-entendu pour la méme filtration). Alors :

(i) Le processus arrété M7 = (M,»T) ,en €St une martingale, en particulier
MuaT € L' et E(Mpua1) =E(Mp) pour tout n.

(ii) Si T vérifie I'une des trois conditions suivantes :

(@) T estborné (p.s. par une constante).

(b) T estfini (p.s.) et (MuaT)pen €St Ui, (par exemple dominée par une v.a. intégrable).

(c) T estintégrable et M est a oscillations bornées : sup,cn E(|1Mj41 — M| | &,,) bornée p.s..

alors
MreLl' et E(My)=EMy).

De méme en remplagant martingale par sur ou sous-martingale, et = par < et = respectivement.

Démonstration.
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(i) PourtoutneN, Myar =M+ (H-M), ot Hy, :=Tlir=p; = 1 - i7<p (Somme télescopique).

Or le processus (Hy) ,,»1 est borné et prévisible. Le résultat découle alors du lemme 4.2.2.

On peut aussi réduire au déterminisme par découpage : My+1)a1 = L7_y MiVir=k) + Mp+1liT<nje-
(i) (a) Soit Ntelque T < N p.s. Alors par (i), Mt = MyaT = MIE e L' et E(My) = E(Mna1) = E(Mp).

(b) Comme T < oo p.s.lav.a. M7 fait sens p.s. et comme My 7 — Mt p.S. et (MuaT) nen €St Ui, le théoréme
de convergence dominée généralisé u.i. donne Mt € L' et E(Mya1) — E(M7).

(¢) Comme E(T) < oo, il vient que T < oo p.s. ce qui donne un sens a Mt p.s. et nous savons que M 7 — M7
p-s- Montrons que (M;a7)nen €St dominée par une v.a. intégrable, ce qui donnera immédiatement le
résultat par le théoréeme de convergence dominée. Nous avons

nAT (o]
Mupr=Mo+ Y (Mg —Mj_1) = Mo+ Y (Mg — My_1)Vnar=ky-
k=1 k=1

Or le théoréme de convergence monotone * et les hypothéses faites sur T et M donnent
() (e
E| Y (M= M) Vunraig| = Y EQraigE UMy~ M1 |1 F 1) < CE(T) <o,
k=1 k=1

Donc [Muyarl < Mol + X2 Urzky| My — Mg € L.

Remarque 4.4.2. Théoréme d’arrét pour les sous-martingales et les surmartingales.

Dans la derniere propriété, le temps 0 peut étre remplacé par un temps d’arrét S, avec la contrainte S < T
dans le cas sous-martingale ou surmartingale. Pour le voir, il est possible d’utiliser le fait que si T < N p.s.
alors X1 — X5 = (H-X)y out H estdonné par Hy, := lis<n<1} = lis<pn-13 — Yir<n-13 2 0.

Exemple 4.4.3. Application du théoréme d’arrét au temps de sortie d’un intervalle.

Soit (M) ey Une martingale a valeurs dans Z et a accroissements aux plus proches voisins (assure une

continuité discrete des trajectoires) : M,+1—M,, € {—1,0, 1} pour tout n. Soienta < bdans Z, et T = inf{n e N :

M, € {a, b}}. Supposons que M, prend ses valeurs dans [a, b]. Le processus arrété (Mpa ) ,en €St alors borné

par construction, en particulier u.i. Supposons de plus que T est fini p.s. Alors le théoréme 4.4.1 d’arrét de

Doob donne x = E(My) = E(M7) = aP(M7 = a) + bP(Mr = b), tandis que P(M1 = a) + P(M1 = b) =1, d’'ou
b—x x—a

t P(Mr=»b)=
b—ae (M ) b—a

P(Mr=a)=

Considérons a présent le cas particulier de la marche aléatoire M;, = My + Z; +--- + Zy, ou (Z,) ;=1 €st une
suite de v.a. i.i.d. centrées de variance unité, et M est Fy-mesurable. Alors % — A4(0,1) en loi (TLC),
d'otu P(T =00) <P(T > n) <P(M, € [a,b]) — 0,dou T < oo p.s. Comme M est a oscillations bornées, il
aurait suffit d’établir que T est intégrable. En fait T est majoré par une v.a. géométrique non-dégénérée ¢,
il admet donc un moment exponentiel et en particulier tous ses moments sont finis, en particulier T est
intégrable. D’autre part, en utilisant une martingale exponentielle, il est possible d’obtenir la transformée
de Laplace de T. Voir aussi 'exemple 4.4.6 (ruine du joueur).

a. En effet, {T < 00} D UpenAp 2 limy Ay olt Ap := (SUPg<j<r—1 |Mpesi — Mygl > €}, du moment que ¢ > b— a. Comme les in-
créments de M sont i.i.d., les A, sont indépendants et de méme probabilité, et d’autre part, comme les accroissements ne sont pas
identiquement nuls, p := py := P(Ay,) > 0. Le lemme de Borel - Cantelli donne alors T < oo p.s. En fait, la suite (14,,) ¢ €St un jeu de
pile ou face, et T < T' o1 T’ := inf{n e N: 14, = 1} ~ Geomp(p) est le temps de premier succes du jeu de pile ou face.

Exemple 4.4.4. Contrexemple.

Si M est une martingale, et x # E(M)), alors le temps d’arrét d’atteinte T = inf{n € N: M,, = x} ne peut pas
vérifier les hypotheses du théoréme 4.4.1 car cela donnerait E(Mp) = E(M7) = x. Dans le cas de la marche
aléatoire simple symétrique sur Z, M est a oscillations bornées, par conséquent, d’apres le théoréeme d’arrét
de Doob, T n’est pas intégrable. De plus, T n’est pas fini p.s. ou bien (M, 1) ,en I est pas w.i.

4. Oule théoréme de Fubini-Tonelli, pour commuter E et Z‘;":O.
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Exemple 4.4.5. Premiére occurrence de motif.

Considérons un jeu de pile ou face modélisé par une suite X = (X,),>; de v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli
PXi=D=p,P(X;=0=g=1-p,0< p<1,etletemps de premiere occurrence du motif 111 dans X :

T=infln=3:X,,=X,,_1=X,_2=1}L
Définissons la suite (Up) ;,en par

n+l1

X
U0:=0 et Un+1 :(Un+1) p »

de sorte que Ut = u3 := %(l + %(1 + %)), quantité déterministe, égale a Us sur (Xp, X1, X2) = (1,1,1), car
sinon on retombe a zéro. D’autre part, (M,, := U, — n) ¢y est une martingale pour la filtration naturelle
de X, vérifiant My = 0. L'élimination des recouvrements partiels conduit 8 T < 3T’ ot T’ = inf{n € N :
(X35, X3n+1, X3n+2) = (1,1, 1)}, et T’ suit la loi géométrique de parameétre p3 > 0, donc intégrable et en parti-
culier finie p.s. Il en va donc de méme de T. En outre, le processus arrété M’ = (My1) pen €St majoré par
us+T < us+37T € L. Donc M7 estu.i, etle théoreme 4.4.1 d’arrét de Doob donne alors E(U7) = E(T), d’oll

E(T)=E(Ur)=Ur=us= %(1+%(1+%)) :%+#+%(s % :3[E(T’)).

Dans cet exemple, la martingale est purement instrumentale, et fournit a la fin une formule pour E(T).

Exemple 4.4.6. Ruine du joueur de pile ou face.

Un joueur de pile ou face posseéde au temps # = 0 une fortune initiale de a €. Son but est d’atteindre la
richesse de b €, avant d’étre ruiné. On suppose que a,b e N, et b > a > 0. Au temps n = 1, il joue a pile ou
face, gagne 1 € avec probabilité p € (0,1), et perd 1 € avec probabilité g = 1 — p, et ces parties successives
sont i.i.d. Son gain a I'issue de la n® partie est S,, = Z1 + - + Z,, ol (Z;) ;>1 est une suite de v.a. i.i.d. de loi
de Rademacher pd; + g&_1, portée par {-1,1}, de moyenne m := p — g = 2p — 1 et de variance o? := 4pq.
Posons S := 0. Le temps d’arrét d’intérét est

T=inf{n=1:S, €{—a,b}}.

Le jeu se termine par la ruine si St = —a et par la fortune si St = b. Le processus (S, — nm),en €st une
marche aléatoire centrée et en procédant comme dans I'exemple 4.4.3, on obtient que T est majoré par une
v.a. géométrique, il est donc en particulier de carré intégrable. Considérons les martingales

A= (S —nm)yeny et B:=((Sp—nm)?—no?) en.

Les martingales arrétées A’ et B ne sont pas forcément bornées, mais sont u.i. car dominées par une v.a.
intégrable. En effet, comme S T est bornée par construction et que T € I%2(donc TelY),ona

AN <|ST1+1mITel' et |BYi<2/ST2+2m*T?+0°Tell.
Le théoreme 4.4.1 d’arrét de Doob donne alors
E(S7) = mE(T) et E((Sp—mT)?) =d’E(T).
Considérons le cas équitable p = g = 1/2. Alors m =0 et 02 = 1, ce qui donne
0=E(Sy)=—-aP(St=-a)+bP(Sy=b) et E(T)=E(S3)=a’P(Sr=-a)+b*E(St = D).

Comme P(S7 = —a) + P(St = b) = 1, il en découle que dans le cas équitable, la probabilité que le jeu se
termine par la fortune et la durée moyenne du jeu sont données par

P(S;=b)= —— et E(T)=ab.
a+b

Considérons le cas inéquitable p # 1/2, c’est-a-dire g/ p # 1. On dispose de la martingale

e=("

neN
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La martingale arrété C T est bornée car ST est bornée, et le théoréme 4.4.1 d’arrét de Doob donne

1 =E(Co) =E(Cr) :((g)b—(%)_“)p(sT - b)+(%)‘“,
o pbq” - p*t? E(ST) 1 plq® - p*?
PSr=b) = e et ED=— =ﬂ((a+b)W—a)_

11 est enfin possible d’obtenir la transformée de Laplace de T en utilisant la martingale

eaSn

(e“s”_”l‘)g““)) ott L(a):=E@e*")=pe®+qe % a>0.

neN (L(a)n)ne,\,

Théoréme 4.4.7. Caractérisation des martingales ou réciproque du théoreme d’arrét.

Pour tout processus (Xy) ,en, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) X estadapté et intégrable et E(Xt) = E(Xp) pour tout temps d’arrét T borné.

(ii) X estune martingale.

Démonstration. (ii)=(i). Cela provient de la définition de martingale et du théoréeme 4.4.1 d’arrét de Doob.
(i)=(ii). Pour tout n et tout A € &y, (i) appliquée aux temps d’arrét bornés T = nlg+ (n+1)14c et T = n+1, donne
E(Xp) = E(XnTa + Xp+1140) = E(Xp+1), doU E(X4114) = E(X14), d'oU E(Xy41 | Fp) = X L

4.5 Arrétoptimal et enveloppe de Snell

Le probléme du controle consiste a déterminer les valeurs des parametres d'un systeme dynamique pour qu’il
adopte un comportement donné : comment régler a chaque instant les moteurs d'une fusée pour qu’elle décolle
de la terre et se pose sur la lune! Lorsque les ingrédients sont aléatoires on parle de contrdle stochastique. Cela
permet de modéliser la prise de décision ° : faut-il approvisionner le stock? louer 'appartement qu’on vient de vi-
siter? vendre ou acheter un actif? arréter ou démarrer la centrale nucléaire ? terminer le processus de recrutement?
arréter de suivre ce cours? Ces exemples sont tous des cas particuliers du probleme de I'arrét optimal.

Le probleme de I'arrét optimal, emblématique du controle stochastique, peut étre formalisé comme suit : pour
un processus adapté et intégrable (X},),cn et un temps fini N appelé horizon, on s'intéresse a

Sn:= sup E(X7)
TeIn

ol Iy estl'ensemble des temps d’arréts T < N. Un temps d’arrét T, € I est optimal lorsque E(X7,) = Sy. Le but
ultime est de proposer un algorithme pour le calcul approché de T, et de Sy = E(X7t,). Comme I'horizon N est fini,
on peut se contenter de ne connaitre le processus X que jusqu’au temps N : Xy, ..., Xn.

Le probléme est élémentaire si X est une martingale car dans ce cas le théoréme 4.4.1 d’arrét de Doob donne
E(XT1) = E(Xp) pour tout T € Ty, et tout temps d’arrét dans I est optimal, en particulier T = 0.

Lorsque X n’est pas une martingale, le théoréeme 4.5.1 ci-dessous construit la meilleure majoration de X par
une surmartingale, et donc, en 'utilisant pour — X, la meilleure minoration de X par une sous-martingale. Ces deux
processus enveloppants coincident au temps terminal N, et en tout temps 0 < n < N lorsque X est une martingale.

Théodéf 4.5.1. Enveloppe de Snell.

Soit (Xp)p<n<n Un processus a horizon fini N, adapté a une filtration (%) ,en, €t intégrable. Alors :

(i) Larécurrence rétrograde suivante fait sens et définit une surmartingale (Y},)g<,<y majorant X :

Yn:=Xy et Y,:=max(X,,E(Yy+1 | F,))pour0<sn=<=N-1.

(ii) Le processus Y estla plus petite surmartingale majorant X.

(iii) Lava. Ty :=min{0 <n< N:Y, = X,} est un temps d’arrét et YT = (Y, T.)o<n<n €St une martingale.
(iv) Le temps d’arrét T, est optimal et E(Yp) = suppe gy, E(X7) =E(X1,) =E(YT,).

5. C’estl’occasion de signaler que 1'université Paris-Dauphine — PSL compte un Département de formation d’'Informatique et de Mathéma-
tiques de la Décision (MIDO) ainsi qu'un Centre de Recherche en Mathématiques de la Décision (CEREMADE). Le master offre notamment des
cours de controle des chaines de Markov (M1) et de controle des équations différentielles stochastiques (M2).
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Le processus Y est appelé enveloppe de Snell de X, c’est une enveloppe par le haut, majorante.

J. L. Snell était un éleve de J. L. Doob. Il a développé les applications des martingales notamment en finance ma-
thématique. Il a part ailleurs écrit un livre [22] avec P. G. Doyle sur les marches aléatoires et les réseaux électriques.
Démonstration.

(i) Leprocessus Y est bien défini car Yy = Xy € LYetY,el!= Y, el car

E(1Yn-1D < E(1Xp-1) + E(E(Yy [ Fn-1)D) S E(Xp-1]) + E( Yy ]) < +oo0.

De plus, par construction, Y;, est %, -mesurable, et Y;, = E(Y,,+1 | ).
(i) Soit (Z,)o<n<n une surmartingale majorante : Z = X. Par définition, Zy = Xy = Yy. Montrons que Z, =2 Y, =
Zp-1 2 Y,—1. Comme Z est une surmartingale et Z;, = Y, il vient que
Zn-12E(Zy | Fp-1) 2E(Yy | Fp-1),

orZy_1=X,-1,dou Z,_1 =2max(X,,—1,E(Y, | Fn-1) = Yy_1.
(iii) Comme T, =minf0<n<N:Y, - X, =0}, et Y — X est adapté, c’est un temps d’arrét.
Sur {T, = n+1},il vient que Y, > X, donc Y,, =E(Y,+1 | Fp-1), d ol

Ynle ~ Yy = (Yps1 = V) Wroznety = Ynr1 = EVst | F)V Uz, 2ne1)-

Or {T, = n+1} = {T. < n}° € %,, d’oi1 la propriété de martingale pour Y ’*.

(iv) La combinaison du fait que X7, = Y7, et du théoréme 4.4.1 d’arrét de Doob pour la martingale Y ’* donne
E(Xr,) =E(Yr,) = E(Y0).

De plus, comme Y est une surmartingale, par le théoréme 4.4.1 d’arrét de Doob, E(Y7) < E(Yp). Or Y = X
donne en particulier E(Y7) = E(X7). Il en découle que E(XT) < E(Yp), avec égalité si T = T..

Exemple 4.5.2. Probléeme du recrutement.

Examinons le cas d’'un probleme d’arrét optimal célebre et relativement accessible a I’étude mathématique,
connu sous le nom de probleme des secrétaires ou probléeme du mariage. 1l s’agit d’examiner successivement
des candidatures pour un recrutement, et d’arréter le processus de recrutement en un temps d’arrét qui
maximise la probabilité de recruter la meilleure candidature. S’il y a N candidatures au total, on modélise la
qualité de la i® candidature par une v.a. Z;, et on suppose que les Zj,..., Zy sonti.i.d. et de loi continue pour
éviter les ex aequo. Il existe alors p.s. une unique permutation o de {1,..., N} telle que Zs1y > -+ > Zy -
Cette permutation aléatoire o suit la loi uniforme sur le groupe symétrique. Le temps aléatoire

infll<n<N:om)=1=0"11)

n'est pas utilisable car ce n’est pas un temps d’arrét pour la filtration (%,),s1, ou &, := 0(Z1,...,Z,). 11
dépend de toutes les candidatures. Pour pallier ce probleme, considérons, pour tout0 < n < N, lav.a.

Xn:=Plo(n) =11F,) =E(gm=1 | Fn)-
11 s’agit de la probabilité que la n¢ candidature soit la meilleure des N sachant I'information disponible au

temps n, modélisée par &,,. Pour tout temps d’arrét T < N, on a

N N
EX7)= ) E(ir=mXn) = Y EMr=mENom=1; | Fn))

n=1 n=1

EENr=mNiom=13 | Fn))

EENir=mVon)=13 | Fn))

N
2
n=1
N
2
n=1
=P(o(T)=1).

Ainsi, trouver la meilleure stratégie en optimisant T revient a considérer I'enveloppe de Snell de X.

9—10

Pour certains modeéles aléatoires, il est possible d’expliciter 7.
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Ceci n'est pas abordé lors du cours oral.

Exemple 4.5.3: Probleme du recrutement : calcul effectif

Poursuivons I'étude entamée dans I’exemple 4.5.2. On dispose de la formule explicite

_n
Xp= N“{anl},
ou R, est le rang de la n® candidature parmi les candidatures 1,...,n examinées au temps n. Ce
rang est plus petit que ou égal au rang o(n) par rapport a toutes les candidatures 1,..., N. Notons
que R; =1 et Ry = o(N). Intuitivement n/N est la probabilité pour que la meilleure candidature
figure parmi les n premiéres candidatures examinées, tandis que {R,, = 1} exprime le fait qu’elle est
la meilleure au temps n. Pour établir la formule, comme {o(n) =1} = {R;, = 1,R;+1 #1,..., Ry # 1}, et
comme les v.a. Ry, ..., Ry sontindépendantes avec R;, &%,-mesurable et de loi uniforme sur {1, ..., n}
(cette propriété nécessite une démonstration, omise ici), il vient
N-1

n n
Xn =g =13 | Fn) = W, =y}P(Rp+1 #1,..., RN Z 1| Fp) = ﬂ{anl}m vl Nﬂ{R,Fl}-

Calculons a présent I'’enveloppe de Snell Y de X, dont la définition rétrograde s’écrit

n
Yy =Try=1y et Y= max(ﬁﬂ{R,,=l}y[E(Yn+l |9n))-

A ce stade, I'indépendance des Ry, ..., Ry et une récurrence rétrograde donnent que Y, est une fonc-
tionde Ry, dou E(Yy41 | &) = E(Y41). Soit a présent f:{0,..., N} — R définie par

f(n):=E(Yp+1).
Cette fonction f est décroissante (Y est une surmartingale!). Le temps d’arrét optimal T est donc
T.=NAinf{l<nsN: %H{anl} > f(m}.
Comme f est décroissante, il existe donc un entier déterministe m dépendant de f tel que
T.=T, ou Ty,:=NAinflm<n<N:R,=1}.

Pour trouver m, il suffit de calculer g(m) := E(X7,,) et d’optimiser en m. Or

N
gm =P (Tn) =D = ) E(ir,=nniom=1))

n=m
N

=) PRm#l,....Rpi-1#ZL,Ry=1,Rys1 #1,...,RN # 1)
n=m

_i 111_"11'—1_m—1Z 1
n=m M j=m 1 R ==l

i#n

A présent, pour tout x € (0,1), une comparaison série-intégrale donne

lxN] XN 1
g(xN]) = —— — — —xlog(x).
N n:%c:NJ n—1 N—oo

Ainsi, quand N est grand, la valeur maximale = 1/e est atteinte en m = N/e. Cela signifie au bout du
compte qu'une stratégie optimale approchée consiste a rejeter les [ N/e| = 0.37N premiéres candi-
datures, puis a poursuivre et s’arréter a la premiere candidature qui fait mieux que toutes celles déja
examinées! En pratique toutefois, 'hypothese faite sur la qualité des candidatures est discutable. ..
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4.6 Tribu d’arrét et théoréme d’arrét généralisé

Lemme 4.6.1. Propriétés des temps d’arrét et tribu d’arrét.

(i) SiSetT sontdestemps d’arrét, alors SA T et SV T le sont.
(ii) Si(T)ren €stune suite de temps d’arrét, alors infy Tk, supy. Tk, li_mk Ty, et Hk T le sont.

(iii) Si T estun temps d’arrét, alors la famille d’événements suivante est une tribu :

Fri={AeF:Vn,An{T = n} € F,}.

De plus T est Zr-mesurable. Enfin si T est constant et égal a n, alors 1 = %, d’ou la notation.

(iv) SiSet T sontdestempsd’arrétet S < T alors %5 < &7, en particulier &, < Fr pour tout n € N.

La tribu &1 est appelée tribu d’arrét de T ou tribu des événements antérieurs a T Elle regroupe tous les événe-
ments qu’on peut écrire avec les processus adaptés arrétés en T, c’est-a-dire avec leurs trajectoires jusqu’au temps
aléatoire T, c’est-a-dire avec (X;)o<,<7, C est-a-dire le passé du processus par rapport au temps aléatoire 7.

Démonstration.
(i) Découlede {SAT<n}={S<sntu{T<n}et{SvT<n}={S<nin{T <n}.
(ii) Découle des formules {inf; Ty < n} = Up{T, < n} et {liminf Ty < 1} = Uy, Ngsm { Tk < 1}, et, symétriquement,
des formules {sup;. T < n} = N {Tk < n} et {limsupy Tk < n} = Ny U m 1Tk < 1.
(iii) Se vérifie directement a partir des définitions.
(iv) Si Ae s, alors pour tout n, An{T =n} = UZ:O(Am {S=kHn{T = nt € %,.

Théoréme 4.6.2. Extension du théoréme 4.4.1 d’arrét de Doob pour les tribus d’arrét.

Soit M une martingale et S et T deux temps d’arrét telsque S< T.
Si S et T vérifient I'une des hypotheéses du (ii) du théoréme 4.4.1 d’arrét de Doob, alors E(Mt | %s) = M.

Il en découle que M est une martingale ssi pour toute suite croissante (T,),cn de temps d’arréts bornés, le
processus (Mr,) .y €st une martingale pour la filtration (&7,,) .- En effet, la nécessité de la condition provient du
théoréme, tandis que sa suffisance s’obtient en prenant T}, = n car alors ¥r, = %,.

Ce théoréme d’arrét pour les tribus d’arrét est lui aussi disponible pour les sous-martingales et les surmartin-
gales, en remplacant = par < et = respectivement, avec essentiellement la méme preuve.

Démonstration. Considérons le cas ot T est borné p.s. : T < N p.s. Alors M1 = My, et par le théoreme 4.4.1,
Ms e L', My € L', etla propriété de martingale de M” donne E(Mr | %,) = E(MnaT | F1) = Muat pour tout n < N.
Ensuite, pour tout A € &g, le découpage selon les valeurs de S (= T < N) donne

N N N N
E(IaM7) = Y EMans=mEM7 | Fn) = Y EQanis=nMaa1) = Y EQans=mMsat) = Y E(Mans=n Ms) = E(1aMs).
n=0 n=0 n=0 n=0
Considérons le cas ol1 S et T sont finis p.s. et M et M sont w.i. Pour tout N, les temps d’arrét bornés p.s. SA N
et T A N vérifient SAN < T A N, et 'étude du cas borné précédent donne alors E(T4M7an) = E(TaMgan) pour
tout A € Fgan. Comme Fgapn est croissante en N, le théoreme de convergence dominée généralisée u.i. donne
E(14MT) = E(14Ms) pour tout A € Fgan, et donc pour tout A € Fg =0 (UnFsan)-
Considérons enfin le cas o1 S et T sont intégrables et M est a oscillations bornées. Lapproche du cas précédent
s’adapte, par convergence dominée, comme dans la preuve du théoréme 4.4.1 d’arrét de Doob. |

4.7 Décomposition de Doob et inégalité maximale de Doob

Théodéf 4.7.1. Décomposition de Doob, compensateur, processus croissant.

(i) Si(Xn)nen est adapté et intégrable, alors les processus (My,) ,en €t (An) nen définis par My = Ag =0 et

n
My:=Xn—Xo—An et Ap:=) EXp—Xpo1|Fro1), n=zl,
k=1
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sont respectivement une martingale et un processus prévisible intégrable. De plus cette décomposi-
tion X — Xy = M + A en somme de martingale et de processus prévisible issus de 0 est unique.

(ii) Si X estune sous-martingale, alors A est croissant et positif, et donc, dans [0, 00],

0<A;, / Ax P

n—oo

Le processus A est le compensateur de X : X — A est une martingale obtenue en compensant X par A.

(iii) Si M est une martingale de carré intégrable, alors le compensateur de la sous-martingale X = M?,
appelé processus croissant de M, noté (M) et appelé crochet (oblique) de M, vérifie, pour tout n = 1,

n n
(M)y:= Y E(Myg~ Mp_D)? | Fr) = 3 E(Mo— M2_| | Fr_1) et E((Moo) = supE(M?2) —E(M3).
k=1 k=1 neN

En particulier M est bornée dans L2 ssi (M) € L.

La propriété (i) exprime le fait qu’il y a une maniere naturelle de corriger additivement un processus adapté
intégrable pour en faire une martingale, en lui retranchant la somme de ses accroissements conditionnés, que ce
terme correctif additif constitue un processus prévisible, et que la décomposition obtenue de la sorte est unique.

Si par exemple M,, = Z; +- -+ Z,, est une marche aléatoire a pas i.i.d. centrés et de variance o2, alors on sait que
M? — 0?n est une martingale, ce qui fait que le processus croissant de M est donné par (M), = o°n.

Si (Mp) pen €t (M},) e, sont des martingales de carré intégrable pour la méme filtration, alors (M, M;,), . €st
adapté et intégrable, et son compensateur est noté (M, M'),, = %((M + My, — (M- M'),) (identité de polarisation
de forme quadratique). Dans la méme veine, pour une filtration fixée, I'ensemble des martingales bornées dans L?
est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (M, M") := (M, M), := i((M + Moo — (M- Mo).

Démonstration. La décomposition proposée vérifie bien les propriétés annoncées. Pour I'unicité, si X = Xo+ M+ A
est une décomposition avec M martingale et A prévisible et My = Ap =0, alors A= X — Xy — M est intégrable, et

EXy—Xn 1| Fn1)=An—Ap 1 +EMy—My_1 | Fn1) = An— Ap-1,

et comme Ag =0, on obtient, pourtoutn=1, A, = ZZ:I E(Xg — Xg—1 | Fr-1), ce qui fixe aussi My, = X, — Xo — Ap.
Pour finir, si X est une sous-martingale, alors pour toutn=1,0ona

Ap—An 1 =EA,—Apa1 | Fpo1) =E(X — X1 | Fp1) —EWMp — M1 | Fp1) = E( X — Xp—1 | F—1) =0 pes.
Pour le (iii), la seconde formule pour (M), provient de la propriété de martingale de M :
E((Mi — Mi1)* | Fo1) = E(ME | Fie—y) = 2My EM | Fie—y) + Mig_y = E(Mg — My | Fiey).

D’autre part, comme (M)o =0 et (M), / (M)~ dans [0,00], en combinant propriété de martingale pour M2 — (M)
et convergence monotone pour (M), il vient que E(M%) = E(M) ) + E(M2) /" E((M)oo) + E(M3) dans [0,00]. [ |

Si Xj. € LP pour tout 0 < k < n, alors maxg<j<y | Xkl < |Xol+---+|X,| € LP, et ceci ne nécessite rien. Peut-on rendre
cela quantitatif? Qu’advient-il en horizon infini n — co? Voici une réponse pour les sous-martingales positives.

Théoréme 4.7.2. Inégalité maximale de Doob.

Soit (X;) ,en Une sous-martingale positive, par exemple une fonction convexe positive d’'une martingale.

(i) Pour tout n € N et tout réel r > 0,
E(Xnﬂ{maxlskSnszr}) < [E(Xn)
r - or

IP( maxszr)s
O<k<n

(ii) PourtoutneNettoutréel p>1,
max E(X}) < E max X!) < (L)p[E(X,’j),
0sksn = K osk=n K p-1
en particulier, par convergence monotone,
P
supE(X?) < [E(supr,’) S(L) supE(X?).
neN neN pP—1) jnen

En particulier, pour toute sous-martingale positive ou martingale (X,,) e €t toutréel p > 1:
— X estbornée dans L” ssi X est dominée dans L” au sens oll sup,,ep | Xl € L.
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La derniere propriété relie, pour les martingales, deux criteres d'uniforme intégrabilité (exemple 1.9.2).

Observons que g = p/(p — 1) est 'indice conjugué de Hélder de p. Si p = 2 alors (p/(p —1))P = 4.

Il est possible d’établir que la constante p/(p—1) est optimale, et qu'iln'y a pas d’inégalité maximale pour p = 1.

Linégalité maximale de Doob exprime le fait que le moment (ou queue de distribution) du maximum sur un
intervalle de temps est contrélable par le moment du temps terminal. Il s’agit d'une généralisation au cadre mar-
tingale de I'inégalité maximale de Kolmogorov qui concerne les marches aléatoires (sommes de v.a. i.i.d.).

Démonstration.

() SiT:=infflneN: X, =r},alors{T =k} ={Xo<71,..., Xp_1 <hXg=r}e Frpourtous0<k<netr>0 dolu
Iir=ky < X lir=py <E(Xp | F) V=13 = EXnNi7=ky | F1)s
d’ou, en prenant I'espérance, rP(T = k) < E(X,T7=), puis en sommant sur 0 < k < n,
rP(T = n) < EXpTir<ny)-

Il ne reste plus qu’a observer que {maxy<r<, Xy = r} = {T < n} pour obtenir I'inégalité attendue.

(ii) Linégalité de gauche est immédiate par monotonie. Etablissons I'inégalité de droite. De (i), pour tout r > 0,

rP(X,=r) < E(Xnlix;=r) ol X, = 0mkax Xp.
<K<n

Exploitons 'indicateur dans le membre de droite pour obtenir une estimée auto-référente. Lidée est d’utiliser
la liaison entre moments et queue de distribution ®. Plus précisément, on écrit, pour tout réel p > 1,

o0 o0
f rP(X: = r)prP~2dr sf E(XyTixr=r) prP~2dr,
0 0

qui se réécrit au moyen du théoréeme de Fubini-Tonelli en

o0 o0
[Ef Tﬂ{xgzr}prp*Zdrs[Ef Xn‘"{X,’;zr}Pl’pfzdr,
0 0

c’est-a-dire (ici on utilise p > 1 qui donne p—1>0)
n 1 p n 2
E P=id s—[EXf —-1)rP=4dr|,
fo pr r p—l(no (p—-Dr r)
en d’autres termes,
E((X)P) < ——E(X, (X)P ).
p-1

Linégalité de Holder appliquée au membre de droite donne

ECG (OGP ™) S ECEDMPE(X)P)! 7, dotientin (X)) =(=E= ) "ECK]).
P

4.8 Convergence par la voie de carré intégrable (vallée de Doob)
10—11

Théoréme 4.8.1. Martingales bornées dans L?.

Si (Mp,) ,en €St une martingale bornée dans I?%: SUp.en [E(M%) < 0o, alors il existe M, € L2 t.q.

lim M, = My p.s.etdans 2.

n—oo

En particulier lim,—.o, M, = Mo dans L et E(Mp) = E(Mo). De plus E(M5) = E(M2,) — E(M)oo).

Rappelons que si X;, € LP — X € LP dans L? alors E(| X,,|P) — E(| X|?) car la norme LP est continue.

6. Le théoreme de Fubini-Tonelli donne E(U(| X)) — U(0) = [Efolx| U'(ndr = [f°U (NP(X| = r)dr.
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Démonstration. Pourtous n=1et1 < k < n, on a, en notant AMj := My — My._,
E(AMAM;) = EE(AMAMy, | Fp-1)) = EAME(AM, | F5-1)) = 0.

Cette orthogonalité des accroissements successifs donne, pour tous n,m e N,

n+m

E(Mpem—Mn)*) = Y, E(AMp)).

k=n+1

En particulier, comme sup,cn E((M, — MO)Z) < 00 car sup,,ey [E(M%) < oo par hypothese, on obtient

Y E(AMp)?) < 0.
keN

De plus (M) ,en est de Cauchy dans L?, donc elle converge dans L? vers une limite notée M, € L2. Il reste 2 établir
la convergence p.s. Il suffit de montrer que (M) ,cn €st de Cauchy p.s. Pour cela, définissons

Xy := sup |M; — M.

i,jzn

Maintenant il suffit d’établir que lim,,—., X;; = 0 p.s. En fait, 0 < X, \\ X p.s. quand n — oo, oul X = 0. Par consé-
quent, il suffit de montrer que E(X2) = 0 ot le carré est choisi pour faciliter le calcul par la suite. Par le lemme de
Fatou, il suffit d’établir que lim,,_. [E(X%) =0.0r

Xp <sup|M; — My|+sup|M, —M;|=2Y, ou Y,:=sup|Mi—M,l.

izn j=zn k=n

1l suffit d’établir que E(Y?2) — 0. Linégalité maximale de Doob (th. 4.7.2) pour la martingale (M, x — M;,) o donne

E(Y7) <4supE((Mg - Mp)*) =4 Y. E(AM)?),

k=n k=n+1
reste d’'une série convergente! Enfin les limites L? et p.s. coincident par unicité de la limite en probabilité. |

Cecin’est pas abordé lors du cours oral.

Remarque 4.8.2: Formules de Wald

Si M est une martingale de carré intégrable et T un temps d’arrét fini p.s. tel que M7 € L? alors

E(My) =E(Mp) et E(MF)=EM)+E(M)r).

En effet, par le théoréme 4.4.1 d’arrét de Doob, (M,;AT) ,en €St une martingale, E(Mua 1) = E(M)),
et la décomposition de Doob de MfmT donne [E(MfmT) = [E(Mg) +E((M),aT). Or par convergence
monotone, E((M) ;1) — E((M) 1), tandis qu’en procédant comme dans la preuve du théoréme 4.8.1,
on a que (MyA7) neny st de Cauchy dans L2, donc M,,n7 — M7 dans L? et dans L', d’ot1 les formules.
Les martingales M et M? — (M) et le temps d’arrét T ne vérifient pas forcément les hypothéses du
théoréme 4.4.1 d’arrét de Doob, mais les conclusions attendues ont lieu d’apres ce qui précede.

Lorsque M, =S, —nmavec S, = Z1 +---+ Z, et (Z,) ,>1 i.i.d. de moyenne m et de variance 0%, ona

(M), = 0% n. Cela peut étre utilisé pour la ruine du joueur de pile ou face de I'exemple 4.4.6.

Théoréme 4.8.3. Surmartingales positives.

Soit (X;) ,en Une surmartingale positive. Alors :

(i) 1l existe X, =0 telle que Xoo € L! et r}im Xy = Xoo oS
—00
(i) Pour tout n, X, = E(X | Fr), donc E(X;,) = E(Xso).

(iii) 11y a de plus convergence dans L' ssi (X;,) ,en €St U.i.

En somme, un certain type de suites aléatoires positives et décroissantes en moyenne sont convergentes.

45



Démonstration. La convergence dans L' n'a rien & voir avec les martingales et concerne le lien général entre les
convergences p.s. et L! des suites de v.a. et la notion d’u.i. Quant 2 la minoration de X, elle découle directement
de la propriété de surmartingale, du lemme de Fatou conditionnel, et de la convergence presque stire :

Xpnz h_m E(Xon | Fn) = E( h_m Xm | Fn) =E(Xoo | F).

nm—oo n—oo

Cela montre également au passage que X, € LY car Xoo =0 et E(Xy) < E(X;) <oo.

Etablissons la convergence presque stire. Lidée est de se ramener a une sous-martingale bornée par déformation,
puis a une martingale bornée dans L? par la décomposition de Doob. Plus précisément, comme e™* est convexe et
décroissante, le processus (Y, := e %),y est une sous-martingale, de décomposition de Doob (théoréme 4.7.1)

Yo=Yy+M,+A,, n=1, My=Ay=0,

ol M est une martingale et A prévisible. Comme Y est une sous-martingale, A est croissant positif: 0< A, /" A
p.s. dans [0,00]. Il nous suffit d’établir que M est bornée dans L? et d’exploiter le théoréme 4.8.1. Comme X,, = 0, la
v.a. Y, et a valeurs dans [0, 1], et par convergence monotone, E(As) = lim,—oE(A,) =lim,_E(Y, — ¥y) < co car
Y, — Yy estdans [-1,1]. En particulier A etdonc M = Y —Yy—Aestbornée dans L!. Mais a ce stade, il n’est pas évident
que M soit de carré intégrable. Cependant M est majorée par une constante, car A est positifet Y est a valeurs dans
un intervalle borné. La propriété d’orthogonalité des accroissements de martingales, déja exploitée dans la preuve
du théoréme 4.8.1 pour les martingales de carré intégrable, reste valable pour les martingales positives ou minorées
par une constante, ou négatives ou majorées par une constante. Pour M cela donne, pour tous n, m, dans [0, co],

n+m
E((Mpsm—Mp)*) = Y. E(AMp®) ott AMy:= My~ M.
k=n+1
Ecrivons Y,f = YO2 + Z]’C‘ZI (Yk2 - Ykz—l)' Comme Yy = Yi_1 + AMj + A Ay, on obtient
n
Y2=Y¢+ Y [(AMp)* + (AAQ? + 2V 1AM + 2V 1 AAg + 2AM A Ay .
k=1
Maintenant Y@ + ¥ (AAp)? = 0et2Y . Yi_1AAg =0 car Y =0 et AA= 0. Donc
n n
Y (AM?+2 ) (Vo1 +AAQAME < Y < 1.
k=1 k=1
A ce stade, on observe que E((Yz_1 + AA)AMy) = E((Yi—1 + AADE(AMy | Fr_1)) =0, d’'ol1

E(M2) = E(M,, — Mp)*) = Y E(AMp)*) < 1.
k=1

Théoréme 4.8.4. Sous-martingales bornées dans L.

Soit (X;) ,en Une sous-martingale bornée dans L. Alors:

(i) Ilexiste X, € L! telle que r}im X, =X p.s.
—00

(ii) 11y a de plus convergence dans L' ssi (X;,) ,en €st u.i.

(ili) La bornitude dans L! est équivalente a I'hypothése d’apparence plus faible sup,,nE(X;}) < oo.
Démonstration. La propriété (ii) n’a rien a voir avec les martingales et concerne le lien général entre les conver-
gences p.s. et L! des suites de v.a. Le fait que X, € L' découle tout simplement du lemme de Fatou :

E(| Xool) = E(lim | X, |) = BimE(|X,]) < supE(|X,]) < oco.
n n n

Concernant la reformulation de I'hypothése de bornitude, comme E(X;}) —E(X;;) = E(X,) = E(X)), il vient

E(X,) < supE(X,;) —E(Xp).
N

ne

Démontrons a présent la convergence p.s. Soit C := sup,, E(|X,|) < co. Il suffit d’établir que

X=Y-Z
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ol (V) nen €t (Zn) nen sont des surmartingales positives et d’utiliser le théoréeme 4.8.3.
Comme x* = max(x,0) est convexe et croissante, le processus (X,;) ,y €St une sous-martingale. Soit

Xy =Xg+My+A,

sa décomposition de Doob (théoreme 4.7.1), o 0 < A, / A p-s. dans [0,00]. Comme E(A,) = E(X;) — [E(XJ) <C,
il vient que E(As) < C par convergence monotone. Introduisons a présent le processus (Y;) ,en défini par

Yy =Xy + My +E(Aco | F).

Le processus (Yy) en est une martingale en particulier une surmartingale, positive car Y, = X; + M, + A, = X,; = 0.
Enfin Z,, = Y, — X;, définit une surmartingale (somme d’'une martingale et d'une surmartingale), positive car

Zn= X —X,=X, 20.

Remarque 4.8.5. Martingales positives.

Une martingale positive est toujours bornée dans L!. En tant que sous-martingale bornée dans L' (théo-
reme 4.8.4) ou surmartingale positive (théoréme 4.8.3), elle converge p.s. vers une v.a. intégrable. C’est le
cas notamment pour le modele des urnes de Pdlya et celui de Wright —Fisher.

Remarque 4.8.6. Equivalence de deux théorémes de convergence.

La preuve du théoréme 4.8.4 (sous-martingales bornées dans L') ci-dessus est une réduction au théoréme
4.8.3 (surmartingales positives) faisant usage de la décomposition de Doob (théoréme 4.7.1). Or il est a
I'inverse possible de déduire treés simplement le théoréme 4.8.3 du théoréme 4.8.4. En effet, si (X},) ;en €5t
une surmartingale positive, alors (—Xp) ey €st une sous-martingale vérifiant sup,,¢nE((=X;,)") = 0 < co.
Cette observation suggere de rechercher une preuve alternative directe du théoréme 4.8.4. Une telle preuve
est proposée dans la section 4.9, au moyen de 'inégalité des montées et des descentes de Doob.

Le théoréme suivant généralise le théoréme 4.8.1 de convergence des martingales bornées dans L2.
Théoréme 4.8.7. Martingales bornées L”, p > 1.

Soit (M},) ,en une martingale ou une sous-martingale positive.
Si (M) e est bornée dans L : sup,,en E(IM,1P) < 0o, pour un réel p > 1, alors :

(i) 1l existe My € LP tel que lim,,—.co M, = M, p.s.etdans L”.
(ii) M* :=sup e [Mal € LP et (M) <(527)"E( MoolP).

Une telle martingale est une martingale fermée (théoréme 4.10.1).

Démonstration. Comme (Mp,) ,en €St une sous-martingale bornée dans LY M, — M, p-s. ol My, € L! (théoreme
4.8.4). De plus le lemme de Fatou donne E(|M|P) <lim,_ _E(|My|P) < sup,cnE(IMy|P) < 0o, donc My, € LP.

Pour tout 1 < r < p, comme (|Mj|") ,en est bornée dans LP/", p/r > 1; elle est u.i. par le critére de de la Vallée
Poussin (théoreme 1.9.1), et le théoréme 1.9.4 de convergence dominée u.i. L” indique que M, € L™ et M, — M,
dans L. Cela établit la convergence dans L", 1 < r < p, du (i) sans utiliser la propriété de martingale de (My,) ,en-

Reste a obtenir la convergence dans L”, et (ii). Linégalité maximale de Doob du théoréme 4.7.2 pour la sous-
martingale positive (| M) ,en donne

[E(supIMnlp) s(%)psup[E(anlp) < 00,

neN neN

d’olt sup e | Myl € LP, autrement dit sup ,ep [Mnl?P € LY, dou, par convergence dominée,
E(|Mool?) = lim E(|M,|”) = supE(IM,|P) < oo,
n—co neN
ol la derniere égalité vient de la croissance de (E(|My|P))en, car (|MylP),en €st aussi une sous-martingale car

x = 0 — xP est convexe croissante. Ceci redémontre que My, € L”, donne E(|Muo|”) = sup,,enE(1M,|P), et donne
également (ii). Enfin, la convergence dans L? dans (i) s’obtient par convergence dominée en observant que

|My, — Mool? < 2P~ (sup | My |P + | Mo |P) € LY.

neN
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Exemple 4.8.8. Contrexemple de martingales non u.i. : Galton —- Watson critique.
Considérons le processus de branchement de Galton —Watson, de la forme
My = Xn+1,1 +oeet Xn-%—l,Mn; My =1,

moyenne 1. Comme (M,),»; est une martingale positive, elle converge p.s. vers My, € L! (théoreme 4.8.3).
C’est aussi une chaine de Markov d’espace d’état N. L'état 0 est absorbant et tous les autres états peuvent
mener a 0 et sont donc transitoires. Il en découle que p.s. soit (M},) ,en converge vers 0 soit vers oo, et comme
My € LY, il vient que My, = 0 p.s. La convergence de (M},) ,cn e peut pas avoir lieu dans L' car cela don-
nerait la contradiction suivante : 1 = E(M,;) — E(My,) = 0. La martingale (M,,) ,en Dest donc pas u.i. Etant
positive, elle est évidemment bornée dans L', mais dans aucun L? pour p > 1 car non w.i. Comme elle n’est
pas u.i, elle n’est pas dominée dans L' : sup,,cp | My | € L', le maximum de sa trajectoire a une queue lourde.
Cela explique le caractere plutot déroutant des simulations naives des trajectoires de ce processus.

)k)j,kzl sont i.i.d. de loi p sur N telle que p(0) > 0. Placons-nous dans le cas critique ou u est de

4.9 Convergence par la voie des montées et descentes (aréte de Doob)

Dans la section précédente, le théoreme 4.8.3 de convergence de surmartingales positives puis le théoreme
4.8.4 de convergence de sous-martingales bornées dans L', qui sont équivalents, sont démontrés successivement,
via la décomposition de Doob (théoréme 4.7.1), par réduction au théoréme 4.8.1 de convergence des martingales
bornées dans L?, lui-méme démontré via 'inégalité maximale de Doob (théoréme 4.7.2). Dans cette section, on
adopte 'approche d’origine de Doob, basée sur les montées et les descentes, plus inattendue, qui établit directe-
ment le théoréme 4.8.4 de convergence des sous-martingales bornées dans L!. Avec le recul, cette approche par
montées et descentes reste trées spécifique aux martingales, tandis que celle par réduction au cas hilbertien est plus
universelle (c’est par exemple celle adoptée pour la construction de I'espérance conditionnelle).

Soit x = (x,) ,en Une suite réelle déterministe. Pour tous réels a < b, soit (Si(x)) k> et (Ti(x)) k=1 les suites a
valeurs dans N U {+oc0} définies par récurrence comme suit (inf@ = +o0) :

{Sk+1(x) =inf{n= T (x): x, < a}
avec Ty(x) :=0.
Tiy1(x) =inf{n = Sgy1(x) : X, = b},

En particulier Ty (x) < Sg4+1(x) < Ti+1(x) pour tout k = 0. Posons a présent
[0} [e.0]
Np([a,b),x):= Y Nz, c0=m €t Noo(la,bl,x):= Y N1 (x<co}-
k=1 k=1

La quantité N, ([a, b], x) est le nombre de montées pour 'intervalle [a, b] effectuées par la suite xy, ..., x,.
La quantité N ([a, b], x) est le nombre de montées pour l'intervalle [a, b] effectuées par la suite (x;,) jen-

Lemme 4.9.1. Caractérisation de la convergence par les montées.

Une suite (x,) ,en converge dans R = [—00, +00] ssi Noo([a, b], x) < oo pour tous rationnels a < b.

Démonstration. Supposons que X, — x € R. Si x € R, alors (x,,) ,en €st 4 partir d’un certain rang dans un intervalle
arbitrairement petit contenant x, et si son diametre est plus petit que celui de [a, b], alors le nombre de montées
pour [a, b] est fini. Si x = +o0o (respectivement x = —oo) alors, a partir d'un certain rang, (x,),cn reste au-dessus
(respectivement au-dessous) de [a, b], et le nombre de montées pour [a, b] est fini.

Réciproquement, supposons que (X,) ,eny e converge pas dans R. Alors en considérant des rationnels a < b tels
quelim x, <a<b< mn X,, on obtient une infinité de termes < a et une infinité de termes > b, et en particulier
une infinité de montées a travers [a, b]. |

Nous allons exploiter ce lemme d’analyse pour les trajectoires de sous-martingales.
Si (X) nen st adapté alors Si(X) et Ty (X) sont des temps d’arréts, et donc Ny([a, b], X) est &, -mesurable :

{T(X) = n} = Uosm <nm<--<mp<np=niXm, < @, Xp, 2b,-++, X < a, Xy, 2b} €%, (idem pour Sg).
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Lemme 4.9.2. Inégalité sur les montées de Doob.
Si (X5,) nen €St une sous-martingale alors pour tous réels a < b et pour tout n € N,

(b— @)E(Ny(la,b], X)) <E(Xp - @) - (Xo—a)").

Démonstration. Comme x — (x— a)” est convexe et positive, le processus (Y := (X, — a)*) ,en €St une sous-mar-
tingale. Notons S, Tk, et N, sans X ni [a, b] pour alléger. Pour faire apparaitre (b — a), 'idée est de considérer les
traversées de [a, b], c’est-a-dire les montées qui suivent une descente. Pour cela, on introduit, pour tout n € N,

Yo=Yo=) (Vi=Yeo)) = ) (Hp +Ko) (Y= Vo) = (K+ H) - V),
k=1 k=1

o0
Hp:= ) Vse<n=ry) =
k=1

1 sin estentre une descente et la montée suivante
et K,:=1-H,.

0 sinon

Comme (H+K):-Y=H-Y +K-Y,nous pouvons évaluer (H-Y), et (K-Y), séparément. Or

n Ny,
(H-Y)p=Y He(Ye—Yie1) = Y (Y1, — Ys,) + Uy, or<m (Yn — Yoy, ).
k=1 k=1

Comme Yg,, ., =0sur {Sy,+1 <oo} et comme Yy >0, ilvient(H-Y), = Zg;‘l(YTk - Ys,),dou
E((H-Y)n) = (b— a)E(Ny).

D’autre part (Hy),,»; est prévisible car {Sy < n < Ty} = {Sg < n—1}n{Ty < n—1}° € &, car S et Ty sont des temps
d’arrét, et comme il prend ses valeurs dans [0, 1], le processus K = 1 — H est également positif, et prévisible. Il en
découle, par le lemme 4.2.2, que le processus K - Y est une sous-martingale, et en particulier

E((K-Y)n) ZE((K-Y)o) =0.
En combinant les deux minorations en moyenne obtenues, cela donne finalement
(b—a)E(Np) =E(H-Y)p) =E(H-Y)p+ (K- Y),) =E(Y, - Yo).
|

Preuve du théoréme 4.8.4 de convergence des martingales bornées dans L' via montées et descentes. Pour tous ration-
nels a < b, I'inégalité sur les montées de Doob (lemme 4.9.2) donne, pour tout n = 1,

(b— a)E(Ny([a, b], X)) < E(X, — @)") < |al + supE(X})),
keN

d’ot, par convergence monotone,

(b—- @)E(N(la, b], X)) < oo,

qui donne Ny ([a, b], X) <oop.s. Soit Q, j, € o/ 'ensemble p.s. associé. Comme Ny peg.a<p24q,p €St €ncore p.s. il vient
que p.s. pour tous rationnels a < b, Ny ([a, b], X) < co. Le lemme d’analyse 4.9.1 donne alors la convergence p.s. de
X. Enfin le fait que la limite p.s. est intégrable, et donc en particulier finie p.s., provient du lemme de Fatou. ]

4.10 Martingales fermées ou uniformément intégrables

Théoréme 4.10.1. Martingales bornées dans L'.

Si (M) ,en €St une martingale alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) (Mpy),en converge p.s. et dans L' vers My, € L.

(i) (Mp) ey €st une martingale fermée : il existe X € L! t.q. M,, = E(X | &) pour tout n € N.

(iii) (My),en est uniformément intégrable.
De plus, dans ce cas, My, = E(X | Fo) OU Foo := 0 (UL F 1)

C’est le cas en particulier des martingales bornées dans LP, p > 1, du théoréme 4.8.7.
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Démonstration. (i)= (ii). Pour tous m = n, M, = E(My, | %5), dou M,, = E(My, | %) quand m — oo, par conver-
gence dominée conditionnelle ou par contraction E(E(|M,, — E(Meo | F1)|) = E(IE(My, — Moo | F)) < E(IMpy — Mool).
(ii)=(). La suite (M) ,en €St une sous-martingale bornée dans LY, donc par le théoréme 4.8.4, il existe X € L
telle que M,, — X p.s. La convergence dans L' découle enfin du fait qu'une martingale fermée est toujours .i.
(i)=(iii). Découle du fait que la convergence dans L' implique I'uniforme intégrabilité.
(iii)= (i). Comme (M},) ;e €st u.i. elle est bornée dans L', d’ot1 (i) par le théoreme 4.8.4.
Il ne reste plus qu’a établir que si (i)-(ii)- (iii) sont réalisées, alors My, = E(X | ). Comme M, est F,-mesurable
pour tout 7, il en est de méme pour M. De plus, pour tout B € &, E(X1p) = E(M,,1p) = E(Mx1p). Ceci implique
que E(X1p) = E(Myo1p) sur U;":Ogn, donc sur U(U?:Ogn) = par le théoréeme des classes monotones. ]

Ceci n’est pas abordé lors du cours oral.

Si (My,) nen €st une martingale u.i. alors M7 fait sens pour tout temps d’arrét T, fini ou pas, en posant Mt :=
M, sur {T = oo}. Cela conduit naturellement a une version étendue du théoréeme d’arrét de Doob :

Théoréme 4.10.2: Théoreme d’arrét pour les martingales u.i.

Si (Mp,) en €St une martingale u.i. alors pour tout temps d’arrét 7, fini ou pas,
Mr =E(My | %71), enparticulier E(Mr7)=E(My)=E(M,) pourtoutn.
De plus, si S est un autre temps d’arrét tel que S < T alors
Mg =E(Mrt|Fs), etenparticulier E(Mg)=E(Mr).

Si (Ty) nen €St une suite croissante de temps d’arréts, alors (Mr,) .y €st une (F7,) , .y -martingale.

neN

Démonstration. Le découpage selon T donne, en notant %, := 0 (M), que Mt € L'

E(Mr)= Y EQr=mlEMoo| FDD < Y. Er=nE( Mool | Fn) = E(IMu) < 00,

neNU{oo} neNU{oo}

ol la commutation E}_,, = Y, E provient du théoreme de Fubini-Tonelli. De méme M7 = E(M, | %) car
pour tout A € &r, grace au fait que AN{T = n} € &, et M, = E(Mo, | &,,) (théoréme 4.10.1),

EQaMp) = Y. Eanr=mMn) = Y. E(lanr=nEMs | Fn)) = E(1aM).

neNu{oo} neNuU{oo}

Enfin S < T donne &5 < Fr, d'ott Mg = E(Muo|Fs) = EE(Moo| Fr) | Fs) = E(M7 | F). [

4.11 Martingales rétrogrades ou renversées et application a la loi des grands nombres

Dans cette section, on se place sur (2, %,P) muni d'une suite décroissante (%) ,cn de sous-tribus de &.
Un processus (X,) ,en €st une martingale renversée lorsque pour tout 7,

Xy € LNFn) et EXp|Fni1) = Xna.
Exemple 4.11.1. Moyenne empirique de v.a. i.i.d. intégrables.

Soit (Z,) ,»1 une suite de v.a. i.i.d. intégrables et, pour tout n =1,

Sn .
anzn ou Sn5= Zl+"‘+Zn et Lg.}'lzz U(anXn+l;---)=U(Snrsn+l;-~-)=U(Sann+l;Zn+2,-u)-

Par définition, X, € L' (%,) pour tout n. De plus, pour tout n = 1,

n n
Sn=ESn | Fn) = > E(Zk | Fn) = Y E(Zk|Sn) = nE(Z; | Sp) = nE(X1 | Sn) = nE(Xy | Fp).
k=1 k=1

Donc X, = 57" =E(X; | #,) pour tout n. Mais alors %,, > %, donne, pour toutn =1,

E(Xp | Fu1) =EE&XG | F0) | Fua1) =E(XG | Fne1) = X
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Quitte a poser Xy = X1, (X;,) nen €5t donc une martingale renversée.
Pour * : si ¢ et ¢’ sont des tribus indépendantes, et U positive ou intégrable, indépendante de ¢’, alors

EU|oGu¥) =EUI|9),
utilisé avec 4 = 0(Sy,) et 9’ = 0(Zn11, Zns2,...) de sorte que F,, = 0(Sy, Zns1, Zni2,...) = 0(4,4").

Pour #x* : E(Zy | Sp) = hi(Sy) et hi(s) = E(Zi | S, = s) ne dépend pas de k, les lois conditionnelles sont
identiques car laloi de (Z1,..., Z,) est échangeable, c’est-a-dire invariante par permutation des indices.

Théoréeme 4.11.2. Convergence des martingales renversées.

Si (X,,) »en €St une martingale renversée alors il existe Xo, € L' t.q. X, — X p.s. et dans L'.

Lusage d'un temps négatif, avec (¥,),<o croissante, permet la formule habituelle E(X,,+; | &%,) = X,; pour
(X7n) n<0- Avec ces notations renversantes, le théoreme 4.11.2 s’écrit X, — X_o € I p-s. etdans LY quand n — —oo.

Démonstration. Pour tout entier K, définissons

FK=

n

YK_{XK_n si0sn<kK
K _

Frx-n si0sn<sK
Xo sin>K ’

Fo sin>K

Alors (Y,F ) e €St une martingale pour la filtration (95 ) neny- Linégalité sur les montées de Doob du lemme 4.9.2
pour la sous-martingale YX appliquée au temps K et  un intervalle quelconque [a, b] donne

(b-a)Nk([a,b], Y) <E(YE -t =EXo- ).
Or Nk(la,bl,YX) / N (la, bl, X) quand K — oo, d’ol1, par convergence monotone,
(b— a)E(Noo ([a, b], X)) <E((Xo—a)™) < oo,
d’ot1 X,, — X p.s. dans R (lemme 4.9.1). La propriété de martingale renversée implique la bornitude dans L' :
E(1 Xn+1) SEEIXA] | Fni1)) = EUXp]) < --- =E(Xol) < o0.

Il en découle par le lemme de Fatou que la limite p.s. est dans L!. D’autre part, la propriété de martingale renver-
sée donne également X, = E(X; | &), donc X est u.i. car fermée et la convergence a donc aussi lieu dans I'. la
décroissance des tribus des martingales renversées simplifie I'étude de la convergence! ]

Comme corollaire, la loi des grands nombres classique pour les sommes de variables indépendantes et identi-
quement distribuées, avec une preuve assez courte et distincte de la preuve classique par troncature.

Corollaire 4.11.3. Loi des grands nombres pour les v.a. i.i.d..

Si (Z) >1 est une suite de v.a. i.i.d. intégrables alors % — E(Z) p.s. et dans LY

Démonstration. Le théoréme 4.11.2 pour la martingale renversée de 'exemple 4.11.1 donne X, € L' t.q. S—n" — Xoo»

p-s. etdans L' En particulier, E(Z;) = [E(‘%") — E(Xoo)- De plus, par la loi du zéro-un, la v.a. S—n” est mesurable pour la
tribu terminale de (Z,),,>1, qui se réduit a {5, Q}, donc X, est constante p.s.
| |

Le théoreme 4.11.2 posséde le raffinement suivant : X, = E(X}, | %) pour tout n, ol F, = N, F,. D'autre
part, si X est une martingale renversée, alors X, =E(Xy | &,) , d'ou E(|X,|) < E(|Xpl), d’oli sa bornitude dans L' Le
théoréme 4.11.2 peut étre généralisé aux surmartingales et aux sous-martingales renversées bornées dans L!.

Au-dela de la loi des grands nombres pour les suites i.i.d., les martingales renversées permettent d’étudier les
suites échangeables, d’établir la loi du zéro-un de Hewitt— Savage, et le théoreme de représentation de de Finetti.

Lexpérience montre que 'inégalité maximale de Doob et les martingales renversées ont peu d'usage en dehors
de ceux mis en avant ici. En revanche les théorémes de convergence de martingales (bornées dans I% oul”, p>1),
de surmartingales positives, et de sous-martingales bornées dans L' sont tres utilisés dans les applications.

C’est le moment d’'un rappel sur les sources de convergence p.s. La plupart des preuves de convergence p.s.
reposent au bout du compte sur 'une des deux propriétés élémentaires suivantes (parfois via le lemme de Borel -
Cantelli) : si X est a valeurs dans [0, 0], alors E(X) < co implique X < oco p.s. et E(X) = 0 implique X =0 p.s.
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4.12 Théoreme limite central pour les martingales de carré intégrable

Théoréme 4.12.1. Théoréme limite central pour les martingales de carré intégrable.

Soit (M) ,en Une martingale de carré intégrable et 0 < a,, /" +oo une suite déterministe telle que :

(M), p . el
=1 — o pour une constante o2 > 0, autrement dit (M), - o2 a,, en probabilité.
-0 —00

®

n

1 n
(i) — ) E(Mg— M, |21]{|Mk_Mk—1|2£m} | Fr_1) n%c 0 pour tout £ > 0 (condition de Lindeberg).

n k=1
Alors M M
n o loi, N (0,0%) autrement dit ——b— o, N(0,1).
\/ @p N0 (My,, n—oo

— Lelien entre les deux conclusions découle du lemme de Slutsky.
Il s’agit d'un TLC autonormalisé par la variance conditionnelle (M), = 22:1 E((Mj — Mk—1)2 | Fr_1).
Comme (M), — +oco en probabilité, cela donne en particulier une LGN faible :

Mp  », 0
(M), n—oo

Cette convergence peut étre renforcée en une convergence presque stire (LGN forte).

— Lacondition de Lindeberg (ii) exprime le fait qu’il est possible de procéder a une troncature pour se ramener
a une martingale a accroissements bornés . Cette condition est automatiquement vérifiée lorsque M est
bornée car a,, — +oo, ce qui annule les indicateurs pour n assez grand. Une condition suffisante est donnée
par la condition de Liapounov, qui est plus simple :

S ) 1 & P
(ii") il existe un réel p > 1 tel que —; Y E(IMy — Mi—1 P | F—1) — O.
k=1

az n—oo

En effet, en notant A := My — Mj._;, I'inégalité de Markov® Tyagizevan = ElA’le donne
n
2p-1

2p
IAglzey @) E(ALI | Fr-1)-

EUA kP Tyase yam | Fr-1) = E(AL*T | Fr1

) < ;
(g\/a_n)Z(p—l)

— Le théoreme s’applique en particulier a la martingale M,, = Z; +---+ Z, ou (Z,),>1 est une suite de v.a.
indépendantes, centrées, de carré intégrable, mais pas forcément de méme loi. C’est dans ce contexte non
ii.d. qu'on été développées historiquement les conditions de Lindeberg et de Liapounov. Dans ce cas cela
donne (M), = 07 +---+ 0% ou 0% := E(Z?), de sorte que si 07 = 1/i alors (M), ~p—oo log(n). Ce TLC peut
donc donner acces a des fluctuations a vitesses différentes de /7! 1l est trés utilisé dans les applications.

Démonstration. Pour simplifier, et éviter notamment un lourd argument de troncature, nous nous contentons de
la preuve dans le cas restreint o1 a,, = n et ot (ii) est remplacé par

(ii”) M est conditionnellement bornée dans L3 : pour tout n =1, E(IM;, - Mp_113 | Fn_1) < 1.

ce qui implique la condition de Liapounov (ii’) avec p = 3/2, donc de Lindeberg (ii).
Pour tout 1 = 1, soit A(M) , := (M), = (M) p—1 = E(My, — My-1)* | Fp—1) =E(AM)?% | Fp_1).
Observons des a présent que 'inégalité de Jensen pour I'’espérance conditionnelle et (ii”) donnent

0= AM), = E(AM); | Fn1) <EIAM, P | Z,1)*P < 1.

Lt 22 2 2,2
. s 1z P N L M+ N 2 a2
Le résultat a démontrer est équivalent a Eeve "2 )—1 pour tout ¢ € R. Or (i) implique que ez ‘M — ™2

en probabilité et donc dans L! car la suite est u.i. car bornée car 0 < (M), <n,dou
2

T VT O S Y R Y
IeW n 2 _ o'V ntay, n

22 Aoy 1
|=le 2 —ezn"™'n| >0dans L.

it i
11 suffit donc d’établir que E(e' V7 Mt 23 <M>") — 1 pour tout ¢ € R. Quitte a remplacer M par la martingale M — M,,
qui a le méme comportement asymptotique, on peut supposer que My = 0. Soit u € [-1,1]. Posons

. w2 i w2
Ly:= elLtMn+ 5 (M)n _ Ly1Z, ou Zp:= eluAMn+ > A(M>n.

7. Latroncature est une technique classique pour établir les résultats asymptotiques comme le théoréeme limite central.
8. Alternativement, il est possible d’utiliser I'inégalité de Holder puis de Markov conditionnelles, mais c’est plus long et moins élégant.
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Montrons que E(L,) — 1 quand n — oo, avec une estimée quantitative dépendant de u. Nous avons
Lo=1 et E(Ly|%Fn-1)=LpaE(Zy|Fn-1), n=l

Cela permet d’utiliser le lemme 4.12.2 avec x = AM, et y = A(M), € [0,1], ce qui donne, grace au fait que
E(AM,, | F,_1) =0 et E(A{M),, — (AM)%Z | F,-1) =0 (car M et M% — (M) sont des martingales!),

2
E(Z, | Fny) = [E(l +iuAM, + %(A(M}n —(AM)2) | %-1) + () =14 1y (10)

ol r,(u) :=ER(u, AMp, A(M),) | F,-1). De plus (ii”) donne E((1+]AM,D3 | Fpo1) <E@A+4|AM,° | Fp_1) <8, d'o1y,

2
u- . . . 2 . .
par le lemme 4.12.2, |1, (u)| < 321y13e 7. Ceci donne la majoration récursive suivante :

32 7
IE(Lp) =1 = [E(Lp1E(Zy | Fp1) = DI = [E(Lp—1 = 1+ (E(Zp | Fp-1) =D Lp-1)| < [E(Lp-1) — 1 + [E(|Ln—1|)?|u|3€ z.

. . (nfl)u2 N . .
Or comme (M), < n, il vient que |L,,—;| <e” 2 , d’ou finalement, pour tout réel u € [-1, 1] et tout entier n = 0,

32 .o
I[E(Ln)—llsgnlul ez .

) =1, pour tout ¢ € R, en posant u = -L caralors |u| <1 pour n = 2. | |

v

2
. . . i-— M+ (M)
Ceci donne bien lim,_.,E(e v=~ " 27"

Lemme 4.12.2. Approximation uniforme a I'usage des fonctions caractéristiques.

Pour tout x € R, tout y € [0,1], et tout u € [-1,1],

: u? u? 4 u?
d(w) =™ 7V =1 +iux+ ?(y—xz) +R(u,x,y), avec |R(u,x, )< 5(1 +lxD3uPe™.

Démonstration. Une formule de Taylor avec reste intégral donne

2

! " u 1 “ "n 2 . u2 2
() =20)+P 0 u+d (0)7 + P DT (H(u—9)"ds=1+iux+ ?(y—x )+ R(u,x,y).
0
52
Or comme ®"'(s) = (ix+sy) (3y+(ix+5y)?)®(s), et comme |s| < |u| < 1 et y € [0,1], il vient que [®"(s)| < 4(1+|x])3e =,
u2
d’ou la majoration annoncée du reste : |R(u, x, y)| < 2+ 1xD3ufez. ]

Pour aller plus loin 4.12.3.

— FEchangeabilité et martingales renversées, loi du zéro-un de Hewitt—Savage [43] th. de de Finetti [7].
— Plus sur (Ia LGN et) le TLC pour les martingales [34, Cor. 3.1] et [16, Sec. 2.8.2].
— Plus d’applications des martingales en modélisation [5, 11, 8].

[Inégalité maximale de Doobj [Décomposition de Doob] [Inégalité sur les montées de Doobj

| I

[Martingales bornées dans L? Sous—marting}éles bornées dans Ll}

(0

Surmartingales positives

[Martingales fermées] [Martingales bornées dans Lp>1} [Martingales renversées]

[Loi forte des grands nombres i.i.d.]

FIGURE 4.2 - Liens entre théoremes de convergence de martingales.
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Chapitre 5

Chaines de Markov a temps et espace discrets

FIGURE 5.1 — Explosion de Ivy Mike, premiere bombe a hydrogene, le 1®'novembre 1952. Les algorithmes Mar-
kov Chain Monte Carlo (MCMC) sont nés des travaux autour de cette bombe H, a Los Alamos, notamment un
article paru en 1953 et intitulé Equation of State Calculations by Fast Computing Machines, de Nicholas Metropolis,
Arianna W. Rosenbluth, Marshall Rosenbluth, Augusta H. Teller et Edward Teller, étendu en 1970 par Wilfred Keith
Hastings. Il semble que Metropolis, en charge du MANIAC I, n'a fait que fournir la ressource informatique. Metro-
polis semble étre co-inventeur du terme Monte Carlo, dans un article antérieur écrit avec Stanistaw Ulam. D’autre
part, Stanistaw Ulam, co-concepteur de la bombe H avec Edward Teller, a également développé I’étude des proce-
suss de branchement de type Galton - Watson, pour la modélisation des neutrons dans les réactions en chaine. De
nos jours, les algorithmes MCMC font partie des plus utilisés au monde, dans tous les champs applicatifs.

Ce chapitre est consacré aux chaines de Markov homogenes en temps, a temps et espaces discrets. Ce sont
les suites récurrentes aléatoires (X)) e de la forme X1 = g(Xy, €x+1) OU (€4) ,en €St UNe suite de v.a. i.i.d. Tout
comme les martingales, les chaines de Markov sont basées sur une structure de dépendance, qui leur confere des
propriétés remarquables, et un réle important en modélisation. Le concept de chaines de Markov a été introduit
par Andrei Andreyevich Markov vers 1906, a ’age de cinquante ans, pour explorer le phénomene loi des grands
nombres au-dela du cadrei.i.d. Cela s’inscrivait dans un contexte philosophique de contestation de laloi des grands
nombres, concept probabiliste scadaleux qui mettait en contradiction libre arbitre individuel (indépendance) et
déterminisme du conportement collectif (convergence de la moyenne empirique) [40]. Contrairement aux martin-
gales, qui sont devenues des outils figés, les chaines de Markov portent encore aujourd’hui des problemes ouverts.

Dans toute la suite, un ensemble au plus dénombrable E est toujours muni de la tribu de toutes ses parties,
qui rend continue toute fonction f : E — R. Une mesure de Borel p sur E vérifie (1(A) = Y ye 4 4(x) pour tout AcC E,
ol p(x) = p({x}). Une fonction f : E — R est u-intégrable lorsque la somme au plus dénombrable Y g | fx) | u(x)
converge, et dans ce cas, [ f(x)dp(x) = ¥ g f(x)(x). On dit qu'une mesure p sur E charge I'état x € E lorsque
1(x) > 0. Les mesures sont toujours supposées non identiquement nulles : elles chargent donc au moins un état.

Il est possible d’aborder ce théme sous un angle algorithmique, sans théorie de la mesure, comme dans [29].
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5.1 Suites récurrentes aléatoires et noyaux de transition

Soit (X;) ,en Une suite de v.a. a valeurs dans un ensemble au plus dénombrable E. La loi de la suite est une me-
sure de probabilité sur EN muni de la tribu engendrée par les cylindres. Le théoréme de Carathéodory — Kolmogorov
indique qu’elle est caractérisée par ses marges de dimension finie, c’est-a-dire par les lois des vecteurs aléatoires
(Xo, ..., Xm) pour tout m € N. Or E est au plus dénombrable, et donc la loi de (Xy,..., X;;) est caractérisée par la
donnée de P(X,, = X, ..., Xo = Xo) pour tous Xy, ..., X, dans E. Par conditionnements successifs, on peut écrire

m—1
P(Xm = Xm,..., X0 = Xo) = H P(Xn+1=Xps1 | Xpn=xp..., Xo = x0)P(Xo = x0).

n=0

Siun événement de la forme {X,, = x;,..., Xo = xo} est négligeable, il en va de méme de {X;;, = Xy, ..., Xo = Xp}. Aussi,
dans toute la suite, ces cas particuliers sont systématiquement omis par souci de concision.

Lindice 7 de la suite (X,) ,en €St interprété comme un temps. La variable X, représente la position spatiale a
I'instant n, la tribu o (Xy, ..., X;,—1) représente son passé tandis que la tribu 0 (X;,+1, X,+2,...) représente son futur.

Définition 5.1.1. Chaine de Markov.

On dit qu'une suite (X,),en de v.a. a valeurs dans un ensemble au plus dénombrable E est une chaine de
Markov d’espace d’état E lorsque pour tous n € N et Xy, ..., X+1 € E,

P(Xn+1 = Xn+1 | Xn = Xn, ..., Xo = X0) = P(Xp+1 = Xp+1 | Xn = Xp).
Cela s’écrit également
Loi(Xy41 | Xn,..., Xo) =Loi(Xy41 | X)) pour tout n € N.
On dit que la chaine est homogene (en temps) lorsque pour tout n € N et tous x, y € E,
PXns1 =y Xn=x)=PX1 =y Xo = x).
Cela s’écrit également

Loi(X,411 X, =x) =Loi(X;1Xo=x) pourtousneNetxekE.

Les chaines de Markov modélisent des processus stochastiques sans mémoire. Elles sont incontournables, pré-
sentes pratiquement partout : informatique, physique, statistique, finance, ingénierie, biologie, sciences humaines
et sociales, etc. Sur le plan mathématique, leur apparente simplicité conceptuelle est trompeuse. Ce domaine porte,
encore aujourd’hui, des questions ouvertes ardues et une recherche internationale bien vivante et de haut niveau.

Exemple 5.1.2. Suites récurrentes aléatoires.

Soit Xj une variable aléatoire a valeurs dans un ensemble au plus dénombrable E.

Soit (€,,+1) seny Une suite de v.a. indépendantes a valeurs dans un espace mesurable F, indépendante de Xj.
Pour tout n € N, soit g, : E x F — E mesurable.

La suite récurrente aléatoire (X},) ,cn définie par X,,41 = £, (X, €4+1) est une chaine de Markov sur E.

Elle est homogene en temps si Loi(e,,+1) et g, ne dépendent pas du temps 7 : (€,4+1) yen €Stidd. et g, = g.
En effet, comme (Xy, ..., X;) est 0(Xo,€1,...,€x)-mesurable donc indépendant de €,,41,

P(Xn+1 = Xns1 | Xpn = xp, ..., Xo = x0) = P(g(Xn, Ens1) = Xpt1)-

Exemple de la marche aléatoire sur Z : g(x,&) =x+edou X411 = Xo+ €1+ +Epy1-

Exemple de la marche aléatoire a droite sur le groupe symétrique S, : g(x,€) = xe d'ott X;41 = Xo€1* - Ep+1-
Réciproquement, toute chaine de Markov est une suite récurrente aléatoire de ce type (théoréme 5.5.1).
Pour un entier r = 1, considérons a présent une suite récurrente aléatoire (Xj,) ,en d’ordre r dans E, donnée
par Xy+1 = f(Xn,..., Xn—r,€n+1), OU (€441) n> €St Une suite de v.a. i.i.d. indépendantes de Xy, ..., X;—;. On
dit qu’il s’agit d’'une chaine de Markov d’ordre r, c’est-a-dire que ((Xj;+r-1,.-., Xn)) neny €St une CM sur E”.

Noyaux de transition

Soit (X;,) une chaine de Markov d’espace d’état E. Son noyau de transition P : E x E — [0, 1] est défini par

P(x,y) =P(X; =yl Xo=x), X,y€E.
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Po

1-po {0 =28

FIGURE 5.2 — Graphe des transitions de la chaine de Markov a deux états.

Par homogénéité il vient que P(X,,+1 = y | X, = x) =P(x, y) pour tout n e N et tous x, y € E.
Si v = Loi(Xp), la définition 5.1.1 donne pour tout n € N et tous Xy, ..., X, dans E,

n-1
P(Xy = Xn, ..., Xo = X0) = v(x0) [ [ P(xk, Xp+1)-
k=0

Ainsi, la loi de la suite (X},) ;e €St entierement caractérisée par la loi initiale v = Loi(Xy) et le noyau de transition
P. La notation CM(E,v,P) signifie « chaine de Markov d’espace d’état E, de loi initiale v, et de noyau de transition P
». Chaque couple (v, P) définit une unique loi sur EV. Dans la suite, on omet parfois v et/ou P dans cette notation,
pour alléger. Si (X,,) ,en €t (Yy) nen 0Nt méme loi sur EN et X est une CM(E,v,P) alors Iest aussi Y aussi.

Exemple 5.1.3. Suites récurrentes aléatoires.

Le noyau de transition de la chaine de Markov (X},) ,en de 'exemple 5.1.2 est P(x, y) =P(g(x, €1) = y).

La notion de noyau peut étre isolée du concept de chaine de Markov. Une application P : E x E — R est un noyau
de transition sur E ssi pour tous x, P(x,-), vue comme ZyeE P(x, )6y, estune loisur E :

0<P(x,y)<1 et ) P(x,2) =1

zZ€E

Quitte a numéroter les éléments de E, un noyau de transition P peut étre vu comme une matrice carrée, infinie si
E est infini, appelée matrice de transition, dont chaque ligne est une loi sur E.

P(xg,x0) P(x9,x1) P(xp,x2)
P(x1,x0) P(x1,x1) P(xg,x0)

E={xp,x1,Xx2,...} et P=
Soient pg et p; dans [0, 1]. Le noyau de transition P a deux états est le noyau sur E = {0, 1} qui s’écrit
P0,1)=1-P(0,00=py et P(1,00=1-P(1,1)=p;.

Vue comme une matrice 2 x 2, le noyau P s’écrit

p_[ POO P(O,l)):(l—po Po

| P,0) PO pi l1-p |’

Une chaine de Markov avec ce noyau est une chaine a deux états. C’est une marche aléatoire sur Z/2Z si py = p1.
La matrice de transition de la marche aléatoire sur Z est tridiagonale a diagonales constantes (Toeplitz).
Il est utile de représenter un noyau de transition avec un graphe des transitions, comme dans la figure 5.2.

Structure de 'ensemble des noyaux

Si P et Q sont deux noyaux de transition sur E, et si a et 8 sont deux réels positifs tels que a + = 1, alors
aP(x,y) + BQ(x, y) définit un noyau de transition sur E noté aP + Q. D’autre part, Y, P(x, 2)Q(z, y) définit éga-
lement un noyau de transition sur E noté PQ. Ainsi, 'ensemble des noyaux de transition sur E est convexe, et
constitue un semi-groupe non-abélien pour le produit, d’élément neutre I défini par I(x, y) = 1,= . D’autre part, les
matrices de permutation de E forment un groupe, inclus dans ce semi-groupe, dont ’action a droite, a gauche, ou
par conjugaison sur le semi-groupe correspondent a I'invariance par permutation des lignes et/ou colonnes.

Noyau itéré et écriture matricielle

Soit (X;,) ,en une CM(E,v, P). Lapplication P" : E x E — [0, 1] définie par

P"(x,y):=P(X,=y| Xo=x)
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est un noyau de transition sur E. En particulier P! =P, et P = 1. Pour tous n = 1 et xg, x,, dans E,

P (x0,xp) =P(Xp=xp | Xo=X0) = ), PXp=Xp,...,X1 =x1|Xo=X).

X1y Xp—1€E

La suite xp, ..., X, constitue un chemin dans E. Par récurrence sur n, il vient

P (xo,xn)= Y. Plxo,x1) - Pxn-1,x0) = Y P" ! (xg, )P, Xy).

X1y Xp—1€E xeE

Ces formules sont celles du produit matriciel : P” = PP"~! = P"~1Pp,
Pour le processus de Bernoulli de I'exemple 5.2.2, le noyau itéré est P"(x,) = Loi(B; | By = x) = § * Bin(n, p).

En assimilant toute loi v sur E a un vecteur ligne, et toute fonction f : E — R a un vecteur colonne, la moyenne
de f pour v s’écrit, lorsque cela a un sens, vf =Y ,cg f(x)v(x) (série si E est infini). En assimilant tout noyau de
transition a une matrice carrée infinie, si (X},) ,en €st une CM(E,v,P), alors Loi(X,,) = vP" et E(f(X,)) = vP" f, car

Ef X)) =) PXu=0f)= )Y, v(OP"(x,»f(y) =vP"f.
YEE X,y€E

La famille {P” : n € N} est un semi-groupe (de Markov) d’opérateurs linéaires agissant sur les mesures de probabili-
tés sur E. En notant v, := Loi(X,,) = vP", la suite (v;) ,en Se€ calcule par récurrence linéaire

Vo=V et Vvu41=v,P.

Les trajectoires (X,),en Ne sont ni déterministes ni linéaires, mais I'évolution des lois instantanées est détermi-
niste et linéaire. Ainsi, la structure markovienne des phénomeénes d’évolution aléatoire sans mémoire sur E fait
apparaitre une structure linéaire, non pas sur E qui n’est pas forcément structuré, mais sur ’ensemble des lois sur
E. Faire émerger une équation d’évolution déterministe de loi de probabilité se retrouve dans I'équation de Boltz-
mann (non-linéaire) en théorie cinétique des gaz, avant Markov, et chez Euler, avant Boltzmann, en mécanique des
fluides, en concevant la probabilité comme un fluide incompressible (lois de conservation : positivité, et intégrale).

Notation conditionnelle

Si (X;,) nen st une chaine de Markov sur E, alors pour tout x € E, tout A c E, et toute v.a. Z, on note

P*(A)=PA|Xo=x) et E(Z)=E(Z|Xp=x).
5.2 Exemples de chaines de Markov

Exemple 5.2.1. Marches aléatoires sur les groupes et sur les graphes.

La marche aléatoire ¢ simple (MAS) sur Zd, d =1, est la suite récurrente aléatoire (X},) ,en de 74 définie par

Xn+1=Xn+epr1=Xo+t €1+ - +&p

ol (€7+1) nen €St une suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur {+e;,..., +e4} ol {ey,..., e} estla base canonique
de R%, et oi1 X; est une v.a. sur Z¢ indépendante de (¢,,) ;1. C’est une CM(Z4,Loi(Xp),P) de noyau
Plx ) = ﬁ si x et y sont voisins dans 79, c’est-a-dire |x — yh=1
Y= 0 sinon '

Cela modélise une diffusion, comme le mouvement brownien, qui en constitue la limite d’échelle. Il est
possible de définir une MA sur le cercle discret Z/rZ en considérant I'addition modulo r dans Z. Plus gé-
néralement, il est possible de définir une marche aléatoire sur un groupe et méme sur un semi-groupe,
commutatif ou non, a partir d’accroissements i.i.d. de loi uniforme sur une partie du groupe, typiquement
génératrice du groupe, comme par exemple les transpositions sur le groupe symétrique. Une MA sur le
groupe symétrique peut modéliser par exemple le battage d'un paquet de cartes a jouer. Dans une autre
direction, il est possible de définir une marche aléatoire sur les sommets d’'un graphe, en faisant en sorte
que P(x, ) soit la loi uniforme sur les voisins de x dans le graphe. Les deux concepts peuvent se rejoindre
via le graphe de Cayley d'un groupe finiment engendré. Une MA sur un graphe peut modéliser par exemple
le robot d’archivage du moteur de recherche de Google. Il est également possible de considérer la MA sur
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le graphe dual, ce qui revient a marcher sur les arétes plutot que les sommets. Il est enfin possible d’utiliser
des accroissement non-uniformes. Les MA sont des objets fondamentaux et ubiquitaires des probabilités.

a. Le terme est attribué a George Pdlya, a qui on doit la classification des états de la marche sur 74 en toute dimension d vers 1920.

Exemple 5.2.2. Processus de Bernoulli du jeu de pile ou face.

Les résultats successif dans un jeu de pile ou face sont modélisés par une suite (£,+1) zey de v.a. i.i.d. de
loi de Bernoulli pd; + (1 — p)dg, p € [0,1]. Le nombre de gains en n parties est B, = €1 +--- + £;,. En posant
By :=0, la suite (By) ,en est une CM(N, 6, P) appelée processus de Bernoulli, de noyau de transition

p siy=x+1
Px,y)=41-p siy=x
0 sinon

C’est une marche aléatoire sur le semi-groupe commutatif (N, +).

Exemple 5.2.3. Autres exemples.

Dans les modeles aléatoires, les chaines de Markov apparaissent souvent explicitement sous forme de suites
récurrentes aléatoires. Elles ne se confondent pas forcément avec les éventuelles martingales présentes
dans le modele. Voici quelques exemples, en plus des marches aléatoires mentionnées précédemment :

— Marche aléatoire sur Uhypercube discret. Considérons la suite (Xj),en sur E = {0, 114 = (Z/22)%,
construite comme suit : sachant que X,, = x, pour fabriquer Xj;1, on choisit uniformément une
coordonnée parmi {1,...,d}, puis on la transforme en 1 si elle était égale a 0 et réciproquement. C’est
une chaine de Markov, et une marche aléatoire sur un groupe produit. C’est le modele le plus simple
exhibant des effets dimensionnels comme le phénomene de convergence abrupte a I’équilibre.

— Urne d’Ehrenfest. On dispose de d > 1 molécules ou particules réparties dans deux récipients ou
urnes adjacentes A et B connectés par un petit trou. On note X,, le nombre de particules dans A au
temps n. Sachant que X, = x, pour fabriquer X,,+1, on choisit uniformément I'une des d particules,
etonla change de récipient. La suite (X},) ,eny €st une chaine de Markov sur E = {0, 1, ..., d}. Ehrenfest,
ancien éleve de Boltzmann, a introduit ce modéle pour proposer un dépassement du paradoxe entre
théoreme de récurrence de Poincaré et irréversibilité en théorie cinétique des gaz de Boltzmann.

— Modele de Wright- Fisher. La martingale (X},) ,en considérée dans la section 4.2 est une suite récur-
rente aléatoire donc une chaine de Markov sur {0/N,1/N,..., N/N}.

— Urnes de Pélya. La suite (A, By) ,en considérée dans la section 4.2 est une suite récurrente aléatoire
et donc une chaine de Markov sur N?, qui différe de la martingale considérée dans cet exemple.

— Processus de Galton—Watson. La suite (Z,) ,en considérée dans la section 4.2 est une suite récurrente
aléatoire, donc une chaine de Markov sur N, distincte des martingales considérées quand m # 1.

— Recherche de motif. La suite (Up,) ,cn de I'exemple 4.4.5 est une suite récurrente aléatoire, donc une
chaine de Markov, qui n’est pas la martingale utilisée dans cet exemple.

5.3 Propriété de Markov forte

Propriété de Markov faible : si (X;,) ;e €st une CM(E,v,P) alors pour tous m,n =0, ettous A€ E" et Ce E™,

P(Xm+ns--» Xm) € C, (Xim, ..., Xo) € Al X = X) =P(Xintny ..., Xn) € Cl Xy = X)P((Xp, ..., Xo) € Al Xy = %)
=P((Xy,...,X0) €C| Xo = x)P(( X, ..., Xo) € A| Xy = X).

Autrement dit, pour tout m € N, et conditionnellement a {X},, = x}, 1a suite (X;;;+,) neny €5t une CM(E, 6 ,P) indépen-
dante de o (Xy,..., X;). Il est peut-étre éclairant et amusant d’'imaginer une trajectoire aléatoire, punaisée en x au
temps m, et qui s’agite des deux cotés, de maniere indépendante. Cela s’étend a des temps d’arrét :

Théoréme 5.3.1. Propriété de Markov forte.

Soit (X;) ,en Une CM(E), et T: Q — N U {oo} un temps d’arrét pour la filtration naturelle (%) ;en-
Alors pour tout x € E, sachant {T < oo et X7 = x}, (X741) neny €St une CM(E, 0, P), indépendante de Fr.
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Autrement dit, pour tout A € 7, tout événement cylindrique C EN ettout x € E,
PUXT4n) nen € CYNA| T <00, X7 = X) = P*((Xp) yen € CO)P(A| T < 00, X7 = X).
Autrement dit, pour tout A € &7, toute fonction mesurable positive ou bornée f : EN SR ettout x€E,
Ef(Xr+m)nen)1al T <00, X7 = X) = E* (f (Xp) nen))P(A| T < 00, X7 = X).
La propriété de Markov faible correspond au cas ou1 T est constant et égal a m.
Démonstration. Pour tous meN, Ae Fr,etxe€ E, An{T = m}n{Xr = x} € &, et par propriété de Markov faible,
PUXT4n=Xn,-. . XT =X} NAN{T=min{Xr=x}) =PX,, = xp,..., Xo = X0 | Xo = %0)P(AN{T = m}n{X7 = x})
pour tous Xxi,..., X, € E et avec Xp := x. En sommant sur m € N, il vient
PUXT+n=Xn, .., XT =X} NAN{T <o} N{XT =x}) =P(Xp, = xp,..., Xo = X0 | Xo = x0)P(AN{T < oo} n{XT = x}).
La propriété désirée s’obtient alors en divisant par P(T < co et X7 = x). Pour la loi, prendre A = Q. |

Temps de premier passage, temps d’atteinte, nombre de visites, potentiel

Si (X3,) nen est une CM(E) et F  E, alors le temps de premier passage en F et le temps d’atteinte de F sont

Tp:=inf{n=1:X,€F} et Tp:=inf{n=0:X,€F}.

Ces v.a. prennent leurs valeurs dans {1,2,...} U {oo} et {0, 1,2,...} U {oo}, et T = Tf. Ce sont des temps d’arrét pour la
filtration naturelle de X, égaux sur {Xy ¢ F}. Sur {Xj € F}, TF* est aussi le temps de retour en F.
Le nombre de visites en F est comptabilisé par les v.a. suivantes, qui prennent leurs valeurs dans N U {oo} :

[e0) o0
N;ZZ Zﬂ{xnep} et NFZZ ZH{X"EF}ZH{X()EF}+N;‘~

n=1 n=0

En particulier {T; = oo} = {Ny = 0} et {Tr = oo} = {Nf = 0}. Notons également que N = oo ssi N}, = co.
Lorsque F = {x}, on note Ty, Tx, N}, et Ny.
Les nombres moyens de visites en y partant de x sont donnés par les quantités suivantes dans N U {oo} :

G*(x,y):=E"(Ny) = Y P'x,y) et Gy :=E'W,) =) P"(x,y)=0+G")(x).

n=1 n=0

Les fonctions G* et G jouent un réle important et similaire, en particulier G(x, y) = oo ssi G* (x, ¥) = oco.
Pour tous x, y € E, la quantité suivante joue un rolé clé dans I'étude des trajectoires : p(x, y) := P*(T; <o0).

Théoréme 5.3.2. Temps de retour et potentiel.

(i) Pour tous x,y € E, P*(N, = 00) = PY(N), = 00) p(x, ).
En particulier, si p(x, x) < 1, alors P*(Ny = co) = 0.

G'(xy) _ G'(xy
Gy — 1+G*(yy

(ii) Pourtout y€ E, si G*(y,y) < oo, alors G*(x, y) <oo pour tout x € E, et p(x, y) =
En particulier, p(x, x) = 1 ssi G* (x, x) = oco.

(iii) Pour tous x, y € E, la transformée de Laplace de T; est donnée, pour tout A > 0, par
G, (x, )

(]
e =—2"" ou Gi(xy:=) e MPx,y).
1+G; () A Zl

14—15
Démonstration.

(i) La propriété de Markov forte pour T} et le fait que Xrp =y donnent

I]:Dx(Ny =00) = Px(My =00) = Ex(ﬂ{T; <OO}‘I]ZC,10:0 ‘H‘XT;H ) = [Ey(ﬂ{zzozo ﬂ{any}}:OO})Px(T; <00, XT; = y)

p=Yi=oo}

= [F"y(Ny = oo)l]l’x(T;,k < 00).
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(i) De méme pour pour (i), nous avons, dans [0,o0],

o0 (o)
6" (5, 3) = E¥(Uirj <onr X Txys o) = EX( L Dixym JPH(Ty < 00, Xy = 1) = Gy y)PH(T < 00).
n=0

n=0

(iii) La série Gjl(x, ¥) converge car 0 < P"(x, y) < 1. Par la propriété de Markov forte donne (iii) via

18

o0 . .
GLxy) = [Ex(ﬂ{Ty* <eol 2. e_M“{Xn:y})[Ex(ﬂ{Ty* <€ ) = (146G} (1, YDES (€M),

ATy
e M J’+")1]{XT*+,,:J/}):[EJ/(
n=0 Y

n=0

Note : (iii) donne (ii) car par convergence monotone, /llirr%) G;(x, y)=G"(x,y) et /llirr(l) [Ex(e‘“y*) =p* (T)’/k < 00).

5.4 Classification des états, récurrence et transience

Soit (X,) ey une CM(E,v,P). Un état x € E est dit...

— récurrent lorsque p(x, x) = 1, ou de maniere équivalente, lorsque G(x, x) = oco.

— transitoire lorsque p(x, x) < 1, ou de maniére équivalente, lorsque G(x, x) < co.

Si x est récurrent, alors la propriété de Markov donne p.s. une infinité de temps de retour successifs en x, qui
délimitent des excursions indépendantes et de méme loi enracinées en x. Ce découpage de la trajectoire indique
que sila probabilité de passer par y est non-nulle lors d'une excursion, alors le nombre total de passages en y le long
de la trajectoire est infini p.s. (jeu de pile ou face). Autrement dit, si p(x, x) =1 et p(x, y) > 0, alors Px(Ny =o0)=1.

Si x est transitoire x, alors le nombre de retours ou d’excursions est fini p.s. et de loi géométrique. Autrement
dit, si p(x, x) < 1, alors Loi(Ny | Xp = x) = Geons (1 — p(x, x)), de moyenne 1/(1 — p(x, x)) = G(x, x) (pile ou face).

La table 5.1 regroupe quelques propriétés remarquables de ce type, pour certaines issues du théoreme 5.3.2.

Etat x récurrent | Etat x transitoire
plx,x)=1,G(x,x) =00 | p(x,x) <1, G(x,x) <oco
p(x, ) >0=>P*(Ny=00)=1 | P*(Ny=00)=0
p(y,x) =PY(Ny =00) | Loi(Ny | Xp = x) = Geon= (1 — p(x, X))
p(1,x)>0=>G(y,x) =00 | G*(,x)=p(,x)/(1—p(x,x)) <o0

TABLE 5.1 — Propriétés des états récurrents et transitoires, valables pour tout y € E.

On note Eg ’ensemble des états récurrents et E = E \ Eg celui des états transitoires.
On dit que F < E est clos lorsque P*(T;. <oo) =0 pour tout x € F. La chaine ne peut pas en sortir.
Un état x est absorbant lorsque {x} est clos, ou de maniere équivalente lorsque P(x, x) = 1.

Exemple 5.4.1. Processus de Bernoulli.

Considérons le processus de Bernoulli de I'exemple 5.2.2. Si p > 0, alors tous les états sont transitoires car
le processus ne fait que croitre, P*(T; = o00) = 1. Si p =0, tous les états sont absorbants (chaine constante).

Exemple 5.4.2. Marche aléatoire sur Z.

Considérons la MA sur Z de I'exemple 5.2.1. Comme P" (x, x) =P(U; +---+ U, = 0) = P"*(0,0), il vient que

G(x,x) =G(0,0) = P"(0,0).

n=0

Les états sont donc soit tous récurrents soit tous transitoires. Or (U +1+---+ U, +1)/2 ~ Bin(n,1/2), d' ol
P2k+1(0,0) = 0 et P%(0,0) = 272K (2k)!/ (k!)?, d’oi1 G(0,0) = oo (Stirling), et tous les états sont récurrents.

On dit que x méne ou conduit & y, et on note x — y, lorsque x et y sont reliés par un chemin qui suit les fleches
dans le graphe des transitions de P, c’est-a-dire qu'il existe n > 0 tel que P"(x, y) > 0. On dit que x et y commu-
niquent, et on note x — y, lorsque x = y ou bien lorsqu’a la fois x — y et y — x. Avec cette définition, on a toujours
x < x, méme lorsque P(x, x) = 0. Si x # y, alors x — y ssi G(x, y) > 0. Si x — y et y / x alors x est transitoire.
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Théodéf 5.4.3. Décomposition de 'espace d’état en classes irréductibles.

Pour tout noyau de transition P sur E :

(i) Larelation binaire — est une relation d’équivalence sur E.
Ces classes d’équivalence, qui partionnent E, sont appelées classes irréductibles.

(ii) Dans chaque classe, les états sont de méme nature : tous récurrents ou tous transitoires.

(iii) Les classes constituées d’états récurrents sont closes et appelées classes de récurrence.
Les classes constituées d’état transitoires sont appelées classes transitoires.

— Les ensembles clos, comme par exemple les classes de récurrence, sont absorbants.

Le cas des états absorbants est singulier puisque leur classe de récurrence est réduite a eux-mémes.

— Presque stirement, une chaine partant d'un état récurrent repasse une infinité de fois par son état initial, ne
s’échappe jamais de sa classe de récurrence, et visite une infinité de fois tous les états de cette classe.

— Presque stirement, une chaine partant d'un état transitoire ne peut repasser qu'un nombre fini de fois par
son état initial, et peut étre capturée par une classe de récurrence ou visiter d’autres états transitoires (un
nombre fini de fois pour chacun). En particulier, si E est fini, alors il existe forcément un état récurrent.

— Lensemble des état transitoires peut étre infini, et la chaine peut ne jamais étre capturée par une classe de
récurrence. C’est toujours le cas en I'absence d’état récurrent, comme pour le processus de Bernoulli avec
p >0, pour lequel il existe une infinité dénombrable de classes transitoires avec des passages a sens unique.

— Contrairement aux classes de récurrence, les classes transitoires peuvent ne pas étre closes. Des passages (a
sens unique) peuvent exister entre elles, ainsi que vers les classes de récurrence. Sur le graphe des transi-
tions, les fleches qui pénétrent dans une classe close proviennent toujours d’états transitoires.

On dit que P est irréductible lorsque E est constitué d'une unique classe, c’est-a-dire lorsque tous les états

communiquent : pour tous x et y dans E, il existe n = 0 tel que P"(x,y) > 0. On dit que P est récurrent lorsque
Er = @, et transitoire lorsque Eg = &. Ces termes sont également utilisés, au féminin, pour toute CM de noyau P.

L . (1) une seule classe de récurrence (noyau récurrent)
noyau irréductible oo o
(2) une seule classe transitoire (noyau transitoire)

(3) plusieurs classes de récurrence et aucun état transitoire
noyau réductible { (4) au moins une classe de récurrence et des états transitoires
(5) plusieurs classes transitoires

Létude des classes de récurrence des cas (3-4) se rameéne au cas (1).
Létude des classes transitoires closes des cas (4-5) se rameéne au cas (2).

Exemple 5.4.4.

Considérons le noyau de transition P sur E = {a, b, ¢, d} donné par

N W= O

0
1
1
2

e
[ IR
co N o

Létat a est absorbant, donc récurrent. L'état b est transitoire car b — ¢ mais aucun état ne mene a b. Les
états ¢, d sont récurrents car le temps d’atteinte de ¢ partant de d et de d partant de ¢ sont finis p.s. (lois
géom.). Les classes irréductibles de P sont {a}, {c, d}, {b}. Les deux premieres sont closes (et récurrentes).

Remarque 5.4.5. Cas des suites de v.a. i.i.d.

Soit (X;),en une suite de vaa. i.i.d. de loi p sur E, telle que u(x) > 0 pour tout x € E. La suite X est une
CM(E,,P) ou P(x,y) := u(y) pour tous x et y. Ce noyau est irréductible car P(x, y) > 0 pour tous x et y.
De plus Ty ~ Geon/(u(x)), P*(T; <o0) =1, et E*(Ty) = 1/p(x) (jeu de pile ou face). Ainsi, P est irréductible
récurrent. De plus P"(x, y) = u(y), et G(x,x) = X000 P"(x,x) = 250 M(x) = co. Ainsi, dans le cas i.i.d,, la
loi initiale se confond avec le noyau. En général, le comportement d'une CM dépend a la fois de la loi ini-
tiale et de la classification des états associée au noyau. Cependant, pour certains noyaux, le comportement
asymptotique des chaines associées ne dépend que du noyau et pas de la loi initiale (suite du chapitre!).
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5.5 Simulation des trajectoires : suites récurrentes aléatoires, générateur, puissances

Approche récursive par construction de suite récurrente aléatoire

La propriété de Markov faible indique que pour simuler une trajectoire (x,),en d'une CM (Xp,) e, il suffit de
procéder récursivement : simuler la loi initiale v = Loi(Xj), ce qui donne Xy, puis la loi P(xy, -), ce qui donne x1, etc.

Théoréme 5.5.1. Suites récurrentes aléatoires.
Pour tout noyau de transition P sur E, et toute loi v sur E, il existe des fonctions
f:l0,1]—E et g:Ex[0,1]>E
telles que la suite récurrente aléatoire (Xj,) ,eny définie par
Xo=f(Uo) et Xpi1=gXn, Uns1)

est une CM(E,v,P), pour toute suite (Uy,) ey de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1].

Démonstration. Apres avoir identifié E a N, on pose, pour tous n e N et u € [0, 1],
f):=min{fmeN:v(0)+---+v(m)=u} et gn u) :=minimeN:P(n,0)+---+P(n,m) = u}.
Ce sont les fonctions de répartition inverses des lois v et P(n, ). |

Pour simuler récursivement une trajectoire (x,),cn d'une CM(E,v,P), on simule une réalisation xy = f (i) de
la loi initiale v, puis le reste de la trajectoire par la formule de récurrence x,+1 = g(x,, un+1). Cela fait envisager
les CM comme des suites récurrentes aléatoires. Le théoreme 5.5.1 réduit également la construction effective des
CM(E,v,P) a celle des suites i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1], elle-méme réductible a un jeu de pile ou face (bits).

Approche par sauts et générateur (découpage évenementiel de la trajectoire)

Soit (Xp) ,en une CM(E,v,P) et (S,) 1en Ses temps de saut définis par récurrence par
Sp:=0 et Syi:=inflk>S,: X # Xs,}.

La suite (Sy,) ,en est a valeurs dans N U {oo}, strictement croissante tant qu’elle est finie, et éventuellement absorbée
par oo si la trajectoire se termine par un état absorbant. La suite (X},) ,en €st constante et égale a X, sur I'intervalle
de temps aléatoire {m e N: S,, < m < S;41}. Par la propriété de Markov forte, pour tous m, x, y,

P(Sn+1 - Sn y m)XSn+l =Yy I Sn < OO,XS" R x) = [FD(XSn+m =) XSn+m—l = x:-'-)XSn =X | Sn <09, XS,, = x)

P, P(x,y) sim>0ety#x
o sinon '

Il en découle que pour tout état x et tout temps 7, @
— siP(x,x) =1, alors P(S4+1 = 00| S <00, X5, = x) =1 et on dit que x est absorbant.
— siP(x,x) <1, alors P(Sy41 <00 S, <00, Xs, =x) =1, Sp+1 — Sy et Xs,,,, sont indépendantes conditionnelle-
ment a {S, < oo, Xs, = x}, et de plus, pour tout m > 0 et tous y # x, le jeu de pile ou face donne

P(Sp+1—Sn=m| Sy <00, Xs, = x) =P(x, )™ (1 - P(x, x))

P(Xs.. = ]S, <00 Xs =x) = V)
Sn+1 y n ) ASy l—P(x,x)'

Cela donne un nouvel algorithme de simulation des trajectoires, basé sur la simulation des deux lois

~L(x,
Geonr (-Lx,x) et Y 25 oy Li=poL
yZx L(x, X)

Elles correspondent aux temps et positions des sauts. Lapplication L: E x E — R, appelée générateur, vérifie

L(x,x) =P(x,x)-1, L(x,y)=P(x,y)six#y, et ZL(x, y)=0.
y

Ce nouvel algorithme par sauts est d’autant plus préférable que les coefficients diagonaux de P sont proches de 1.
La terminologie vient du fait que L est le générateur du semi-groupe (P") ,en au sens ot1 8;, P = P"+1 —p" = LP",
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Remarque 5.5.2. Potentiel et inverse du générateur.

Soit P un noyau de transition de potentiel G = ¥9° /P" et de générateur L=P-1. On a G = lim;, .G,
ou G, = Z:o Pf, et LG, = G,L = P"*1 —1. Ainsi, si P est transitoire, alors G est un inverse de —L. Pour la
marche aléatoire simple, L est un laplacien (discret), dont’étude constitue la théorie du potentiel (discrete).
Par analogie, la fonction G : E x E — N U {oc} est appelée fonction de Green ou potentiel de 'opérateur L.

Approche matricielle

Dans certains cas, comme par exemple pour le jeu de pile ou face, le noyau itéré P” est explicite et simple. Pour
simuler X;, sur I'événement {X, = x,} sans passer par la trajectoire xy, ..., xp, il suffit d'utiliser la loi P"(xg, -) sur E.
Lorsque E est fini, le cotit peut étre réduit en calculant par récurrence la loi Loi(X};;) = vP” par multiplication du
vecteur ligne vPk par la matrice P, pour 1 < k < n. Cela nécessite de 'ordre de n|E|? opérations élémentaires.

5.6 Atteinte, absorption, harmonicité, martingales

Lorsque que F c E est clos, le temps d’atteinte Tr = inf{n =0: X, € F} de F devient un temps d’absorption
puisque la chaine ne peut pas s’échapper de F. C’est le cas lorsque F est une classe de récurrence. Le vecteur des
probabilités d’atteinte (ar(x)) e et le vecteur des temps moyens d’atteinte (mp(x)) g sont définis par

ar(x) =P (Tr<oo) et mp(x):=E"(TE).

Les valeurs prises sont respectivement dans [0, 1] et [0,00]. On a mg(x) = E¥(T F*) si x ¢ F. On a toujours ar = 0 et
mp = oo sur tout ensemble clos G disjoint de F. C’est le cas avec G = Eg \ F lorsque F est une classe de récurrence.

Théoréme 5.6.1. Atteinte et absorption.

Si (X3) heny €St une CM(E,v,P), et F c E, alors les propriétés suivantes ont lieu.

(i) Le vecteur (ar(x))xek est solution positive ou nulle minimale ¢ du systéme linéaire

sixeF,
ar(x) = _
2P, Yap(y) sixgF.

Si F est clos, cela s’écrit Pap = ar ou ar est un vecteur colonne, c’est-a-dire Lag = 0 (harmonicité).

(ii) Le vecteur (mp(x))xekg est solution positive ou nulle minimale du systéme linéaire (dans [0, co])

0 sixeF,
mp(x) = )
1+Y,eeP(x,y)mp(y) sixgF.

Si F est clos, cela s’écrit 1gc + Pmp = mp, c’est-a-dire Lmp = — 1.

a. Signifie que si a est également une solution positive ou nulle, alors arp(x) < a(x) pour tout x € E.

Seule la somme sur F¢ intervient dans I’équation de mg car mg =0 sur F.

Démonstration. Lécriture pour F clos est immédiate. Les propriétés (i) et (ii) s'établissent de la méme maniere.
Si x € F alors ar = 1. Soit x ¢ F. Nous avons ag(x) = ZyeE[F’x(TF <oo| X1 =y)P(x,y). Or Tp = 1 sur {Xp = x} car
x ¢ F, et donc par la propriété de Markov faible P*(Tp < oo | X] = y) = PY(TF < 00) = ar(y) pour tout y. Ainsi, ar est
bien solution. Soit a une autre solution positive. Alors a = ar = 1 sur F. D’autre part, si x ¢ F, alors en opérant des
substitutions successives dans la formule a(x) =} ,crP(x, ) + X ,¢r P(x, y)a(y), on obtient, pour tout 7,

ax)=P*X1eF)+--+P*X1¢F,.., Xy 1 ¢EX, e F)+e, =P (Tr<n) +¢y,,
oten =Yy . yer P yDP(1,¥2) - P(yn-1, yn)a(yn) 20, d’ott a(x) = P*(Tr < n) / ar(x) quand n — oo. n
Exemple 5.6.2. Marche aléatoire sur N et ruine du joueur.

Soit 0 < p < 1. Considérons un joueur qui, a chaque étape, peut gagner 1 Euro avec probabilité p ou perdre
1 Euro avec probabilité 1 — p. Le joueur commence le jeu avec une fortune initiale Xj, et cesse de jouer
des que sa fortune est nulle. La suite (X,,) est une chaine de Markov sur N de noyau de transition P vérifiant
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P(0,0) =1,P(x,x+1) = petP(x,x—1) = 1-p pour tout x > 0. Une telle chaine constitue une marche aléatoire
sur N, tuée ou absorbée en 0. L' état 0 est absorbant donc {0} est une classe de récurrence, et tous les états non
nuls communiquent, et ménent a 0, donc N* est une classe transitoire. Mais cela ne permet pas d’affirmer
que la chaine est absorbée par l'origine p.s. Par le théoreme 5.6.1 pour 'ensemble clos F = {0}, le vecteur
des probabilités d’absorption a = ar est solution positive minimale de 'équation donnée par

a(x)=palx+1)+1-pla(x-1),six>0, eta(0)=1.

Supposons maintenant que le jeu est équitable : p = 1/2. Les solutions de la récurrence linéaire sont alors
de la forme a(x) = a + Bx. Les conditions a(0) =1 et 0 < a < 1 entrainent @ = 1 et § = 0. Ainsi, a(x) =1
pour tout x, ce qui signifie que quelle que soit sa fortune initiale x, le joueur finira ruiné presque stirement!
Ce modele tolere des fortunes arbitrairement grandes au cours du jeu, ce qui n’est pas réaliste. Cette étude
markovienne de la ruine est a comparer a celle basée sur les martingales de 'exemple 4.4.6.

Théoreme 5.6.3. Martingale de chaine de Markov.

Soit (X;,) ,en une CM(E,v,P), L=P —I son générateur, et f : E — R intégrable pour toutes les lois vP".
Alors la suite (M},) ,en ci-dessous est une martingale pour la filtration naturelle de X :

n—1
My:=0 et My:=f(X,)-f(Xo)— Y LAX), n=L.
k=0

Autrement dit, la décomposition de Doob de (f (X)), S écrit f(X,) = f(Xo) + M, + Zz;é (LX)
Si f estharmonique : Lf =0, c’est-a-dire que Pf = f, alors (f(Xy)) e €St une martingale.

Si f est sous-harmonique : Lf = 0, c’est-a-dire Pf = f, alors (f(X}) e €St une sous-martingale.

Si f est surharmonique: Lf <0, c'est-a-dire Pf < f, alors (f(X,)),,cn €St une surmartingale.

La terminologie vient du fait que le générateur d’une marche aléatoire simple sur Z¢ est un laplacien discret.
Les termes (sous-|sur)martingale viennent de ce lien avec les fonctions (sous-|sur)harmoniques.

Démonstration. Le processus est adapté. Par hypothése E(f(X,)) = vP" f et E(Lf)(Xy)) = v(P*! — PK) f sont des
quantités bien définies et finies. Pour tout n = 1, en notant Zy := f(Xy) —E(f (Xg) | Xk—1) = f (Xi) —E(f (Xx) | Fr-1),

n-1 n n
Mp=) [[fXer) = X)) = PHX) + FX)] = D [FX) - PHXpe—)] = Y Zk, et E(Z | Fr—1) =0.
k=0 k=1 k=1

Par exemple, le vecteur ar des probabilités d’atteinte de F c E clos est harmonique et borné (théoréeme 5.6.1).
Si (X)) neny €St une CM(E,P) et E C R, si Xy est intégrable et si P(x,-) a pour moyenne x pour tout x € E, alors
I'application identité x — x est harmonique, et donc (X},) ,en €st une martingale.

Théoréme 5.6.4. Représentation probabiliste de Kakutani de la solution du probléme de Dirichlet.

Soit (X;) ey une CM(E, v,P) et L=P —1Ison générateur.

Soit Dc Eet D:=DuUdD, ol1dD:= {x¢ D:3y€ D,P(x,y) > 0} est son bord extérieur pour P.
Supposons que D et dD sont finis et non-vides, et que Typ :=inf{rn e N: X, € D} < oo p.s. sur {Xy € D}.
Alors pour tout g : dD — R, la fonction f: D — R définie par

Lf=0 surD

f(x)= [Ex(g(XTap)) est solution de {f —g surdD .

De plus cette fonction de Kakutani est 'unique solution de ce probleme de Dirichlet discret.

— La quantité L(f)(x) est bien définie pour f: D — R et x € D car par définition de 4D, elle ne nécessite pas de
connaitre les valeurs de f en dehors de D. Autrement dit, elle ne dépend pas du prolongement a tout E.

— La formule de Kakutani indique que la solution hérite de g le fait d’étre nulle/positive/négative.

— Ce théoreme exprime sous forme probabiliste la solution d'un systeme d’équations linéaires.

— Ce théoreme permet d’utiliser la méthode de Monte Carlo pour I'approximation de la solution.

— Ce théoreme fournit une fonction harmonique sur D a condition au bord prescrite.
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— Comme D est fini, toute solution est bornée, car définie sur D.

— Dans le cas de la marche aléatoire simple sur Z%, 'ensemble 4D coincide avec le bord dans Z¢ pour la
norme ¢'. De plus, si D est fini, alors dD et donc D aussi, tandis que Tjp < co p.s. par 'argument habituel
de découpage de la trajectoire en morceaux de longueur fixe supérieure au diametre de D et réduction au
premier succes dans un jeu de pile ou face ou au lemme de Borel — Cantelli.

— Lafonction ar du théoréme 5.6.1 pour F c E clos résout un probléme de Dirichlet sur D = F€ avec g = 1.

— Historiquement, le probléme de Dirichlet et la solution de Kakutani ont été introduits pour le laplacien
continu A = Zd 62 sur R%, et la solution de Kakutani fait alors intervenir le mouvement brownien, dont

le laplacien est le générateur. Le théoréme 5.6.4 couvre le cas de la marche aléatoire simple sur Z¢, dont le
générateur est le laplacien discret (Af)(x) = ﬁ > y~x f(y) — f(x). Le phénomeéne TLC fait le lien.

— Le bord 0D fait intervenir la géométrie du graphe des transitions, qui peut étre trés variée, incluant graphe
complet, arbres, courbure positive, etc. La géométrie des graphes est beaucoup plus diverse que celle des
variétés différentielles de la géométrie différentielle, qui sont localement des espaces euclidiens. La marche
aléatoire simple sur Z¢ constitue une version graphique ou discréte du mouvement brownien sur R%,

Démonstration. Montrons que la fonction f donnée par la formule de Kakutani est solution. Pour tout x € 6D,
f(x) = g(x), tandis que pour tout x € D, (Af)(x) =0 car sur {Xp = x}, Tspp = 1, et la propriété de Markov faible donne

F) =Y ENgX1,) lix =) = 3 P(x, EY (8(X71,,)) = P()(x).
YEE yeE

Démontrons l'unicité avec une martingale. Soit f : D — R une solution du probléme de Dirichlet. Prolongeons f
par 0 en dehors de D. Ce prolongement est borné, et le théoréme 5.6.3 indique que (f(X,,) -Xi (A f) (X1) nen
est une martingale. Supposons 2 présent que X = x € D. Pour tout 0 < k < Tjp, Xi € D, donc (A f) (Xx) =0 car f
est harmonique sur D, ainsi Z”AT"D 1(Af) (X%) = 0 pour tout n € N. Donc par le théoréme 4.4.1 d’arrét de Doob,
(f(Xn,\ Tsp)) e €S UNE martingale, bornée, et f(x) = [E(f(Xo)) = [E(f(XTaD)) =E(g(Xr,,)) car f: gsurdD.

11 est possible de démontrer I'unicité avec le principe du maximum. Par linéarité, il suffit d’établir que la fonc-
tion identiquement nulle est 'unique solution lorsque g = 0. Soit donc f solution avec g = 0. Comme D est fini, f
atteint son maximum sur D. Il suffit d’établir que f ne peut atteindre son maximum que sur D. Car dans ce cas,
par symétrie, il en sera de méme pour le minimum, or f 0 sur dD, d’olt f 0 sur D. Supposons donc qu'il existe
xeDtelque f(x)=M:= max,, . f(y). Comme f est solution, il vient, en itérant, pour tout n > 1,

M=fx)=)Y Px,Nf=Y P, fy) ==Y P"(x,)f(y) < MP"(x,D).
yeD yeD yeD

Or comme T < oo p.s. il vient que P"(x,0D) > 0 pour n assez grand, donc P"(x, D) < 1, d’ot1 la contradiction.

Remarque 5.6.5. H-transformée de Doob.

Dans le méme registre que le probléme de Dirichlet, soit P un noyau de transition sur E, k: E — R harmo-
nique positive, et Ej, = {h > 0} = {h # 0}. Alors P"(x, y) := P(x, y) h(y)/ h(x) définit un noyau de transition sur
Ej,. Cette déformation du processus (h-transformée de Doob) a pour effet d’empécher la sortie de Ej,.

Remarque 5.6.6. Martingales et chaines de Markov.

Les martingales a temps discret du chapitre 4 prennent leurs valeurs dans R. Les chaines de Markov a temps
et espace discrets de ce chapitre prennent leur valeurs dans un ensemble E qui n’a pas de structure en
général. Si (€,41) ,en €St une suite de v.a. réelles i.i.d. centrées indépendantes de Xp, alors la suite récurrente
aléatoire (X,),en définie par X;,11 = £,41 Xp + X, est une martingale mais pas une chaine de Markov. Une
chaine de Markov est une suite récurrente aléatoire d’ordre 1, c’est-a-dire un processus autoregressif d’ordre
1 possiblement non-linéaire, pas forcément a valeurs réelles ou vectorielles. Au contraire, la propriété de
martingale tolére des récursions d’ordre arbitraire, mais impose une structure réelle ou vectorielle.

Remarque 5.6.7. Fonction de chaine de Markov et critere de Dynkin.

Si X = (Xu)pen est une CM(E,P) et f: E — F est injective alors f(X) = (f(Xp)) ey €St une CM(F), car si
Xn+1 = §(Xn,€n+1) alors f(Xp+1) = F((fH(f(Xn)), €n+1)). En revanche, ce n’est plus toujours vrai si f n'est
pas injective. Plus généralement, on dispose par exemple d'une condition suffisante appelée critére de Dyn-
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kin 4 si pour tout x laloi P(x,-) ne dépend de x que via f(x), alors f(X) est une CM. En effet, cela revient a
dire que g(x,¢) ne dépend de x que via a = f(x), et donc, en notant g(a, €) cette valeur commune, il vient

fXne) = F@Xmens) =Y. Y FE e xumen = 3, F@ens)fxm=a = FEF(Xn), €ns1)).

aeF xeffl (a) aeF
Le noyau Q de f(X) est alors donné pour tous a, b € F par

Qab)=P(f§@e)=b= Y PExe)=y= Y P f D) =If"@Parfb).
yef~l(b) xef~Ha)
xefYa)

a. Proposé par Eugene Dynkin vers 1965.

5.7 Chaines irréductibles, mesures invariantes, récurrence positive, théoréme ergodique

L'étude des classes closes, transitoire ou récurrentes, revient a étudier les chaines irréductibles. En revanche,
I'étude des classes transitoires non closes ne s’y ramene pas, et doit étre menée spécifiquement.

Mesures et lois invariantes

Une mesure p # 0 sur E est invariante pour le noyau de transition P lorsque pour tout y,

L) =Y px)P(x,y).

x€E

Cela s’écrit u = uP, ou encore uL = 0, c’est une notion duale! de celle de fonction harmonique positive. En parti-
culier, u est aussi invariante pour P” pour tout 7. Pour une mesure de probabilité ou loi y, son invariance pour P
revient a dire que pour si (X;) ,en €st une CM(E, P), alors

Xo~p¢ = X, ~ pupour tout temps n.

Il s’agit d'un équilibre en loi invariant par la dynamique, et 'équation p = uP est une équation de point fixe.

Soit u une mesure invariante pour P. Soit x un état repéré sur le graphe des transitions de P. Multiplions le
poids de chaque fleche arrivant en x par le poids p(y) ot y est'état de départ de la fleche. La somme totale de ces
produits doit étre égale a p(x) (équation bilan). Il en découle que si, sur le graphe des transitions, un état x ne recoit
aucune fleche mais envoie au moins une fleche a I'extérieur, alors il ne peut pas exister de mesure invariante, car
cela violerait le bilan de masse. Un tel état constitue une classe transitoire singleton (état fuyant en quelque sorte).

Exemple 5.7.1. Mesures et lois invariantes.

— Casi.i.d. Si (Xy) ,en est une suite i.i.d. de loi p sur E, alors X est une CM sur E et u est invariante.
— Chaine a deux états. Une mesure u est invariante pour la chaine a deux états de matrice

(1 —Po  Po )
P 1-p
ssi pou(0) = p1u(1). En particulier, lorsque pg + p1 > 0, la mesure y définie par pu(0) = p1/(po + p1) et
©(1) = po/ (po + p1) estl'unique loi invariante. Si pg = p; = 0, toutes les mesures sont invariantes.

— Processus de Bernoulli. Pour le processus de Bernoulli de 'exemple 5.2.2, une mesure p sur N inva-
riante ssi ¢(0) = (1 — p)u(0) et u(x) = (1 — p)u(x) + pp(x — 1) pour tout x > 0. Ainsi, si 0 < p < 1, alors
il n'y a pas de mesure invariante (la classe transitoire {0} perd de la masse), si p = 0, alors toutes les
mesures sont invariantes, tandis que si p = 1, alors toute mesure invariante y est constante.

— Multiplicité des mesures invariantes pour un noyau irréductible. Considérons la marche aléatoire sur
Z de 'exemple 5.2.1 de loi d'incrément pd; + (1 — p)dy, 0 < p < 1. Une mesure y est invariante ssi
u(x)=a+pB(p/(1—p))* pour tout x € Z, ol a, B € R. Il n'y a donc pas unicité a normalisation pres.

— Absence de mesure invariante pour un noyau irréductible. Le processus de Derman est la chaine de
Markov irréductible sur E =N de noyau P(x,x+1) = py etP(x,0) =1—-py, x=1,etP(0,1) =1,0u00 <
px<let[]32, px>0.Sip estune mesure invariante, alors u(x+1) = u(x) py, dott p(x+1) = H;Zl Py
tandis que p(0) = Y32, p(x)(1 - py) = X2, (u(x) — plx+1)) = p(1) = limy— oo p(x) = p(1) =TI} px. Or

(1) = (0) car P(0,1) =1 est la seule transition menant a 1, d’ot1 une contradiction car [[$2, px # 0.

1. Lorsque E est fini, vecteur propre de P a gauche plutot qu’a droite, associé a la valeur propre 1, et a coordonnées positives.
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Structure de 'ensemble des mesures invariantes

La linéarité de I'équation uP = u entraine que 'ensemble des mesures invariantes est un céne convexe : si
11 et o sont invariantes et si a; et @y sont deux réels positifs avec a; + a2 > 0, alors la mesure a; ) + azpy est
également invariante. Lensemble des lois invariantes est également convexe (prendre @; + @2 = 1). Si u est une
mesure invariante, alors tout multiple de p est également invariante. En particulier, si p est invariante et vérifie
H(E) < oo (toujours vrai si E est fini), alors ,u(E)’1 u est une loi invariante.

Récurrence positive et récurrence nulle

Si (X)) nen €St une CM(E), pour tous x, y € E, le nombre moyen de passages en y avant retour en x est

T -1
e =E( ¥ tyx,=p) € [0,00].

n=0
Notons que piy(x) =1, et uy(y) = 6x(y) si x est absorbant. De plus, g, (y) > 0 si et seulement si x — y.

Lemme 5.7.2. Nombre moyen de passages avant retour.

Si P est un noyau de transition irréductible sur E, alors pour tout x€ E :
() px= px P cest-a-dire que py(¥) =Y e Ux(2)P(z, y) pour tout y € E.
(ii) px estune mesure qui charge tous les états, c’est-a-dire que 0 < . (y) < oo pour tout y € E.

(iii) px apour masse totale E*(T}) € [0,00], C’est-a-dire que p.(E) = E*(T}).

(iv) siP estde plus récurrent alors il y a égalité dans (i) et u, est une mesure invariante.

Le (i), qui ne nécessite pas 'irréductibilité, s’écrit aussi L < 0, notion duale de la surharmonicité.

Démonstration. Pour (i), nous avons? pi,(y) = [Ex(Zn’; T Xn:y}) avec égalité si P est récurrent car dans ce cas Ty <
oo et Xrx = x. Ce décalage du temps permet d’exploiter une transition en fin de trajectoire, plus précisément

T; o0 o0
[Ex( > “{Xn:y}) = [Ex( > ﬂ{Xn:y,T;zn}) =Y P'Xy=yTs=n),
n=1 n=1 n=1

ce qui permet alors un découpage selon X,,_; et 'usage de la propriété de Markov faible, ce qui donne (i) :

(o]

(e
Y P Xn=yTrzn=) Y PXy=y;Xn-1=%T; = n)
n=1 n=1zeE

ZZP(Xn—yIan—z, =P (Xp1=2T; 2 n)

zeEn=

[1E3

> ZP(Xn—ylxn 1=2P* (X1 =2,T; >n-1)

zeEn=

=) P(z y)ZPX(X,,zz Ty > n)
z€E n=0

=) P(z,))ix(2).
z€eE
Pour (%), {T; =z nl ={X; #x,..., Xn-1 # x} € &1, et d'autre part, si z # x, alors {X,,_; = z, X1 # x} = {Xj,-1 = 2},
tandis que si z = x alors P*(X,,_; = z, Ty = n) =0, d’'ol1'usage de la propriété de Markov faible.
Pour (ii), par (i), gx(X)P™ (x, y) < px(3) et ux ()P (y, x) < py(x). Il suffit de choisir my, my t.q. P™ (x,y) > 0 et
P2 (y, x) > 0 par irréductibilité de P, et d'utiliser u,(x) = 1. Enfin (iii) vient de T = veE ZZ’; El Tix, =y - Nous avons
utilisé plusieurs fois le théoreme de Fubini - Tonelli dans [0, c0] pour commuter sommes ou espérances. ||

Théoréme 5.7.3. Mesures invariantes des noyaux irréductibles.

Soit P un noyau de transition sur E, irréductible. Alors :
— toute mesure invariante u charge tous les états et vérifie p(y) = p(x) 1, (y) pour tous x et y.

2. Dansle cas transitoire, il y a égalité pour y # x. Dans laméme veine, si P est transitoire, alors le potentiel vérifie G(x, y) = X5, P"(x,y) <oco
pour tous x, y, et'identité GP = I+G donne (vxP)(y) = Tx=y +Vvx(y) ol vy (y) := Zn: P’ (x,y) =E¥( Zn: (Xp=y}), €t Vx = iy si [P"(T* =o0)=1.
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— ilyadeux cas distincts :

(i) P esttransitoire. Alors:
— W(E) = oo pour toute mesure invariante y.
— E est nécessairement infini et il n'y a pas de loi invariante.

(ii) P estrécurrent. Alors:
— Uy estinvariante pour tout x.
— les mesures invariantes sont toutes proportionnelles.
— si p est invariante alors p(y) = p(x) i (y) pour tous x et y, en particulier, Hx(Mpy(x) =1

En particulier, un noyau irréductible qui admet une loi invariante est forcément récurrent positif.

Démonstration. Soit (X,),en une CM(E,P). Soit ¢ une mesure invariante pour P. Il existe au moins un état z tel
que u(z) > 0. Pour tout y, il existe un entier n tel que P"(z, y) > 0 car P est irréductible. Il en découle que

©(y) = pxP"(x,y) = u(2)P"(z,y) > 0.
X

Ainsi, u charge tous les états. Soit p invariante avec p(x) = 1. La formule pu(y) = p(x)P(x, y) + X ;24 1(2)P(z, y) utilisée
récursivement donne, si y # x, u(y) =2P*(X1 =y, Ty > 1)+ +P*(X, =y, T > n). D’ol u(y) = ux(y) quand n — co.

Cas ol P est récurrent. Si u est invariante et y(x) = 1, alors nous savons que y = Uy, donc y — Uy est une mesure
sur E. Comme p, est invariante (lemme 5.7.2) et p(x) = px(x) = 1, il vient que pour tout # et tout y,

0= (U—tx)(x) = (U= )P (X) = (- ) P (3, %),

d’oli (u— px)(y) = 0 en choisissant, grace a I'irréductibilité de P, un entier n tel que P"(y, x) > 0.
Cas o1 P est transitoire. Dans ce cas G(x, y) < oo pour tous x et y, d’oit lim,_..o P"(x, y) = 0. Si u(E) < oo alors
par convergence dominée, p(y) =lim, Y., u(x)P"(x, y) = 0 pour tout y, ce qui est impossible, d’ol1 u(E) = co. |

Plus généralement, pour un noyau quelconque, I'argument utilisé dans la preuve permet d’établir que les loi in-
variantes ne chargent jamais les états transitoires, ce qui couvre les noyaux non-irréductibles possédant une classe
transitoire non-close, comme par exemple une marche aléatoire sur Z> augmentée d'un point absorbant.

Un état récurrent x est dit...

— récurrent positif si E¥(Ty) = px(E) < oo (c’est toujours le cas lorsque x est absorbant).

— récurrent nul si E*(Ty) = . (E) = oo (dans ce cas Ty est a queue lourde).

Corollaire 5.7.4. Récurrence positive.

Pour tout noyau de transition P sur E, irréductible récurrent, I'un des deux cas suivants est réalisé :

(i) P estrécurrent positif : tous les états sont récurrents positifs. Alors :

— W(E) < oo pour toute mesure invariante et il existe une unique loi invariante : u(x) =

1
W’ xeE
X
— toujours le cas si E est fini!

(i) P estrécurrent nul: tous les états sont récurrents nuls. Alors :
— u(E) = oo pour toute mesure invariante .
— E est nécessairement infini, et il n’existe pas de loi invariante.

Démonstration. Par le théoréme 5.7.3, pour tous x, y € E, les mesures invariantes fi et i, sont proportionnelles,
donc EX(Ty) = ux(E) et EY (T;) = py(E) aussi. Donc x et y sont simultanément récurrents nuls ou récurrents positifs.
Si u est une loi invariante alors en sommant sur y dans p(y)/p(x) = px(y) il vient p(x) = 1/ (E) = 1/E*(Ty). ]

Ainsi, la récurrence positive est une propriété de classe.

(1) la classe est récurrente positive

classe de récurrence j
(2) 1a classe est récurrente nulle

En particulier, les classes de récurrence positives sont les seules classes irréductibles closes qui peuvent étre finies
(elles ne le sont pas toujours). Ce sont les seules classes irréductibles closes qui portent une loi invariante.

Les mesures invariantes liées aux classes de récurrence s’expriment au moyen des quantités trajectorielles
moyennes (i (y) et 1/E*(Ty). Réciproquement, la résolution du systeme linéaire pP = u fournit les quantités . (y)
et 1/E*(T}). La section suivante renforce ce lien entre trajectoires et mesures invariantes. Pour certains noyaux, le
calcul de E*(Ty) est plus simple que la résolution directe de I'’équation uP = u.
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Exemple 5.7.5. Mesures invariantes.

— Toute chaine irréductible sur un espace d’état fini est récurrente positive : elle est récurrente car
toute trajectoire passe une infinité de fois par au moins un état, et récurrente positive car toute me-
sure est finie. Ainsi les propriétés des mesures donnent des informations sur les temps de retour.

— La marche aléatoire simple sur Z est irréductible, et la mesure de comptage est invariante 4, comme
cette mesure est de masse infinie, la chaine est récurrente nulle ou bien transitoire. Nous savons par
ailleurs qu’elle est récurrente car G(x, x) = G(0,0) = oo pour tout x. Elle est donc récurrente nulle.

— Pourtout 0 < p < 1,lamarche aléatoire sur E = N réfléchie en zéro de noyau donné par P(x, x+1) = p,
P(x+1,x)=1-p, x e N, P(0,0) =1-p, et P(0,1) = p, est irréductible. La mesure u(x) = p*, x €
E, ou p = p/(1 — p) est invariante. Elle est de masse finie ssi p < 1 — p c’est-a-dire p < 1/2. Il en
découle que si p < 1/2 alors la chaine est récurrente positive de loi invariante Geon(p/(1 — p)). Cela
illustre également le critére de récurrence positive de Foster (théoréeme 5.8.2). De plus, il est possible
d’établir que pour p = 1/2, la chaine est récurrente nulle, tandis que pour p > 1/2, elle est transitoire.
Plus généralement, des criteres sont disponibles pour les processus de vie et de mort sur N.

a. Plus généralement, sur un groupe, si le noyau de transition est invariant par translation, alors la mesure de Haar est invariante.

Cecin’est pas abordé lors du cours oral.

5.8 Critere de Foster et fonction de Liapounov

Lemme 5.8.1: Critere de récurrence positive

Si (X;) nen €St une CM(E) irréductible, et s'il existe F c E fini non-vide tel que E* (TF*) < oo pour tout
x€F,ou TF* :=inf{n = 1: X, € F}, alors X est récurrente positive.

Démonstration. Notons (T™) ¢y les temps de retours successifs de X en F, avec T9:=0,etT! = Tj.Soitx €
F. Par la propriété de Markov forte, (Y},) ,en := (X77) nen €St une CM(F) irréductible car X est irréductible.
De plus, comme F est fini, Y est récurrente positive, et en particulier E*(Sy) < co ol Sy est le temps de
retour de Y en x € F. Si T; est le temps de retour en x de X, le but a présent est de controler E*(Ty) avec
E*(Sx) < oco. Pour cela, on observe que Ty = Y27 ) Uy Tjk<s,} ot Uy := Tk _ Tk qon

(o)
EX(Ty) = ) E*(Uklkes,y), et EX(Uilg<s,) = ). E* (U Nik<s Uix o =1)-
k=0 YEF

Par la propriété de Markov forte pour T¥, en observant que {k < Sy} appartient au passé de X au temps T*,

E* (Ui Vkesy 1, =) = E* Uk | k < Sy, Xpi = P (k < Sy, Xyt = 9) = E*(Ug | Xpi = pIP(k < Sy, Xt = 9).

(e o]
X — —[FY * ) N X * y * X — ¥ * X
Or EX(Uy. | Xpx = y) = EY(T}), dou E (Tx)s(%ag(m (TF))HP (S > k) (I}le%:X[E (T)JE¥(Sx) < co. u

Théoréme 5.8.2: Critere de récurrence positive de Foster et fonction de Liapounov

Soit P un noyau de transition irréductible sur E. Alors P est récurrent positif s’il admet une fonction
de Liapounov, c’est-a-dire V: E — R, F c E fini non-vide, et € > 0, tels que :

(1) infgV > —oo0.
(ii) PV <oosur F.
(iii) PV <V —¢€ sur F¢.

Ce théoreme est di a E G. Foster vers 1953. Il est inspiré de la stabilité des EDO au sens de Liapounov.

La propriété (iii) s’écrit également LV < —¢ o L = P — I est le générateur.

En quelque sorte, V est uniformément strictement surharmonique en dehors d'un ensemble fini.

La preuve consiste a m.q. [Ex(T;) < oo pour tout x € F, ou TF* :=inf{n =1: X,, € F} et a utiliser le lemme 5.8.1.
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Exemple 5.8.3: Application du critére de Foster

Soit (X;) ,en une CM(N) irréductible telle que pour tout x € E,
E(Xps1 | Xp=x) <oco et d::xli_m E(Xp+1— Xn | Xp = %) <0,
—00

comme pour la marche biaisée de 'exemple 5.7.5, qui est une file d’attente discréte a un serveur et
un processus de vie et de mort. Alors X est récurrente positive. En effet, le théoréeme 5.8.2 s’applique
avec e =—d, V(x) = x, F = {x: x < xp}, avec xg assez grand pour que E(X;+1 — X, | X, =x) < —¢.

J

Démonstration. Grace a (i) on peut supposer sans perte de généralité que V = 0, car (ii) et (iii) sont inva-
riantes par ajout d'une constante a V. Considérons T;f =inf{n=1:X, € F}. Comme F est fini non-vide,
d’aprés le lemme 5.8.1, il suffit d’établir que E*(T};) < oo pour tout x € F. Soit (X;,) ey une CM(E,P) et
Y, = V(Xn)ﬂ{ngn}. La propriété (iii) s’écrit E(V (X;,+1) | X, = x) < V(x) —e pour tout x ¢ F. Si x ¢ F, alors
E* (Y1 | Xo,..., X)) = [Ex(Vn+1ﬂ{T;>n} | Xo,...,Xn) = 'ﬂ{T};>n}[Ex(V(Xn+1) | Xn)
= ﬂ{T;>n}(V(Xn) -8=<Y, _fﬂ{TF*>n}

ol la premiére inégalité utilise le fait que X, ¢ F sur {T; > n}, et la seconde le fait que V = 0 sur F.
En prenant I’espérance et en utilisant V = 0, cela donne

0 <E*(Yp41) <E*(Yy) —eP*(T}: > n),

d’ot, en itérant,
n
0<E*(Yo)—€ ) PX(Tp > k).
k=0
Or comme Yy = V(Xo)ﬂ{T;>o} =V (Xp), et comme Z%"ZO [P”‘(T; > k)= [Ex(T;i), il vient, pour tout x ¢ F,
E(T}) < e 'V(x) < oo.

D’autre part, pour tout x € F, le découpage selon X, la propriété de Markov faible, et (ii) donnent

EX(Tp) <1+ Y P, B (TH) <1+e Y P, )V(y) <1+t Y Plx, ) V() <oo.
yeF ygF yeE

5.9 Loides grands nombres ou théoréme ergodique

Chaque trajectoire partant d'un état récurrent se décompose en une suite infinie d’excursions enracinées en cet
état. La propriété de Markov forte indique que ces excursions sont indépendantes et identiquement distribuées.
Leur longueur, aléatoire, est intégrable ssil’état est récurrent positif. Cette observation meéne au théoréme suivant.

Lemme 5.9.1. Nombre de passages et temps de retour.
Soit (X,) ,en une CM(E) irréductible, et x € E, alors la fréquence de passages en x avant le temps 7 vérifie

ZZ;& Tixe=x1 ps. 1
n n—oo EX(Ty)

€[0,1].

La preuve ci-dessous révele que 'hypothese d’irréductibilité est inutile si x est transitoire, tandis que si x est
récurrent, elle peut étre affaiblie en P(T; < oo) = 1, ce qui est le cas si Xy prend ses valeurs dans la classe de x.

Démonstration. Notons NI := Z;é Tix,=x le nombre de passages en x avant le temps 7. Si x est transitoire, alors
p.s. le nombre de passages en x est fini, et donc N?/n — 0, tandis que E*(T;) = oo car T n’est pas fini p.s.

Si x est récurrent, comme le temps d’atteinte de x est fini p.s., on peut donc supposer que la chaine part de x.
De plus, p.s., la suite strictement croissante (T}") ..., des temps de retour successifs en x est bien définie et tend vers
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oo. On convient que T = 0 et que T! = T?. Les définitions de N et T" donnent Tp* < n< TN**1, d’ott
n
™ p TN Nm 4
<—=<
NT S NPT NE41 NP

Par la propriété de Markov forte, (T2 — T1"), _, est formée de v.a. i.i.d. de loi Loi(Ty | Xo = x) = Loi(T? — T3}), d’out

! T+ T2-Tl+ +TP-TF ! s

EX(T})
n n n—oo

par la loi forte des grands nombres (somme télescopique). D’autre part, la récurrence et I'irréductibilité entrainent
que N — oo p.s. Ces deux convergences et I'encadrement précédent entrainent que n/ N — E*(T}) p.s. |

En particulier, le lemme 5.9.1 indique que si x et y sont récurrents positifs, alors

1]{Xk x} ps [Ey(T)
Zk éﬂ{xk yp o [Ex(T )

De plus, s’ils sont dans la méme classe de récurrence, alors, en notant u la loi invariante portée par cette classe,

Y120 xp=x) ps. EY(Ty)  p(x)
P iy R EX(TY)  p(y)

Dans cet esprit, on dispose plus généralement du théoreme suivant.
Théoréme 5.9.2. Loi des grands nombres ou théoréme ergodique de Chacon — Ornstein — Hopf.

Soit (X;) ,en une chaine de Markov sur E récurrente irréductible, de loi initiale quelconque. Alors :

(i) pour toute mesure invariante u et pour toutes fonctions f, g: E — R u-intégrables avec ug #0, on a

fXo)+- 4+ fXn1) ps. Xzer f(Dp(2) #f
g(Xp) ++++g(Xy-1) 1= Y cpg(2)u(z) ug

(i) sila chaine est récurrente nulle, alors pour toute fonction f: E — R u-intégrable,

fXo)+--+ f(Xn-1) ps.

n n—oo

0.

(iii) sila chaine est récurrente positive, de loi invariante y, alors pour toute f : E — R u-intégrable,

fXo)+- -+ f(Xp- 1) ps.
n

Z f2)uz) eR.

® 2eE

Toute suite (X},) ,en de vaa. ii.d. de loi p sur E chargeant tous les états est une chaine de Markov irréductible
récurrente positive de loi invariante u et le théoréme 5.9.2 coincide avec la loi des grands nombres pour la suite de
va. iid. (f(X,)),en- I1s'agit donc bien d'une généralisation de la loi des grands nombres classique.

Démonstration. Raisonnons conditionnellement a {Xy = x}, ou x € E est arbitraire. Les ensembles p.s. construits
dépenderont de x, mais leur intersection sur x € E sera également p.s. car E est au plus dénombrable.

Pour établir (i), considérons tout d’abord le cas g = iy et f = 0. Comme le noyau est irréductible récurrent, le
théoréme 5.7.3 indique que toutes les mesures invariantes sont proportionnelles, il suffit de n’en considérer qu'une,
par exemple p = iy, la mesure invariante valant 1 en x étudiée dans le lemme 5.7.2. La méthode du découpage en
excursions i.i.d. de la preuve du lemme 5.9.1 donne alors, avec les mémes notations, avec T:= T et N := N7,

fX) +o 4+ fXpwn ) _ f(Xo) -+ f(Xn) _ fKo) 4o+ fXpnn ) N" +1
N7 - N" - N"+1 N

La propriété de Markov forte donne f(Xo)+-- -+ f (X7m_1) = Z1++ -+ Zy;, oU (Zy) p>1 €st une suite de v.a. i.i.d. De plus
E(Z1) =E(f(Xo) + -+ f(X7-1)) = uy f par définition de y, et le théoréeme de Fubini-Tonelli. Comme par ailleurs
N" — oo p.s., laloi forte des grands nombres pour (Z;);; et 'encadrement précédent donnent

f(Xo) +"'+f(XTN”) p.s.

N n—oo

Ru(f):= txf-
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A présent, le résultat pour tout f € L' (u,) s’en déduit en posant f = f* — f~ avec f* := max(0, + f). Enfin, pour tout
g€ L' (1) telle que p,g # 0, il vient que R, () /R, (g) — tx f/ 1ixg P.S. ce qui est le résultat voulu.

La propriété (iii) s’obtient a partir de (i) avec g = 1 et u loi invariante.

La propriété (ii) s’'obtient a partir de (i) en se ramenant a f = 0, puis en observant que si g; = 1g, avec Ey fini,
(Ey) croissante avec E = Uy Ej, alors

0<f(X0)+...+f(Xn)< f(Xg) +--+ f(Xy) ﬁ,ﬂ_,ﬂ:
- n+l  8k(Xo) + -+ + gk (Xp) n—oo ugp k—oo ul

ol la derniere limite s’obtient par convergence monotone et ul = p(E) = oo (corollaire 5.7.4). Alternativement, nous
pouvons utiliser g = 1y, multiplier par N"/n, et utiliser le lemme 5.9.1 qui donne N"/n — 0 p.s. ]

Le théoreme 5.9.2 affirme qu’'une moyenne en temps %(f(XO) ++ f(Xpo1)) = %fonf(Xk)dk converge vers
une moyenne en espace Y ,.g f(2)u(z) = [ fdu. Le long des trajectoires, la fraction de temps passée sur un état
(fréquence de passage), converge vers la masse affecté par la loi invariante a cet état, égale a I'inverse du temps de
retour moyen a cet état. Le lien temps-espace est déja visible dans la formule de la loi invariante : p(x)E*(T}) = 1.

La variable aléatoie %( f(Xo) + -+ + f(X,-1)) est la moyenne de f pour la mesure empirique P,, définie par
P, = %(6 X, +--+0x, ;). Une autre fagon d’exprimer le résultat de convergence consiste a dire que P,, — 1 p.s.

La méthode des excursions permet également d’établir un théoréme limite central.

5.10 Convergence en loi, période, couplage

Soit (X,) ,en Une CM(E,v,P) récurrente irréductible positive et p sa loi invariante. Le théoreme 5.9.2 donne, par
convergence dominée, pour toute f : E — R (continue) bornée,

VPO 4+t ,fol—l f _ [E(f(Xo)) +-ee 4+ [E(f(Xn—l))
n - n n—oo

B

Ainsi vP" — p étroitement au sens de Cesaro. Peut-elle converger au sens usuel? Considérons le cas du processus
de Bernoulli modulo d avec p = 1, c’est-a-dire la chaine sur Z/dZ de noyau de transition P défini par P(x, y) = 1 si
y=x+1dans Z/dZ et P(x, y) = 0 sinon. Ce noyau est récurrent irréductible positif, et la loi uniforme sur Z/dZ est
invariante. Cependant, Loi(X,+; | Xo) = 8x,+; pour tout n € N et tout 0 < i < d. Cela s’écrit également P47+ = P/,
Ainsi, bien que vP" — p au sens de Cesaro, des phénomeénes périodiques empéchent sa convergence au sens usuel.

Théodéf 5.10.1. Période.

Si P est un noyau irréductible sur E au plus dénombrable, alors il existe un entier d > 0 appelé période et
une partition E = CyU---U Cy4_, tels que, avec la convention C,;.; = C;, les propriétés suivantes ont lieu :

(i SiP"(x,y)>0,alors (x,y) € C; x C;;p, pour un certain i.
(ii) Pour tous x, y € C;, et tout i, il existe r tel que P"d(x, y)>0pourtoutn=r.
(iii) Pourtoutz€ E, d =PGCD{n=1:P"(z,z) > 0}.

En particulier, le noyau P¥ possede d classes irréductibles, qui sont C, ..., C4_1.
Enfin on dit que P est apériodique lorsque d = 1.

Il en découle les faits utiles suivants :

— Une chaine irréductible traverse les ensembles Cy, ..., C4_; successivement et de facon cyclique. Si le sup-
port de Loi(Xp) est inclus dans C;, alors le support de Loi(X;) est inclus dans C;4, etc., et ce phénomeéne
rend la convergence en loi de la chaine impossible lorsque d > 1. Notons qu’on a toujours 1 < d < |E|.

— S'il existe x € E tel que P(x, x) > 0, alors P est apériodique.

— Si P est apériodique, alors pour tous x, y € E, il existe r tel que P"(x, y) > 0 pour tous n=r.

— La période de P ne dépend que du squelette de son graphe des transitions : {(x, y) € E x E : P(x, y) > 0}.

Démonstration. Démontrons tout d’abord que d, := PGCD{n = 1:P"(z, z) > 0} ne dépend pas de z. Soient z,z' € E,
et n, n' tels que P"(z,z') > 0 et P (Z,z) > 0. Par définition, d, divise n + n'. D’autre part, pour tout m tel que
P™(Z,Z') >0, d, divise n+ m+ n' car Pt (z z) > 0. Or comme d,, divise n + 1, il divise m, donc il divise dy.

Fixons z, et considérons ny > n; dans S; := {n = 1:P"(z,z) > 0} tels que la différence d = n, — n; soit la plus
petite possible. On définit alors I'ensemble C; pour 0 <i < d —1 par

Ci:={x€eE: P"d”(z, Xx) > 0 pour un entier n = 0}.

Lirréductibilité de P donne CyU--- U C;_1 = E. Remettons a plus tard la preuve du fait qu’ils sont disjoints.
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Démontrons (i). Soit x € C; et supposons que P"(x,y) > 0. Alors PM4+i(z, x) > 0 pour un entier m, et donc
pmd+n+i(z 1) >0,doll y € Cp;. En prenant x = y = z, on obtient que md + n + i et i sont égaux modulo d c’est-a-
dire que n est divisible par d, et donc d divise tout élément de S,, et donc divise n;.

Si nd = n%, alors nd = qn; +r avec 0 < r < n; < q. Comme d divise ny, il divise aussi r. En écrivant r = dm =
(np — ny)m, on obtient nd = (g — m)n; + mny. Ainsi P"(z z) = (P (z,2)9 ™(P"™(z,2))" >0, et donc nd € S..

Démontrons (ii). Soient x, y € C;. Lirréductibilité de P entraine que P (x, z) > 0 et P"2(z, y) > 0 pour des en-
tiers m, et my. Par ailleurs si nd = n% alors nous avons déja démontré que nd € S;, c’est-a-dire que P (z,2) > 0.
Donc P™+nd+mz (x ) > P (x, 2)P" (z, 2)P™2 (z,y) > 0. Or m + my est alors un multiple de d par (i), d’ot1 (ii).

Supposons que x € C; N C;. Alors P"*i(z x)>0etP" 4% (z,x) >0 pour des entiers n et 7/, et (ii) indique qu’on
peut prendre n = n’ (assez grands). Par irréductibilité de P, P™(x, z) > 0 pour un entier m. D’out P”‘“”m(z, z)>0et
PrA+itM(z 7)> 0, ce qui n’est possible que si i = j, par minimalité de d. Donc Cy, ..., C4-1 partitionnent E.

Démontrons (iii). Nous avons déja démontré que d divise tous les éléments de S. A présent, si k divise tous les
éléments de S;, alors il divise n; et ny et donc divise n, — n; = d. Par conséquent d = PGCD(S,). ||

Remarque 5.10.2. Apériodicité par perturbation et chaines paresseuses.

Si P est un noyau de transition, alors pour tout 0 < € < 1, la combinaison convexe P, = (1 — €)P + €I définit
un noyau de transition, irréductible si P est irréductible, qui posséde les mémes mesures invariantes que
P. De plus, si 0 < € < 1 alors ce noyau est apériodique car P, (x, x) = € > 0 pour tout x (un seul suffit). La
chaine de noyau P, est paresseuse : a chaque pas de temps, elle fait du surplace avec probabilité . Enfin
P, — P quand € — 0, par exemple pour la topologie de la convergence simple, d’ot1 la densité des noyaux
apériodiques dans I’ensemble des noyaux pour cette topologie. Cette généricité topologique est utile pour
évaluer la robustesse des modeles markoviens et la stabilité de leurs propriétés par perturbation. Cepen-
dant, en pratique, certains modeles sont périodiques pour de bonnes raisons liées a la physique modélisée.
Enfin, pour rendre apériodique un noyau irréductible, il suffit d’effectuer la perturbation précédente sur au
moins une ligne, c’est-a-dire de rendre la chaine paresseuse sur un seul site.

Notre but a présent est d’établir que les chaines de Markov irréductibles récurrentes positives apériodiques, sur
un espace d’état au plus dénombrable E, convergent en loi vers leur unique loi invariante, quelle que soit la loi
initiale. Il y a donc oubli de la loi initiale au profit de la loi invariante, qui représente un équilibre, et qui ne dépend
que du noyau de transition. Pour cela, il est commode d’utiliser la distance en variation totale :

dw(u,v):% sup (L—v)f.
I floo=1

Le préfacteur 1/2 est peu important, il assure que les valeurs prises sont dans [0, 1], la valeur 1 étant atteinte quand
w1 et v sont a supports disjoints. Il est clair que dans 'ensemble des mesures de probabilités sur E, la convergence
pour cette distance entraine la convergence étroite, c’est-a-dire la convergence en loi 3.

Une chaine de Markov ne s’éloigne jamais d'une loi invariante en variation totale :

Lemme 5.10.3. Contraction markovienne.
Soit P un noyau de transition sur E. Alors pour toutes mesures de probabilité v; et v, sur E,
dyt(v1P,voP) < dyr(vy, v2).
En particulier, si ¢ est une loi invariante pour P alors pour toute mesure de probabilité v sur E et tout n € N,

dyr (VP p) < dyr (VP", ).

Démonstration. Si f:E— [-1,+1],alorsPf: E— [-1,+1],dou|(vi—Vv2)Pf| < sup [(vi—v2)fl=2dyr(v],v2). A
Ifllo=1

Définition 5.10.4. Couplage de chaine de Markov.

Soit P un noyau de transition sur E. Un couplage de P est une suite (Z,) ,en = (Xp, Yi)) pen de vaa. sur E x E
telle que ses deux composantes (X;) ,en €t (Yy) en sont toutes deux des chaines de Markov de noyau P.
Le temps de couplage est la v.a. a valeurs dans N U {oo} définie par

Tc=infln=0:X,=Y,}.

3. Il se trouve qu'il y a équivalence (lemme A.2.1). Le chapitre A en appendice est consacré aux propriétés de cette distance dans ce cadre.
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Le couplage est coalescent lorsque X, = Y}, pour tout n = T¢.

Les suites marginales X et Y ne sont pas forcément indépendantes, n'ont pas forcément la méme loi initiale,
et la suite couplée Z n’est pas forcément une chaine de Markov sur E x E. Notons que {T¢ > n} c {X,, # Y} pour
tout n, avec égalité lorsque le couplage est coalescent. Le temps de couplage T¢ s’interpréte également comme le
temps d’atteinte de la diagonale T¢ =inf{n =0: Z, e D}ou D ={(x,x): x€ E} c Ex E.

Lemme 5.10.5. Distance en temps long et couplage.

Soit P un noyau de transition sur E et Z = (X, Y) un couplage de P de temps de couplage T¢.
Supposons que pour tout 7, tout 0 < k < n, et toute f : E — R bornée, sur {T¢ = k} :

E(f(Xn) | Zoy. s Zi) =E(f (X)) | Xi) et E(f(Yn) | Zo,..., Zr) = E(f (V) | Yi).

Alors pour tout n,
dyt(Loi(X,,),Loi(Y;)) = dyr(Loi(Xe)P", Loi(Yy)P™) < P(Tc > n).

Le couplage des chaines de Markov a été introduit par Wolfgang D6blin (Vincent Doblin) vers 1938.

Démonstration. Les suites X et Y sont des chaines de Markov sur E de noyau P. Soit v = Loi(Xj) et u = Loi(Yp).
Pour tout f: E— [-1,+1],

n
VP f = E(f (X)) = E(f (X) Yzesm) + D E(F (Xn) Vype=iy)-
k=0

Or E(f (X)) Nro=ky) = E(lro=E(f (Xp) | Zo, ..., Zi)), et par hypothése sur X et Y, on a, sur {T¢ = k},
EGfXn) | Zoy-ey Z6) = " (X,
Ainsi, E(f(Xp)Yiro=1y) = E(f (Yn) Ny7.=k) car Xi = Y sur {T¢ = k}. Par conséquent, on a
IVR" f = iP" {1 < EUf (OX) = 00 Ureom) < 2( sup | FCONP (T > ).
Notons que P(T¢ > n) dépend de Loi(Xj) et Loi(Y) vialaloi de Z. |
Théoréme 5.10.6. Convergence en loi vers I'équilibre ou théoréeme de Déblin.

Soit P un noyau de transition sur E, irréductible, récurrent positif, apériodique, de loi invariante p.
Alors limy,_.o, dyr (VP", u) = 0 pour toute mesure de probabilité v sur E.
Ainsi, pour toute chaine de Markov (X},) ,en de noyau P, et quelle que soit sa loi initiale Loi(Xj),

Xnﬂu.

n—oo

Autrement dit, toutes les lignes de P convergent vers p : lim,_., P (x, y) = u(y) pour tous x et y.

Nous avons vu que la loi des grands nombres ou théoréme ergodique (théoréme 5.9.2) entraine, par conver-
gence dominée, que vP" — p au sens de Cesaro, dés que P est récurrent irréductible positif. Le théoréme 5.10.6
précise que vP" — u au sens usuel lorsque P est de plus apériodique. Ainsi, bien que les théorémes 5.9.2 et 5.10.6
soient de natures différentes, une conséquence du premier est renforcée par le second. Le théoreme 5.10.6 énonce
une convergence en loi, et cela ne dit rien pour une trajectoire donnée, contrairement au théoréme 5.9.2.

Démonstration. Soient X et Y deux chaines de Markov indépendantes de méme noyau P, et de lois initiales res-
pectives vy et vo. Alors Z = (X, Y) estune CM(E x E,v; ® v2,P®P) avec (v ® v2)(x, ¥) = v1(x)va(y) et

PoP)((x,y),(x,y)) =Px,x" Py, ).

De plus, les hypotheéses du lemme 5.10.5 sont satisfaites. Soit T¢c = inf{n = 0: X, = Y,;} =inf{n = 0: Z, € D} le temps
de couplage de Z, qui est le temps d’atteinte de la diagonale de E x E. Comme P est irréductible apériodique, par
le théoreme 5.10.1, pour tous (x, y) et (x/,)') dans E x E, il existe des entiers r; et r, tels que P"(x,x") > 0 pour
tout n=r; et P*(y,y’) > 0 pour tout n = r». Ainsi, (P®P)"((x, y), (x',y")) > 0 pour tout n = max(r1,r,), donc P®P est
irréductible. Or u® u est une loi invariante pour P®P, donc P®P est récurrent positif (théoreme 5.7.3). En particulier
P(Tc < 00) =1 (atteinte de la diagonale), d’ot1 lim,—.oo P(T¢ > n) = P(T¢ = 00) = 0. Le lemme 5.10.5 entraine alors
que lim;,_, dyr(v1P",v,P") = 0 pour toutes lois v; et v, sur E. Il ne reste plus qu’a prendre v; = v et v, = p. |
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Corollaire 5.10.7. Convergence en loi vers I'équilibre dans le cas périodique.

Soit P un noyau de transition sur E, irréductible, récurrent positif, de période d, et de loi invariante p.
Soit E = CypuU---UCy— la partition de E en classe de récurrence de Pd, etu; = ,u(C,-)‘ly(‘ nC;).

Alors lim,, o, dyr(VP", 11;) = 0 pour tout i et toute loi de probabilité v portée par C;.

Ainsi, pour toute chaine de Markov (X},) ,en de noyau P, si sa loi initiale Loi(Xj) est portée par C;, alors

loi
Xn — Wi.

n—oo

5.11 Estimation du noyau et de la mesure invariante

Théoréme 5.11.1. Estimation du noyau de transition.

Soit (X;) ,en une CM(E,v, P) irréductible, récurrente positive, de loi invariante p. Alors pour tous x, y,

-~ Y10 MK Xee)=(o))) pis.
Pu(x,y):= =) — P(x, ).
Yicolix=m "

Démonstration. Lasuite X' = (X, Xp+1)) pen €St une CM sur F = {(x, x') € ExE : P(x, x") > 0}, de noyau de transition
Q((x, x), (3, ¥)) =P(, ¥ 1y—y. Ce noyau est irréductible récurrent, la mesure (x, x) — u(x)P(x, x') est invariante, et
c’est une loi, donc Q est positif. Le théoréme 5.9.2 utilisé pour X et X’ donne P,(x, ) — LX)P(x, y)/ u(x) =P(x, y)
p-s. quand n — oo, pour tous (x, y) € F, tandis que P,(x, Y=0=P(x,y)si(x,y) ¢F. ||

Il se trouve qu’il s’agit de I'estimateur du maximum de vraisemblance qui maximise la log-vraisemblance

P — log(v(Xo) [ P(Xc-1, Xi)| = 10g(v(Xo) + Y. log(P(X¢ 1, Xp)
k=1 k=1

sur I'’ensemble convexe des noyaux de transition sur E (compact si E est fini). Lorsque le noyau a estimer est défini
de maniere paramétrique, le maximum de vraisemblance reste un estimateur tout a fait intéressant.

Estimation de la mesure invariante

Pour estimer y, il est possible d’exploiter la formule p(x) = 1/E*(T}), et d'utiliser les excursions le long d'une ou
plusieurs trajectoires de la chaine. Alternativement, le théoréeme 5.9.2 fournit un estimateur direct % ZZ;(% Tix,=x de
1(x) a partir d'une trajectoire de la chaine. Plus généralement, ce théoréme montre que 'histogramme des valeurs
prises par la chaine le long d’'une trajectoire fournit un estimateur de la mesure p.

Lorsque P est irréductibe récurrent nul, la mesure invariante p n’est définie qu’a une constante multiplicative
pres, mais un estimateur de p(y)/pu(x) = px(y) s'obtient de la méme maniéere grace au théoreme 5.9.2.

Lorsque P est apériodique, toutes les lignes de P” convergent vers u d’apres le théoréme 5.10.6. La suite ré-
currente définie par vy = v et v,41 = v,P converge vers p. Il est également possible d’estimer p en utilisant un
échantillon de laloi Loi(X},) lorsque cela est plus commode, et c’est précisément ce qui fonde les méthodes MCMC.

5.12 Réversibilité et algorithme de Metropolis — Hastings

Mesures réversibles

Une mesure u sur E est réversible  pour le noyau de transition P lorsqu’elle vérifie (équation de bilan détaillé)

pwx)P(x,y) = u(y)P(y,x) pourtous x et y dans E.
De maniere équivalente, cela revient a dire que pour tout n et toute suite xy,..., X, dans E :
w(xo)P(x0, x1) -+ - P(Xp-1, Xp) = p(x)P(Xp, Xp—1) - - - P(x1, Xp).

Il en découle qu'une mesure de probabilité u est réversible ssi pour toute CM (X,,) ,en de noyau P et de loi initiale
1, laloi des trajectoires de X a horizon fini ne change pas par renversement du temps :

Loi((Xo, X1,..., X)) = Loi((X,, X-1,..., X0)) pour tout n € N.

4. Le terme symétrique est également utilisé.
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Si une mesure u est réversible et vérifie u(E) < oo, alors la mesure de probabilité u(E) ! u est réversible.
Si une mesure y est réversible, alors elle est invariante car

Z pX)P(x,y) = puly) Z P(y,x) =u(y) pourtoutye€kE.

xeE xeE

La réciproque est fausse. Il est plus facile de rechercher une mesure réversible qu'une mesure invariante.
Exemple 5.12.1. Mesure uniforme, invariance, et réversibilité.

La loi uniforme sur Z/dZ est réversible pour la marche aléatoire simple sur Z/dZ. La mesure de comptage
sur Z est réversible pour la marche aléatoire simple sur Z. Plus généralement P' : E x E — [0, 1] définie par
P'(x, y) :=P(y, x) n’est pas forcément un noyau de transition sur E. Cependant, la mesure de comptage est
invariante pour P ssi PT est un noyau de transition, et elle est réversible pour P ssi P' = P. Cela permet
de construire des noyaux dont les mesures invariantes ne sont pas réversibles. En particulier, la mesure
uniforme est par exemple invariante pour toute matrice de permutation, car la matrice transposée est as-
sociée a la permutation inverse. De plus il en découle que cette mesure est réversible ssi la permutation est
son propre inverse, c’est-a-dire que ses cycles sont tous de longueur 2 (transpositions a supports disjoints).
Une matrice de transition dont la transposée est aussi une matrice de transition est dite bistochastique ou
doublement stochastique. Lensemble des matrices bistochastiques est un polytope convexe et compact de
R"™*™ dont les points extrémaux sont les matrices de permutation (théoréme de Birkhoff-von-Neumann).

19—20

Ceci n’est pas abordé lors du cours oral.

Théoreme 5.12.2: Caractérisations matricielle et fonctionnelle de la réversibilité

Soient p et P une mesure et un noyau de transition sur E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) pestréversible pour P.
(i) DP=P'D, ot D = diag(y), c’est-a-dire D(x, y) := p(x)Ix=y, tandis que P' (x, y) := P(y, x).

(iii) Pfe Z% (1) pour tout f € l%(p), et 'opérateur linéaire P : Z% (W) — [% () est auto-adjoint :

(Pf,g)=(f,Pg) pourtous f,ge fé(u)-

J

— Lensemble (%(,u) des f: E— Ct.q. ¥ rep|f(x)|?u(x) < oo est un espace de Hilbert complexe pour le
produit scalaire (f, g) := Xy yer f (x)g(x)(x), qui s’avere utile pour I'analyse spectrale de P.

— Lapplication f(x) — /p(x) f(x) définit une isométrie linéaire £2 () — ¢2(A) o1 A est la mesure de
comptage, de matrice v/D. Elle est bijective (D est inversible) ssi u charge tous les états.

Démonstration. Léquivalence (i) < (ii) est immédiate. Limplication (iii)= (i) s'obtient en spécialisant a f =
Ty et g = 1. Démontrons que (i)=(iii). Soit f € é%(p), alorsPf e Z% (1) car par I'inégalité de Jensen pour
P(x,-), la propriété (i), et le théoréme de Fubini- Tonelli,

Y PrPuw s Y Peplf@Pu@ =Y PeIfOPum =Y 1If0Pu@) Y. Py,x) = flI5 < oco.

x€E X,y€E X,y€E YEE xeE

Enfin (i) donne, par linéarité, (Pf, g) = (f,Pg) pour tous f,g : E — C a support fini, et la formule se gé-
néralise ensuite a tous f,g € é%(p) par approximation. Plus précisément, pour tout k € N, soit fi := f1g,
et g := glg, avec Ey fini et UgEy = E. Alors (Pfy, gx) — (Pf, ) et {f,Pgi) — (f,Pg) quand k — oo, par
convergence dominée dans qu: () ot w estla mesure 7 (x, y) = P(x, y)u(y) = P(y, x)u(x) sur E x E. |

Théoréme 5.12.3. Caractérisation de Kolmogorov de la réversibilité.

Soit P un noyau de transition irréductible sur E vérifiant P(x, y) > 0 ssi P(y, x) > 0.
Alors P admet une mesure réversible ssi pour tout n = 0 et toute suite Xy, ..., X;+1 dans E avec X,4+1 = Xo,

n n
[TPxi, xiv1) = [[ P(xis1, xi).
i=0 i=0

Cela signifie que le poids d'un cycle ne dépend pas du sens de parcours.
De plus, dans ce cas, les mesures réversibles sont toutes proportionnelles.
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Un noyau irréversible posséde donc en quelque sorte un courant (asymétrie) le long de certains cycles.

Démonstration. Sipu est une mesure réversible, alors elle est invariante, donc p(x) > 0 pour tout x car P est irréduc-
tible, et u(x)/u(y) = P(y,x)/P(x, y) pour tous x et y. Ainsi, lorsque P admet une mesure réversible, elle est unique
a une constante multiplicative pres. Si u est réversible, alors la propriété de cocycle s’obtient en utilisant la défini-
tion de la réversiblité. Réciproquement, supposons que la propriété de cocycle est vérifiée par P. Fixons un état y
arbitraire, et choisissons p(y) > 0. Pour tout x, comme P est irréductible, il existe une suite xy,..., x;, n =1, telle que
Xo=X, X, =Y, etP(x;,x;11) >0 pourtout 0 < i < n—1. Posons alors

n-1

o = p ]

=0 P(xi, Xi+1)

P(xis1,x;)

Si a présent xj,...,x), est un autre chemin reliant x a y, de longueur m = 1, alors les deux définitions de p(x)
coincident grace a la propriété de cocycle pour le cycle xo, ..., Xy, X),_;,..., X,. Enfin, un raisonnement du méme
type donne la réversibilité de p : u(x)P(x, z) = u(z)P(z, x) pour tous x, z. ]

La condition se réduit aux cycles triangulaires lorsqu’il existe un état accessible en une étape par tous les autres.

Cette caractérisation de la réversibilité al’avantage de ne faire intervenir que le noyau P, et montre en particulier
que la réversibilité de P constitue une contrainte polynomiale sur les coefficients de P. Elle a été découverte par
Andrei Kolmogorov vers 1936. Réciproquement, partant d'une mesure g, la construction de Metropolis — Hastings
ci-dessous fournit un noyau qui admet ¢ comme mesure réversible.

Mesures de Boltzmann - Gibbs et méthode MCMC

Une classe importante de mesures de probabilité est donnée par les mesures de Boltzmann - Gibbs, de la forme

e—V(x)
X) = , X€E,
p(x) 7

ol V:E—Retoll Z=Y pe V™ <ooestlanormalisation. La probabilité p(x) est d’autant plus élevée que V (x) est

basse. Typiquement x s'interpréte comme une configuration d'un systeme complexe, et V(x) comme son énergie.
Un exemple emblématique issu de la physique statistique théorique est le modele d’Ising a spins +1, donné par

E={-1,1}* AcZ9 et, en notant A’ les arétes de Z% dont les extrémités sont dans A et & un parametre réel,

V)= Y xixj—h)_ x.

(i, )eN ieA

Une classe importante d’exemples correspond au cas ol V est constante, donc p uniforme, et E complexe, obtenu
comme intersection de contraintes dans un espace produit, dans lequel des mouvements locaux sont possibles.

Dans ces exemples, les différences V(y) — V(x) sont faciles a évaluer quand x et y different peu, tandis que Z
ne l'est pas facilement. Les rapports u(x)/u(y) = e~V sont donc évaluables quand x et y different peu, tandis
que p(x) ne lest pas facilement. Une question importante est alors d’approcher numériquement la quantité

EO0) = [ fdu=pf = X f0u0, X~
X

pour f: E — R évaluable. La méthode Markov Chain Monte Carlo (MCMC) consiste a construire, a partir des rap-
ports u(x)/u(y), une chaine (X}) ¢y irréductible récurrente positive de loi invariante y, simulable, et d’approcher
E(f (X)) par %(f(Xo) +---+ f(X;-1)) (horizontal), ou encore, lorsque X est apériodique, par %(f(Zl) +---+ f(Z;)) ou
Z1,...,Zr estun échantillon de la loi de X;, pour n assez grand (vertical). Il est possible de combiner ces approches
horizontales et verticales en un rectancle spatio-temporel. La construction de Metropolis — Hastings fournit méme
une chaine irréductible récurrente positive apériodique explicite qui admet ¢ comme mesure réversible!

Algorithme de Metropolis - Hastings

Soit ¢ une mesure de probabilité sur E qui charge tous les états, connue a normalisation prés. Soit R un noyau de
transition auxiliaire sur E vérifiant R(x, y) = 0 ssi R(y, x) = 0, appelé noyau d’exploration. Ce noyau est typiquement
une marche aléatoire sur E lorsque E s’y préte, ou toute autre exploration facile a simuler. Pour tous x # y, soit

1Ry, x)

R si R(x,y)>0, et a(x,y)=0 sinon
u(x)R(x,y)) Y Y

a(x,y) = min(l

appelée fonction d’acceptation-rejet. Elle quantifie en quelque sorte le défaut de réversibilité de u pour R.
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Théodéf 5.12.4. Noyau de Metropolis — Hastings.

R ’ ) i

x Yalxy) Slx#y.Alors:
1-Y 2 P(x,2) six=y
(i) P estun noyau de transition sur E appelé noyau de Metropolis — Hastings.

Soit P: E x E — R définie pour tous x, y € E par P(x, y) = {

(ii) p estréversible pour P et en particulier invariante.

(iii) P estirréductible (respectivement apériodique) si R est irréductible (respectivement apériodique).

En particulier, en combinant (ii) et (iii), il vient que P est irréductible récurrent positif lorque R est irréductible,
apériodique si Rl'est, ce qui permet d'utiliser aussi bien la LGN que la convergence en loi pour approcher p!

Démonstration.
(i) Il s’agit bien d'un noyau de transition sur E car 0 < P(x, y) < R(x, y) pour tout x # y.

(ii) Laloi u est réversible et en particulier invariante pour P. En effet, si x # y et R(x, y) > 0, alors
LX)P(x,y) = min(u(x)R(x, ), u(Y)R(y, x)) = ()P (y, x).

(iii) L'héritage de l'irréductibilité et de 'apérodicité découle du fait que les transitions possibles entres états dis-
tincts sont les mémes pour P et R (autrement dit, les squelettes sont les mémes hors diagonale).

Les trajectoires de la chaine de Metropolis— Hastings se simulent comme suit : partant de 1'état x, on génere
une proposition Y ~ R(x,-), et on compare a(x,Y) a U ~ Unif([0, 1]) indépendante de Y. Si a(x, Y) > U, on accepte
la transition et on pose Z = Y, sinon on rejette la transition et on pose Z = x. Ainsi, pour tous x # y,

P(Z=y)=PU<a(x,Y),Y=y)=alx,y)R(x,y) =P(x,y),

ce qui donne bien Z ~ P(x, ). Il est remarquable que I’évaluation de P(x, x) soit inutile dans la simulation.
Lorsque E est muni d'une distance d dont les boules fermées de rayon unité sont finies, il est commode de
prendre R(x,y) = 1/ny, sid(x,y) =1 etR(x,y) =0sinon, ou ny:=|{y € E: d(x,y) = 1}.

Remarque 5.12.5. Fonctions d’acceptation-rejet alternatives.

En posant f(x, y) = w(x)R(x, y), nous avons a(x, y) = h(B(y, x)/B(x,y)), 0 < h < 1, tandis que la condition de
réversibilité s’écrit B(x, ) h(B(y, x)/ B(x, ¥)) = By, x)h(B(x, y)! B(y, x)), vérifiée des que h(u) = uh(1/u). Cest
le cas pour notre fonction h(u) = min(1, u), mais aussi par exemple pour h(u) = u/(u+1) (noyau de Barker).

Remarque 5.12.6. Algorithme d’optimisation stochastique du recuit simulé.

Lalgorithme de Metropolis—Hastings permet de simuler approximativement la loi y, en ne faisant appel
qu’al’évaluation des rapports p(x)/u(y) c’est-a-dire des différences V(y) — V(x) lorque p est une mesure de
Boltzmann - Gibbs. En remplacant V par SV ou 8 > 0 est un parametre (température inverse), et en faisant
décroitre la température par paliers le long de I'algorithme, il est possible d’obtenir une approximation du
minimum global de V, qui évite d’étre piégée dans un minimum local trop grossier. C’est I’algorithme du re-
cuit simulé, inspiré de la métallurgie. La loi p = g = Z/;le‘ﬁ V est d’autant plus concentrée sur le minimum
global de V que B est grand. Il s’agit d'un usage probabiliste de la méthode de Laplace.

5.13 Cas des espaces d’état finis

Lorsque E est fini, de cardinal d, les noyaux sur E sont des matrices d x d, on identifie les mesures sur E aux
vecteurs lignes non nuls de R?, et les fonctions E — R 4 des vecteurs colonnes de R%. Le terme noyau de transition
devient matrice de transition ou matrice stochastique ou markovienne. Le noyau spécial I est la matrice identité.
Toutes les mesures sont finies, toutes les fonctions sont bornées et intégrables pour toutes les mesures.

Soit P une matrice de transition sur E de cardinal d. Une mesure y est invariante ssi le vecteur colonne " estun
vecteur propre de P associé a la valeur propre 1. De méme, une fonction f est harmonique ssi le vecteur colonne
f estun vecteur propre de P associé a la valeur propre 1, c’est-a-dire f € ker(L) ouL=P-1.
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Existence de loi invariante par un argument spectral de Perron - Frobenius

Les fonctions constantes sont harmoniques. Autrement dit 1 est toujours valeur propre de P, associée au vec-
teur propre (1,..., 1)T. Donc 1 est aussi valeur propre de PT, mais les espaces propres ne sont pas ceux de P en
général. Cependant, si u est un vecteur propre de P' associé ala valeur propre 1, alors il en est de méme du vecteur
(luqd,..., Iudl)-r ol d = |E|, et le vecteur ligne (Z?zl |ui|)_1|u,-| est une loi invariante pour P. En effet, si v; = |u;] et
w=PTv—v,alors w; = |(P"u);|—u;| =0 pour tout i par I'inégalité triangulaire car P est a coefficients réels positifs.
Or w; +---+ wy = 0 car P est une matrice de transition, d’ou w = 0.

Cet argument, publié indépendamment par Oskar Perron (1907) et Ferdinand Georg Frobenius (1912), et indé-
pendamment de A. Markov (1906), possede une généralisation en dimension infinie (théoréme de Krein — Rutman).

Unicité de la loi invariante via une propriété de Liouville

Soit f harmonique pour P irréductible sur E fini. Comme E est fini, il existe x € E tel que f(x) = M = max e f(2).
Supposons qu'il existe y tel que f(y) < M. Comme P est irréductible, P"(x, y) > 0 pour un n = 1. Or f est harmo-
nique pour P", d'ott f(x) = ¥ cgP"(x,2) f(2) = P"(x,y) f(¥) + L2, P"(x,2) f(2) < M, ce qui contredit la définition
de x. Ainsi, les fonctions harmoniques d'un noyau irréductible sur E fini sont les fonctions constantes, et on parle
de propriété de Liouville®. Cela s'écrit également ker(L) = R(1,...,1)". Par conséquent, I'espace propre de P asso-
cié a la valeur propre 1 est de dimension 1, et il en est donc de méme pour P'. Ainsi, une matrice de transition
irréductible admet au plus une loi invariante.

Existence de loi invariante par un argument de convexité-compacité

Lensemble Ag des lois sur E, appelé parfois simplexe, est le sous-ensemble de R formé par les vecteurs ligne
(p1,---,pa) avec p1 20,...,pg=0et p; +---+ pg = 1. Soit oy € Ag. Comme Af est convexe,

o+ P+ + ()Pn_1
= HotH - bt

pour tout 7 = 1. D’autre part, comme Ag est compact dans R?, le théoreme de Bolzano — Weierstrass assure I'exis-
tence d'une sous-suite convergente (i, ) de limite y € Ag. On a alors uP = p car

po HoPto -+ P Mo — HoP"™*
P = e =y =
k N

Toute valeur d’adhérence de (u,),-; est invariante pour P. La réciproque est vraie car si g est invariante pour P
alors (uy),=; est constante et égale a uo. Pour E infini, la convexité subsiste, mais pas la compacité.

Résolution du probleme de Poisson par une propriété de Liouville

Le probléeme de Poisson consiste a inverser le générateur L = P—1I. Si P est irréductible sur E fini, de loi invariante
1, alors pour toute f: E — R, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) festde p-moyennenulle: uf =Y g f)u(x)=0.
(ii) il existe une fonction g: E — R vérifiant Lg = f (équation de Poisson).

De plus, g est unique a une constante additive pres.

En effet, comme p est invariante, on a yL = 0. Donc si Lg = f, alors uf = 0. Réciproquement, supposons que
pf =0. Comme P est irréductible, la propriété de Liouville donne dim(ker(L)) = 1, donc dim(Im(L)) = |E| - 1. Or
comme pL =0, on aIm(L) = (kerLT)t < ([R{,u)L espace des fonctions de p-moyenne nulle, qui est de dimension
|E| - 1. Ainsi, Im(L) = ([Ri,u)l-, ce qui montre l'existence de g, unique a une constante additive pres, telle que Lg = f.

Le probléme de Poisson est plus délicat lorsque I'espace d’état est infini. Lorsque p est réversible, cela est lié a
I'existence d’un trou dans le spectre de L, vu comme un opérateur linéaire sur I'espace de Hilbert £2 ().

Théoréme limite central
Théoréme 5.13.1. Théoreme limite central pour les chaines de Markov.

Soit (X;,) peny une CM(E, v, P) sur E fini, irréductible, de loi invariante p.

5. En analyse complexe, une fonction entiére (holomorphe sur C) bornée est constante. Ses parties réelles et imaginaires sont harmoniques.
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Alors pour toute fonction f : E — R, en notant g la solution de ’équation de Poisson Lg = f — uf,

N (0,0%(f) ou o*(f):=uP(g?) - (Pg)?).

\/ﬁ(f(XO) +- 4+ f(Xp-1) —Ilf) loi

—
n n—oo

La quantité (P(g%) — (Pg)?)(x) est la variance de g pour P(x,-).
Le théoréme 5.13.1 généralise le TLC des suites i.i.d. En effet, lorsque (X,,) ,en €st une suite i.i.d. de loi y, alors
P(x,-) = u pour tout x € E, en particulier, on peut prendre g = f et u(P(g%) — (Pg)?) estla variance de f pourlaloi p.

Démonstration. Par translation, on peut supposer sans perte de généralité que pf = 0. Comme E est fini, toutes
les fonctions sont bornées et intégrables pour toutes les mesures, et le théoréme 5.6.3 indique alors que la suite
(M) ,en définie par My =0 et M, = g(X;,) — g(Xo) — ZZZI(Lg) (Xk-1) pour n = 1 est une martingale de carré inté-
grable, de processus croissant (théoréeme 4.7.1) donné par (M) =0 et, pour n = 1,

n n
(Myn =Y E((My— Mg_1)* | Fr-1) = Y E(8(Xp) — §(Xk—1) — L(®) (X-1))* | Xge—1)

k=1 k=1
n n

= ) E(g(XK) ~P(@) (X-1))? | Xg-1) = Y h(Xg-1),
k=1 k=1

ol h(x) = P((g — (PZ)(x)?)(x) = P(g%)(x) — (Pg)(x))? est la variance de g pour P(x,"). Donc 2(M), — o?(f) p.s.
(th. 5.9.2, LGN pour la CM X, irréductible récurrente positive car E fini). D’autre part, la condition de Lindeberg

du TLC martingale (th. 4.12.1) est vérifiée car toutes les fonctions sont bornées. Donc \/LﬁMn — N(0,02( f)) enloi.

Enfin, comme g est bornée, il vient que \/Lﬁ(g(Xn) - g(Xp)) — 0en P, donc —\/Lﬁ Y Le) (Xi-1) — N(0,0%(f)) en
loi, d’ot1 le résultat en multipliant par —1, car cette loi gaussienne est symétrique, et Lg = f. |

Cecin’est pas abordé lors du cours oral.

Récurrence et invariance

Théoreme 5.13.2: Récurrence et invariance en espace d’état fini

Soit (X;,) peny une CM(E,v,P) sur E fini, E, les états récurrents, et Et les états transitoires. Alors :

(i) Lensemble Egr est non vide, et tous les états récurrents sont récurrents positifs.
Si P estirréductible, alors il est irréductible récurrent positif.

(i) La chaine est presque siirement capturée par une classe de récurrence : P(Tg, < oo) = 1.
Quand tous les états récurrents sont absorbants, la chaine finit p.s. par étre constante.

(iii) Si (P"(x,-)),en converge, sa limite est une loi de probabilité invariante.

(iv) Les mesures invariantes ne chargent pas Er, et si Ry,..., R, sont les classes de récurrence de
P, alors chaque R; porte une unique loi invariante p;. Les mesures invariantes pour P sont les
combinaisons convexes de la forme a;u; + -+ a, g, olt ay,...,a, sont des réels positifs non
tous nuls. Les lois invariantes correspondent au cas ot @y + -+ + a, = 1.

(v) Lespace propre de (P, R,-)T associé a la valeur propre 1 est de dimension 1, et contient un
unique vecteur a composantes positives dont la somme vaut 1, qui est précisément ;.

(vi) Lamatrice P estirréductible ssi P admet une unique loi invariante.

(vii) Une classe irréductible est close ssi elle est récurrente. Les classes irréductibles dont aucune
fleche ne sort sont récurrentes, tandis que les autres sont transitoires.
Un état x est transitoire ssi il existe un état y tel que x — y et y / x.
La décomposition de E ne dépend que de la connectivité du squelette du graphe des transi-
tions, c’est-a-dire des fleches mais pas de leur poids.

J

Eléments de démonstration. Si x € E et y€ Er,alors 357 P"(x,y) = G(x,y) < oo donc lim,,_.o P"(x,y) = 0.
De plus, Y yeE P"(x,y) =1 donne lim,_.., P*(X; € Eg) =1, d’ou Eg # @. De plus, pour tout x et tout n,

P*(Tg, = 00) = P*(Ng, = 0) < P*(X, ¢ Eg) donc P*(Tg, =o0) =0.

Enfin, comme les classes de récurrence sont finies, elles sont récurrentes positives (cor. 5.7.4). La troisieme
assertion est immédiate en écrivant P"*1(x,-) = P"(x,-)P. Pour terminer, si g est invariante, alors comme
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lim,,—.oo P"(x, ) = 0 pour tout y € Er et tout x € E, il vient que u(y) = ¥ yeg £(x)P"(x,y) — 0 quand n — co
par convergence dominée, et donc u(E7) = 0. |

Spectre et période

Théoréme 5.13.3: Spectre et période

Soit P irréductible sur E fini. Alors :
(i) Lapériode est toujours < |E|.
(ii) Le spectre de P estinclus dans {z € C:|z| < 1}, est invariant par z — z, contient 1.
(iii) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) Pestapériodique.
(b) il existe un entier r tel que P"(x, y) > 0 pour tous x et y et tout n = r.

(c) 1 estlaseule valeur propre de P de module 1.

2nk ;
(iv) SiP est de période d, alors son spectre condient des racines de 'unité {e @ ':0< k< d —1}.

(v) SiP estréversible alors son spectre est réel.

Notons que comme P est irréductible, nous savons que 1 est une valeur propre simple.
Si P est une matrice de permutation, alors son spectre est l'union des racines de I'unité correspondant aux
longueurs des cycles de la permutation.

Démonstration.

(i) Découle du partitionnement fourni par le théoréme 5.10.1.

(ii) Nous savons déja que 1 est dans le spectre, associé au vecteur propre (1,...,1). Si A est valeur
propre de P, associé au vecteur propre v # 0, alors Pv = Ay, et il existe x tel que vy # 0, d'ou
Al = Zj P(i, )lvjl/|v;| = 1. Linvariance du spectre par rapport a z — z vient du fait que P est réelle.

(iii) (a)=(b). Pour tout x € E, soit n, tel que P (x,x)>0 pour tout n = ny (th. 5.10.1), et N := maXyef Hy.
D’autre part, pour tous X, y € E, il existe ny, , tel que Py (x, y) > 0. Soit N' := maxy, e 1y, . Alors pour
tous x, y € E, PN*N'(x, y) = Py (x, y) PNV 7y (3, ) > 0.

(b)=(c). Si e?, @ € R, est valeur propre de module 1 de P, donc valeur propre de P, alors il existe un
vecteur ligne v tel que vP = el%p, et donc vP" = e v pour tout n € N. Par 'argument de Perron—
Frobenius, |v|P" = |v], donc pour tout x, IZyP"(y,x)vyl = ZyP”(y,x)lvyl. Si n = r alors P"*(x,y) >0
pour tout y, donc il existe a € R tel que pour tout y € E, vy, = el vy|. Il vient qu’a la fois vP" = ey et
elnf y = elnd+a) | | = elnf+a)|pn = g2in0 ypn pDoncel? =1, pour une infinité d’entiers n, d’ot1 6 = 0.
(c)=(a). Supposons par I'absurde que la période d vérifie d > 1. Soient Cy, ..., C4_; les classes irréduc-
tibles de P4, comme dans le th. 5.10.1. Soit y 'unique loi invariante de la chaine sur Cy de noyau égal
alarestriction de P¥ sur Cy. Le th. 5.10.1 donne aussi que uP” est portée par C, pour tout0<r <d—1.
Il en découle que v := Z‘rt(} e'd "UP” # 0 tandis que VP = e_%niv, d’out la contradiction.

(iv) Largument de la preuve du (iii) permet de conclure.

(v) Comme P est irréductible et E fini, par le théoréeme 5.13.2 (i) et (vi), il existe une unique loi invariante
W, qui charge tous les états. En particulier la matrice D = diag(u) est inversible. A présent, comme
I'affirme le théoréme 5.12.2, la réversibilité de y donne $ := vDPVD~1 = vVD-1PT v/D. Les matrices P
et S sont semblables et ont donc le méme spectre. Or S est symétrique réelle, et a donc un spectre réel.

Convergence sous-exponentielle vers I'équilibre et couplage

Théoréme 5.13.4: Convergence sous-exponentielle vers I'équilibre

Soit P un noyau de transition sur E fini, irréductible apériodique, et soit y sa loi invariante.
Alors il existe un réel 0 < p < 1 et un entier r > 0 qui dépendent de P tels que

ln/r]

—

max |P"(x,) — plyp < o™ — 0.
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Pour certaines chaines comme celle de I'urne d’Ehrenfest et celle de la marche aléatoire sur 'hypercube
discret, la convergence avec pire condition initiale se produit de maniére abrupte aprés un temps critique
(cutoff phenomenon) et ce phénomene est d’autant plus marqué que le modele est en grande dimension.

Démonstration. Comme P est irréductible apériodique sur E fini, il existe un entier r tel que € :=
miny , P’ (x,y) > 0. En particulier P"(x,y) = € = eu(y) pour tous x et y. Posons p = 1 —¢. D’autre part, u
charge tous les états. Soit M le noyau de transition sur E dont toutes les lignes sont identiques a p. Grace
a la définition de &, la matrice Q = p’l(Pr — (1 - p)M) est un noyau de transition sur E, vérifiant uQ = p.
Notons que P" = (1 — p)M + pQ. Pour tout entier k, on a

Pour le voir, on observe que RM = M pour tout noyau de transition R (car les lignes de M sont identiques), et
que MR =M pour tout noyau R qui admet ¢ comme mesure invariante. Il en découle que pour tout entier i,

Donc P’k”(x_, y) = u(y) = P M) (x, y) = p*(Q¥P! —M)(x, y) pour tous x et y.
Comme QkP’ et M sont des noyaux de transition,

Y|P, y) - p(n)]| < pF L QP (x, y) + M(x, ) = 29",
y y

Cela entraine |P"™**/(x,) — p||,;; < p*. Le résultat final s'obtient en écrivant n = kr +i avec k = |n/r]. La
méthode est valide pour tout p > 1— minx,y(Pr(x, npy).

Examinons une preuve alternative, qui reprend la preuve du théoréme 5.10.6 basée sur un couplage indé-
pendant. Soient X et Y deux CM indépendantes de noyau P” et de lois initiales 6 et . La suite Z = (X, Y)
est une CM sur E x E de loi initiale §, ® u et de noyau C((x, ), (x',y")) = P"(x,x)P"(y,¥"). En particulier,
min, ,C(z,z') = €2. Si T¢ est le temps de couplage de Z, alors pour tout entier k, en notant z, = (x, x),

P(Tc> k) <P(Zy # Zuy. s Zi # 24) = > L(C(x, ), 21) -+ Clzk-1, 20) < (1 - eHF.

W2V E 2 yees B F 2
Comme Loi(Yy) = pP*" = p et Loi(Xy) = 6,P* =P*"(x,), le lemme 5.10.5 conduit
dyr(P* (x,), ) < (1 —eH*.
A présent, tout entier n s’écrit n = kr + i avec k= |n/r] et 0 < i < r. Enfin, par le lemme 5.10.3,

dyr(P"(x,), ) = dyr(P* (x, P!, ) < dyr (P*" (x,), ) < (1 — %)/,

La preuve alternative ci-dessus mene au résultat général suivant, au-dela des espaces d’états finis :

Remarque 5.13.5: Critere de Doblin pour la convergence sous-exponentielle a I'équilibre

Pour tout noyau de transition P irréductible récurrent positif apériodique sur un espace d’état au
plus dénombrable, s’il existe uneloi v, € >0, et r = 1 tels que P” (x, y) = ev(y) > 0 pour tous x, y, alors
il y a convergence sous-exponentielle a I'équilibre, comme dans le théoréme 5.13.4.

5.14 Quelques exemples classiques

Ceci n’est pas abordé lors du cours oral.

5.14.1 Processus de vie ou de mort sur N

11 s’agit des CM sur N dont le noyau vérifie P(x,y) = 0 si |x — y| > 1. Elles permettent de modéliser des
phénomenes discrets qui ne peuvent varier que d'une unité a chaque étape. Soient p,q,r : N — [0, 1] trois
fonctions telles que p+ g+ r =1 sur N et g(0) = 0. Le processus de vie ou de mort associé est la chaine de

82



Markov sur N de noyau de transition P donné par P(x, ) = q(x)0x—1 + r(x)0x + p(x)6 x+1, C'est-a-dire par

qx) siy=x-1
Px,y)={r(x) siy=x
px) siy=x+1

Cas irréductible général

Supposons que p > 0 sur N, et g > 0 sur N*, ce qui garantit que P est irréductible. Considérons le systeme
d’équations associé a la probabilité d’atteinte de 0 (théoreme 5.6.1). Recherchons la solution positive mini-
male ap; (x) = P*(Tp < 00). Si a est solution, alors (a(x+1) —a(x)) p(x) = (a(x) —a(x—1))g(x) pour tout x > 0,
et a(0) = 1. Pour tout x > 0, il vient que a(x+1) = 1+ (y(0) +---+y(x) (@D = 1) ot y(0) = 1 ety (x) = L=
Si Z;":Oy(x) =00, alors 0 < a(x +1) < 1 entraine a(1) = 1, et donc ay; (x) = 1 pour tout x.

. . . . . 292 Yy)
Si 392, 7(x) < oo, alors la solution positive minimale est donnée par a (x) = %
y=0

La propriété de Markov forte donne |]3>0(T(;k < o0) = P(0,0) +P(0, l)lPl(T(;" < 00). Or P(0,0) +P(0,1) = 1 avec
P(0,1) = p(1) >0, et P} (T < 00) = P! (Tj < 00) = aoy(1). Ainsi, P est récurrent ssi ay; (1) = 1, c’est-a-dire ssi

Y y(x) = oo.
x=0

En particulier P est récurrent lorsque lim,_.o(g(x)/p(x)) > 1, et transitoire lorsque lim _ _ (g(x)/px)<1.
Un calcul direct montre quune mesure p sur N est invariante ssi @(0)p(0)--- p(x) = p(x+ 1) g(1)---q(x + 1).
pour tout x > 0. Le corollaire 5.7.4 entraine alors que P est récurrent positif ssi

® 1
);) Y(x)p(x) =

Marche aléatoire simple sur N réfléchie en 0

Correspond au cas r =0 et p(x) = q(x) = 1/2 pour tout x > 0. Dans ce cas, la chaine est récurrente nulle, de
période 2, et les mesures invariantes sont les mesures proportionnelles a la mesure de comptage sur N.

Processus de mort et processus de vie

Le processus de mort correspond au cas ou la fonction p est identiquement nulle et ol g est strictement
positive sur N*. L'état 0 est absorbant, et tous les autres états sont transitoires. Les classes irréductibles
sont des singletons. Les trajectoires sont décroissantes, et la chaine est presque stirement absorbée par 0.
Le processus de vie correspond au cas ot la fonction g est identiquement nulle et ol p est strictement
positive. Les trajectoires sont croissantes. Tous les états sont transitoires, et les classes irréductibles sont
des singletons. Lorsque p est constante, on retrouve le processus de Bernoulli de I'exemple 5.2.2.

Files d’attente a temps discret

Dans cette interprétation, la v.a. X, est le nombre de clients dans la file a I'instant n. Conditionnellement a
{X, = x}, p(x) (respectivement g(x)) est la probabilité que la file perde (respectivement gagne) un client.

5.14.2 Marche aléatoire simple sur 7¢

Soit (X;,),en la marche aléatoire simple sur 7% d =1, de I'exemple 5.2.1. Tous les états communiquent
et la chaine est irréductible. Les seules mesures invariantes sont les multiples de la mesure de comptage
sur Z%. Elles sont de plus réversibles. Il n'y a pas de loi invariante. Il en découle que les états sont soit tous
transitoires, soit tous récurrents nuls. La période vaut 2. Lorsque d = 1, les entiers relatifs X,,— Xy et n sontde
méme parité, et la suite (% (X, — Xo +n)) estun processus de Bernoulli de parametre 1/2. Plus généralement,
pour tout d = 1 et tout n = 1, la loi Loi(X,, — Xy) = Loi(X}, | Xo = 0) =P"(0,-) est la loi image par I'application

(k1o k2a) EN?D s (Ky = Ky o g1 — ko) € 2
de la loi multinomiale symétrique sur N? (7 jets indépendants d’un dé a 2d faces, pile ou face sid =1) :

(6el+"'+632d)*n_ 1 Z n!

- " 5 .
2d @d)" ke kil k! (k1,0 k)

-+k2d:n
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Cette formulation multinomiale fournit immédiatement pour tout d et tout n =1,

P"(0,0) = ! "
' QA" 31+ Forg=n neerg?

En particulier, P>"*1(0,0) = 0 pour tous 7, d, ce qui n’est pas surprenant car la période vaut 2. Nous avons
déja vu dans’exemple 5.4.2 la récurrence de P lorsque d = 1, en démontrant que G(0,0) = Z‘;l"zo P"(0,0) = oco

grace a la formule de Stirling. Lorsque d = 2, par la formule de Vandermonde Y.} _, (2)2 = (2:),

1
2n _
P*"(0,0) = —

2n)! 2n)! ( n! )2_ 2n)! (2n)!

T - ’
nim=n N2r2  42np12 | S\ rlr! 42np)2 p)2

de sorte que G(0,0) = 52, P"(0,0) = oo par la formule de Stirling. Ainsi, P est récurrent pour d = 2. Il est
possible de procéder ainsi pour établir que P est transitoire pour d = 3. Pour établir que P est transitoire
pour d > 3, il est possible de se ramener au cas d = 3, en considérant les trois premieres coordonnées, qui
forment une chaine paresseuse, et une chaine incluse non paresseuse. Alternativement a cette approche
combinatoire, il est possible d’utiliser 'analyse de Fourier. Rappelons que pour toute v.a. Z sur Z¢,

P(Z=2)= f de2”i<z'x>(,oz(x) dx ot ¢z(x):=E@ %)= Y e 2MaVp(z =),
[0,1) zez4

Ensuite, en introduisant un parametre p € [0, 1) pour permuter série et intégrale, il vient que

o0 (o) o0
P"(0,0) =lim "P(g1+---+€,=0)=lim f ng2mi0,x) ere, (0d
,;] 0,0) ;Tl sz::op (&1 n ) ;“ nz::0 [O’de Pey4te, (X)dx

=lim )_ p" (pe, ()" dx

P11 p=0J10,1)4
X n
=lim n (x)) dx
irn [O,angop (e, ()

1
= limf —dx
pil Jio,1d 1= p@e, (%)

. d
=hmf dx
ptlJjo,n4 Zzzl (1-pcos(2mxy))

f d
= dx
[0,1)4 Zizl (1—cos(2mxy))

ol la commutation de la limite quand p 1 1 et de I'intégrale s’obtient par convergence monotone ou domi-
née. Le comportement de 'intégrale obtenue dépend uniquement du comportement de la fonction sous le
signe somme au voisinage de 0. Un passage en coordonnées sphériques ainsi qu'un développement limité
en 0 montrent que l'intégrale est finie ssi r = 0 — r%3 est intégrable en 0, c’est-a-dire d > 2, ¢’est-a-dire
d = 3 car d est entier! Ainsi, tous les états sont récurrents nuls si d < 2, et tous transitoires si d = 3.

5.14.3 Urne d’Ehrenfest

Il s’agit de la chaine de Markov (X,,) ,en sur {0, 1, ..., d} introduite dans I'exemple 5.2.3, de matrice de transition

0 1 0 0

1 d-1

a (2) T,

0 =3 0 u—_<

d d . . d_Xn Xn
P= autrement dit Loi(X,,+1 | X,) = Ox,+1+ 76Xn,1.
d-2 2
T d(jl a (1)
T 0 g
0 0 1 0

Tous les états communiquent et la chaine est donc irréductible récurrente positive car I’espace d’état est fini.
La loi binomiale y = Bin(d, 1/2) = 2~ ¥¢_ ({)6} est réversible donc invariante. De plus, E*(T}) = 1/p(x) = 24/(%)
pour tout x. Lorsque d est pair, cette espérance est minimale pour x = d/2 et maximale pour x =0 et x = d. La
formule de Stirling donne E¥/%(T} ,) ~ Vrd/2 pour d — co. De méme, E¥(T7}) = E°(T;;) = 2, et cette quantité est
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considérable lorsque d est de I'ordre du nombre d’Avogadro® et ce fait sur ce modeéle élémentaire a été mis en
avant par Ehrenfest, ancien éleve de Boltzmann, pour dépasser la contradiction apparente entre I'irréversibilité
macroscopique en théorie cinétique des gaz (Boltzmann) et la récurrence des systémes dynamiques (Poincaré).
Lexpression de Loi(X;+1 | X;) fournit E(X,,41 | X,,) = (1 - %)Xn + 1, et par récurrence sur n, on obtient
ECG 1 Xo= 0= 2+(1-2)"(x=0) — &

2 d
En moyenne, la chaine oublie I'état initial. Cependant, la période vaut 2, et la chaine ne converge pas en loi. Mais
d’apres la remarque 5.10.2, le modele peut facilement étre rendu apériodique : une fois la boule choisie, on tire a
pile ou face pour décider de 'urne qui va I'accueillir. Cela ne change pas la mesure invariante, qui reste réversible.

Ceci n'est pas abordé lors du cours oral.

5.14.4 Modele de Wright - Fisher

1l s’agit de la chaine de Markov sur {0, 1,..., d} considérée dans 'exemple 5.2.3 et la section 4.2. Comme par
construction Loi(X,+1 | X, =x) = Bin(d, 5), sa matrice de transition est donnée par

P(x,y) = (j)(g)y(l - g)d_y.

Les états 0 et d sont absorbants donc récurrents, tandis que les états 1,...,d — 1 communiquent et sont
tous transitoires. Les lois §¢ = Bin(d, 0) et § ; = Bin(d, 1) sont donc les seules mesures invariantes. L'absorp-
tion par 0 (respectivement d) correspond a l'extinction du type A (respectivement B). La suite X/d est une
chaine de Markov sur {0/d,1/d,...,d/d} c [0,1], qui décrit I'évolution du parametre p, = X,,/d d'une loi bi-
nomiale de taille d. Plus généralement, la version a r types de la chaine de Wright - Fisher décrit I'évolution
du parametre p, = (py,1,-.., Pn,r) d'une loi multinomiale de taille d (pour r = 2, c’est une loi binomiale).

Probabilité d’extinction

Le théoreme 5.13.2 entraine que le temps d’extinction T = inf{n € N : X;, € {0,d}} est un temps d’arrét
presque stirement fini. Le théoréme 5.6.1 indique que la probabilité a4(x) que la chaine partant de x soit
absorbée par d (extinction de B) est donnée par a4 (x) = x/d. Par symétrie ag(x) = (d — x)/d.

Martingale

Comme observé dans la section 4.2, la suite X est une martingale, bornée, elle converge donc p.s. et dans
tout LP=! vers une v.a. X, bornée. On a Loi(Xy | Xo = X) = aa(x)84 + (1 — aa(x))o, et par conséquent on
obtient x = E*(Xp) = E*(Xo) = aa(x)d. On retrouve bien a4 (x) = x/d, plus simplement que via le th. 5.6.1.

Temps moyen d’extinction

Par le théoréme 5.6.1, le temps d’extinction moyen m(x) = E*(T) vérifie, m(x) = 1+ ¥ ,cgP(x, y)m(y) pour
tout x ¢ {0, d}. 1 est difficile d’en déduire une expression explicite pour m en fonction de x et d. Cependant,
lorsque x/d — p € (0,1) quand d — oo, le vecteur m/d s’approche d’une fonction m, : [0,1] — R4 solution
de EDO p(1 - p)m!/(p) = -2 pour 0 < p <1 et m.(0) = m, (1) = 0. Il en découle que

m.(p) = —2(plog(p) + (1 - p)log(1-p)) etdonc m(x)= dm*(g) quand d > 1.

Pour une grande population, lorsque x = d/2, on a m(x) = 2log(2)d = 1.39d, tandis que m(x) = 2log(d)
lorsque x = 1. Ainsi, lorsque d est de I'ordre de k milliards, le temps moyen d’extinction est de I'ordre de d
lorsque I’état initial est équilibré, tandis qu’il est de I'ordre de k lorsque I’état initial est tres déséquilibré.

Mutations

Afin de rendre la chaine de Wright - Fisher plus réaliste, on introduit la possibilité de mutations. Le passage
de la génération n a la génération n + 1 se fait d’abord en provoquant de fagon indépendante pour chacun
des d individus de la génération n une mutation de A a B avec probabilité p4p et une mutation de B a A
avec probabilité pp4. Ensuite, on procéde comme pour le cas sans mutation pour obtenir les d individus
de la génération n + 1. La nouvelle chaine (X)) nen €st donnée par

/ / /

. R N X YN g _ x
LOI(Xn+1|Xn—x)—Bln(d»QABd+pBA(1 d))—Bln(drpBA+(4AB PBA)d),

6. Le nombre de Amedeo Avogadro a vaut environ 6.02 x 1023, ce qui est énorme. Il est défini dans le systéme international comme étant égal
au nombre d’atomes dans 12 grammes de carbone-12. Par définition, une mole d'un gaz parfait contient a molécules. Aux conditions normales
de température et de pression (0 °C et 101325 Pa), une mole d'un gaz parfait occupe un volume d’environ 22.41 litres.
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ougap=1-papetqgpas=1—ppa.Létat0 (respectivement d) n’est plus absorbant dés que pp4 > 0 (respecti-
vement p4p > 0). La chaine est irréductible récurrente positive apériodique si 0 < papppa < 1. Dans ce cas,
la suite X' converge en loi vers I'unique loi invariante p. Cependant, elle n’est pas une sous-martingale ni
une surmartingale puisque [E(X;L w1l X)) =dppa+(qas—psa) X, Bien qu'il n'existe pas de formule explicite
connue pour L, il est possible de calculer sa moyenne et sa variance. Pour la moyenne m, on écrit :

m=) xux)=3 x) pP'(x)=) py ) xP'yx

xeE xeE yeE YEE xeE
et comme Y . XP'(y,X) = dppa + (qap — ppa)y, on obtient la formule simple m = %. Lorsque
qAB = PB4, la suite X’ est i.i.d. de loi Bin(d, pap). Cette étude du modele de Wright-Fisher illustre une
démarche générale : lorsque tous les états récurrents sont absorbants, I’étude porte naturellement sur le
temps d’absorption, en revanche, lorsque tous les états sont récurrents, I'étude porte sur les lois invariantes.

5.14.5 Processus de Galton-Watson

Le processus de Galton-Watson est un modele de base qui joue un réle presque aussi important que les
marches aléatoires en modélisation. Il a été étudié notamment par Irénée-Jules Bienaymé vers 1845, puis
par Francis Galton et Henri William Watson, vers 1875. Il décrit I'évolution d'une population asexuée au fil
de générations qui ne se recoupent pas. Si Z,, désigne le nombre d’individus de la génération n € N, alors

Zn
Zni1= Y Xns1k
k=1

ot (Xp, k) ;21 k=1 SONt iid. deloi P := ppbo + p161 + -+ sur N, appelée loi de reproduction. Par convention,
Y o =0, de sorte que si Z;,, =0 alors Z,,+1 = 0. La suite (Z,),>o est une CM sur E =N, de noyau de transition
P donné par P(z,-) = P*#. Létat 0 est absorbant (extinction de population), et le temps d’extinction est

T:=inf{n=0: 2, =0} e NU {oo}.

La suite (Z,) >0 issue de Zy = 1 se représente comme un arbre aléatoire dont la loi de branchement est P,
de sorte que la variable Z,, est le nombre de nceuds de profondeur n. Larbre a pour profondeur ou hauteur
totale T =inf{n e N: Z,, = 0}, pour largeur totale max,cn Z;, et pour taille totale N = Zy +--- + Z7_;.
— Le comportement de (Z,),,»¢ se rameéne au cas Zy = 1 car conditionnellement a {Z, = z}, la suite
(Zn) n=0 alaloi de la somme de z copiesi.i.d. partant de 1.
— Sip;=1pourunzeNalors P=§,doli, pourtout n=0, Z,1; =27, =---= Z"*1 7,
— Sipg=0etp; <lalorsP(Z, /ool Zy=1)=1en comparant a un jeu de pile ou face.
— Sipo+p1=1etpy#0,alors P(Z, \,0| Zy =1) =1 en comparant a un jeu de pile ou face, et le temps
d’extinction T est alors la loi géométrique Geon- (pg).
Ces observations nous conduisent a supposer que dans toute lasuite: Zp=1 et 0<po<po+p1<l1.
Ceci implique que p; < 1 pour tout z € N. Ceci implique aussi que Z; ~ P car Zy = 1.
Nous supposons également dans toute la suite que la moyenne m := p; +2p» +--- de P existe.

Trichotomie

Comme E(Z,) = m" pour tout n, on obtient la trichotomie suivante :
— cas sous-critique: m< 1, E(Z;) \\ 0.
— cas critique : m =1, E(Z;,) = 1 pour tout n.
— cas sur-critique : m > 1, E(Z,) / oo.

Fonction génératrice

La fonction génératrice g: [0,1] — [0,1] de la loi P est la série entiére réelle g(s) = E(sX11) = 2520 ps®. Elle
vérifie g'(17) = m. Pour tout n = 1, la fonction génératrice g, de Z, vérifie

gn=g":=go---0og (composée n fois).

En effet, g; = g car Zy = 1, et g,,41(s) = E(s%"+1) = E(E(s%"*! | Z,,)) = E((E(sX11))%") = E(g(s)%") = gn(g(s)).
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Extinction et phénomeéne de seuil

Comme pg >0, 0onaP(z,0) = p§ > 0 pour tout z € N*, et comme 0 est absorbant, on en déduit que tout z € N*
est transitoire. Or presque slirement, la chaine ne visite qu'un nombre fini de fois chaque état transitoire,
et donc presque slirement, soit la chaine est capturée par I'état absorbant 0 soit elle diverge vers l'infini.
Autrement dit, p.s. le processus finit par sortir, en temps suffisamment grand, de tout intervalle fini de N*.
Ainsi, presque stirement, soit le processus s’éteint, soit il tend vers I'infini (explosion) :

lim Z, =
n—oo

oo siT=o00
0 siT<oo

Probabilité d’extinction

Comme Z,, est entieére, il vient que {T < oo} = {Z;, — 0} = Uy>0{Z;, = 0}. La suite ({Z,, = 0}) ;>0 est croissante
et la probabilité d’extinction vérifie P(T < oo) = P(Z,;, — 0) = P(Up=0{Z; = 0}) =lim;,_P(Z, = 0). Or nous
avons P(Z,, = 0) = g, (0) = g°"*(0), et donc

P(T <o00) = lim g,(0) = lim g°"(0).

Le réel p =P(T < oo) = lim,_.o, £°"(0) est un point fixe : il vérifie g(p) = p car g: [0,1] — [0, 1] est continue.
La fonction g est convexe car g"(s) = Y32, (z+2)(z+ 1)s* 42 = 0. Comme py + p; < 1, la fonction g est en
fait strictement convexe (elle est affine lorsque py + p; = 1). D’autre part, g(0) = pg € (0,1) et g(1) = 1. Par
conséquent, si g'(17) = m < 1 alors le graphe de g est au-dessus de la premiére bissectrice et 1 est le seul
point fixe. Si g’(17) = m > 1 alors le graphe de g traverse une et une seule fois la premiére bissectrice sur
I'intervalle (0, 1) et g admet un second point fixe s, € (0,1).

— Sim>1alors g'(17) = m> 1 et donc 1 n’est pas un point fixe attractif.

— Sim <1 alors g posséde un unique point fixe, égala 1, et P(T < oo0) = 1.

— Sim>1 alors g possede deux points fixes : 1 (répulsif), et s, € (0,1) (attractif), et P(T < c0) = s..
Cela permet de préciser la trichotomie précédente :

— cas sous-critique (m < 1) : la population s’éteint presque slirement.

— cas critique (m = 1) : la population s’éteint presque stirement.

— cas sur-critique (m > 1) : la population s’éteint avec probabilité s, € (0, 1).
Dans le cas d’une loi de reproduction poissonienne P = Poi(A), il vient que m = A et g(s) = e}~V et donc
si A <1, alors la population s’éteint presque sirement tandis que si A > 1, alors la probabilité d’extinction
s« est'unique solution sur (0, 1) de 'équation A =1log(s)/(s—1) en la variable s.
Dans le cas d'une loi de reproduction géométrique, P = Geon(p) = p X =09 "0 n, il vient que m = g/ p et
g(s) = p/(1—gs) etdoncsi p = 1/2 alors la population s’éteint presque stirement tandis que si p < 1/2 alors
la probabilité d’extinction s, est1'unique solution sur (0,1) de I'équation gs> — s+ p =0, d’'o1 5. = p/q.

Martingales

La suite (Y5 = %)nzo est une martingale positive pour la filtration naturelle de Z. Elle converge donc p.s.
vers une v.a.r. positive et intégrable Yo, et en particulier Yo, < 0o p.s. Aussi Z, ~p—oco M’ Yoo p.s. sur { Yo, > 0}.
Comme Y, =0sin= T, on obtient {T < oo} < {Yo, = 0} p.s. Dans le cas sous-critique (m < 1) et dans le cas
critique (m = 1), comme vu précédemment, P(T < co) = 1, d’'ou P(Y > 0) = 0. Néanmoins, si m < 1 alors
SUP ;>0 % ¢ I, car cela donnerait par convergence dominée 0 = E(Y7) = E(lim;—.oo Yy,) =lim,—. oo E(Y}) = 1.

Il est possible d’étudier la probabilité d’extinction avec I'outil martingale.

Distribution quasi-stationnaire

Considérons le cas sous-critique m < 1. Nous savons que P(T < o0) =1 et Z, — 0 p.s. et un théoréme de
Yaglom affirme que Loi(Z, | Z;, > 0) converge étroitement lorsque n — oo vers une loi u sur N*, appelée
distribution quasi-stationnaire, dont la fonction génératrice h vérifie (h —1) o g = m(h —1). Les populations
sous-critiques conditionnées a ne pas mourir sont typiquement celles qu’'on observe dans la nature.

L'étude du processus peut étre raffinée, notamment lorsque la variance de P est finie.
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Pour aller plus loin 5.14.1.

— Echantillonneur de Gibbs, modele d’Ising.

— Temps forts de stationnarité.

— Temps de couverture ou de recouvrement.

— Temps de mélange et phénomene de convergence abrupte a I'équilibre (cutoff).

— Marches aléatoires auto-évitantes, en paysage aléatoire, en environnement aléatoire.
— Phénomeéne de convergence abrupte a I'équilibre (cutoff).

— Renouvellement, fiabilité des systémes, et processus semi-markoviens.

— Distributions quasi-stationnaires.

— Réseaux électriques.

— Coalescence, couplage par le passé, algorithme de Propp —Wilson, simulation parfaite.
— Récurrence au sens de Harris et chaine de Harris.

88



Chapitre 6

Processus de Poisson et chaines de Markov a temps continu et espace discret

FIGURE 6.1 — Un central téléphonique vers 1904. Agner Krarup Erlang (1878-1929), a la fois mathématicien, in-
génieur, et statisticien, a été membre de 'association danoise des mathématiciens, ce qui lui a fait rencontrer le
mathématicien amateur Johan Jensen (qui a donné son nom a I'inégalité bien connue), ingénieur en chef de la
compagnie du téléphone de Copenhague, filiale de Bell. Erlang a travaillé pour cette compagnie a partir de 1908,
jusqu’ala fin de sa vie. Son étude mathématique des réseaux téléphoniques a contribué a leur automatisation. Au-
jourd’hui les processus de Poisson sont incontournables dans tous les champs de la modélisation stochastique.

Le processus de Poisson semble avoir été introduit vers 1909 par Agner Krarup Erlang pour I'étude de réseaux
téléphoniques, et par Ernest Rutherford et Hans Geiger pour I'étude des désintégrations radioactives. Mais on le
trouve également dans la thése de Filip Lundberg vers 1903 pour I'étude des compagnies d’assurances. Tout cela se
passe bien avant la formalisation moderne des probabilités, et en particulier des processus stochastiques.

Le processus de Poisson est 'analogue a temps continu du processus de Bernoulli. Il ouvre la voie a la fois aux
processus ponctuels, aux processus de Lévy, et aux chaines de Markov a temps continu, dont les files d’attente.

6.1 Processus de Bernoulli et lois géométriques

Le jeu de pile ou face avec probabilité de gain p € (0,1] est modélisé par le processus de Bernoulli (By) ,en
de I'exemple 5.2.2, défini par By =0 et B;, = Y1 + -+ + ¥, ol (Yy,),,>; est une suite de v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli
Bin(1, p) = pd1 + (1 — p)dp. La suite des temps de saut de B est définie par

To=0 et T,q1 =inf{k>T,:B;# Br,}.

Pour n = 1, la vaa. T, est 'instant du n® succes a pile ou face. Les durées inter-sauts (E,),>; définies par E,, =
Ty, — Ty sonti.i.d. de loi géométrique Geon+ (p) =257, p(1 - p)""16, sur N* de moyenne 1/p. Pour tout n > 1,

Tp,=E +---+E, et Bp,=max{meN:Ty, <nl.

Ainsi B est aussi le processus de comptage de tops espacés par des durées i.i.d. de loi géométrique.
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Lemme 6.1.1. Caractérisation des lois géométriques par 'absence de mémoire ou amnésie.

Pour toute v.a. X sur N*, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Loi(X) est une loi géométrique sur N*.

(ii) Loi(X—n|X > n) =Loi(X) pour tout n € N (propriété d’absence de mémoire, ou d’amnésie).

Démonstration. La propriété (ii) s’écrit G(n+ m) = G(n)G(m) pour tous 1, m € N, ot G(n) = P(X > n), ce qui donne
G(n) = G(1)" pour tout n € N, d’'ott X ~ Geons (1 — G(1)). Réciproquement, si X ~ Geon+(p) avec 0 < p < 1, alors
P(X-n>m|X>n)=Gn+m)/Gn)=1-p)" pour tous n,meN, et donc Loi(X — n | X > n) = Loi(X). ||

6.2 Lois géométriques et lois exponentielles

Lemme 6.2.1. Caractérisation des lois exponentielles par 'absence de mémoire ou amnésie.

Pour toute v.a. X sur R telle que P(X > 0) > 0, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Loi(X) est une loi exponentielle .

(i) Loi(X —t|X > ) =Loi(X) pour tout t € R; (propriété d’absence de mémoire, ou d’amnésie).

Démonstration. Si X ~Exp(1), alorsP(X —t>s|X> ) =P(X>t+s)/P(X> 1) = e s pour tous s, t € Ry, ce qui
donne Loi(X - ¢ | X > ¢) = Loi(X). Réciproquement, la propriété (ii) s'écrit G(£)G(s) = G(t+ s) pour tous s, t € R, ol
G(t) = P(X > 1). Par continuité inférieure, G(¢) = P(X > £) — P(X > 0) > 0 lorsque € — 0*. Ainsi, G(¢) > 0 pour € > 0
assez petit. Si ¢ > 0 alors t < ne avec n € N et donc G(f) = P(X > ) = P(X > ne) = G(e)". Ainsi, G(¢) > 0 pour tout
t = 0. D’autre part, les solutions non identiquement nulles de I'équation fonctionnelle G(t + s) = G(£)G(s), s, t € R,
sont de la forme G(r) = G(1)* (considérer d’abord ¢ € Q puis utiliser la continuité a droite de G pour 7 € R,). ||

Lemme 6.2.2. Lois exponentielles et géométriques.

(i) Loi exponentielle comme contraction de la loi ggométrique. Soit (pg);~; une suite dans (0, 1) telle que
kpi — A > 0. Alors, si X;. ~ Geonr- (py), il vient que ¢ Xi — Exp(A) en loi.

(ii) Loi géométrique comme discrétisation de la loi exponentielle. Si Y ~ Exp(A) et si | Y| désigne la partie
entiere de Y, alors | Y] et Y — | Y] sontindépendanteset 1+ | Y| ~ Geon- (1 — e’ﬂ).

Démonstration. La propriété (i) s'obtient par transformée de Fourier ou de Laplace ! : pour tout 6 > 0,

0 0
Xk X _,0 _ ek kpie & A
[E(e_9 kk) = Z pke nk(l —pk)n 1 = pl; = pek 7 0 /1
n=1 l-e k(1-—pr) k(l—e k)+kpre k k= UF

La propriété (ii) découlede P(Y > t+s| Y > ) =P(Y > 1) = e M s te R, . Alternativement, pour n e N et u € [0, 1),

n+u
P(Y]=nY-|Y]<w=PY€[nn+ul) =[ le Mds=e MU -—e M) =P(Y]| =n)P(Y - Y] <w),

n

la derniere égalité provenant de la séparation produit de » et u, qui donne indépendance et lois marginales. |

Labsence de mémoire des lois géométriques est I'empreinte de la propriété de Markov du processus de Ber-
noulli sur les temps de saut. La version a temps continu des chaines de Markov a espace d’état au plus dénombrable
s’obtient en remplacant les temps géométriques par des temps exponentiels. Nous commengons par construire la
version a temps continu du processus de Bernoulli : le processus de Poisson.

Remarque 6.2.3. Durées, durées de vie, rodage et vieillissement, fiabilité, processus semi-markoviens.

En raison de leur abscence de mémoire, les lois géométriques et exponentielles sont adaptées a la modé-
lisation des durées sans phénomene de rodage ni de veillissement : files d’attentes, désintégration radio-
actives, etc. Pour la modélisation des durées de vie avec rodage et viellissement, on leur préfere les lois
de type Weibull par exemple. Les processus de comptage associés ne sont plus markoviens, mais semi-
markoviens, et jouent un role important pour la modélisation stochastique de la fiabilité des systémes [14].

1. Plus généralement, Gamma(m, A) = Exp(1)*"" est limite de lois binomiales négatives NegBin(m, pj) = Geon (pg)*™ renormalisées.
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6.3 Lois exponentielles et processus de Poisson

Le processus de Bernoulli de parameétre p est le processus de comptage de tops espacés dans le temps par des
duréesi.i.d. deloi géométrique sur N* de parametre p. Le processus de Poisson simple est le processus de comptage
de tops espacés dans le temps par des durées i.i.d. de loi exponentielle. Il est au temps continu ce que le processus
de Bernoulli est au temps discret. Soit (E;),=; une suite de v.a. i.i.d. de loi exponentielle Exp(1), A > 0. Pour tout
neN et tout t € Ry, on définit les v.a. T;, et N; a valeurs dans R, et N par

To=0, T,=E+---+E;, et Ny=supineN:T, <t}

En particulier, Ny = 0. Le lemme suivant assure que T}, /" co p.s. de sorte que N; < co pour tout £ € R p.s. Autrement
dit, il n’y a pas d’accumulation ou d’explosion, la trajectoire aléatoire ¢ — N; est bien définie de R, dans N, p.s.

Lemme 6.3.1. Loi du zéro-un pour les horloges exponentielles cumulées.

Soit (E;) ,>1 une suite de v.a. indépendantes telles que E;, ~ Exp(1,), 0 < A, < oo, pour tout n.
Alors P(X52.) En =00) €{0, 1}, et P(L52 | En = 00) = 1ssi L5, 7 = oo.
Autrement dit, la série 35 ; E,, diverge en moyenne ssi elle diverge p.s.

Démonstration. Lav.a. T, = 35, E, prend ses valeurs dans R, U {oo}, et par convergence monotone, on obtient
E(Teo) = X5, 1/A, dans R, U {oo}. Par conséquent, si ¥97, 1/, < oo alors E(T) < oo et donc P(T, = o0) = 0.
Lindépendance n’'a pas été utilisée. Réciproquement, par convergence monotone et indépendance,

Or 12, (1 +1/4,) = oo ssi? X%, 1/, = co. Ainsi, si Y52, 1/A,, = oo, alors E(e™ 1) = 0, d'olt P(T = 00) = 1. [

Si (Ty) ,en Mmodélise les tops espacés par des durées i.i.d. de loi exponentielle Exp(A), alors la v.a. Ny donne le
nombre de tops dans l'intervalle de temps [0, 7]. Le processus de comptage (V) ;cg, de la suite croissante (T5,) ;e
est appelé processus de Poisson simple issu de 0 et d’intensité A. En abrégé PPS(0,1). Comme E(E,) = 1/A, plus 1
est élevée, plus les durées sont courtes, et plus il y a de tops par unité de temps, d’ol1 la terminologie.

Notons que pour tout entier n € N et tout réel r e R,

Np,=n, Ty <t<Tngi (No=n}={Tp< 1< Tpia) = (T < 0\ Ty < 1.

On dispose également des expressions alternatives suivantes de Ny, pour toutréel £ >0:

o0 o0 o0
Ny =infimeN: T > 83 = ) nliz, 1,0 = D Uz, 1000 = Y o, (Tn) =1{neN": T, € [0, 7]].
n=0 n=1 n=1

Presque stirement, les trajectoires ¢ € R. — Ny € Nde (V) > sont issue de 0, croissantes, constantes par morceaux,
continues a droite avec limites a gauche (cadlag), les sauts valent +1 et T}, est le n® temps de saut, cf. figure 6.2.

6.4 Propriété de Markov du processus de Poisson

Nous savons que le processus de Bernoulli est une chaine de Markov a temps discret, et que la propriété de
Markov est reliée a la nature géométrique des temps de saut. Il en va de méme du processus de Poisson simple.

Théoréeme 6.4.1. Propriété de Markov faible du processus de Poisson.

Soit () er, un processus de Poisson simple issu de 0 et d’'intensité A. Alors pour tout s € R, le processus
(Ns+r— Ns)ter, estun processus de Poisson simple issu de 0 et d’'intensité A, indépendant de o ((INy) uepo,s))-

Démonstration. Soient (T,),en les temps de saut et (Ej) ,,»1 les durées inter-sauts de N. Placons-nous sur
INs=m}={Ty <s< Ty} ={Tm=sin{s< Ty + Epns1}.

Soient (E},) les durées inter-sauts de (N4 — Ns)er, . Nous avons

n=1

E{=Em1—(s—Tp) et E,=Emin, n=2.

00

2. Pour toute suite (@n) ;=1 de réels positifs, le produit infini [I52; (1 + a,) converge ssi la série Y9 | a, converge.
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FIGURE 6.2 — Le début d’'une trajectoire d’'un processus de Poisson simple. La simulation d'une trajectoire est im-
médiate en utilisant la définition comme processus de comptage : cumsum(-log(rand(1,n))).

Conditionnellement a {Ns = m} et {E; = e1,..., E;; = e}, la variable aléatoire Ei suit la loi exponentielle Exp(A) car
Loi(Epms1 = (S— ) | Ema1 > $— tm) = Loi(Ep41) = Exp(A)

ol t;,, = ey +---+ ey, grace a la propriété d’absence de mémoire des lois exponentielles (lemme 6.2.1). Ainsi, condi-
tionnellement a I'événement {N; = m} et {E; = e1,..., E;; = e}, les variables aléatoires (E;) a1 sont ii.d. de loi
exponentielle Exp(A). Cette loi ne dépend pas de m ni de ey,..., ey, et en particulier ne dépend pas de N, avec
0 < u<s.1lendécoule que (N1 s — Ny)eg, estle processus de comptage d'une suite de v.a. séparées par des durées
i.i.d. deloi Exp(A), indépendant de Ny, pour tout 0 < u < s, donc indépendant de o (N,,0 < u < s). |

Théoréme 6.4.2. Propriété de Markov forte du processus de Poisson.

Soit N = (N¢) teg, un PPS(0, ) et (%) g, sa filtration naturelle ; = o(N;: s € [0, £]).
Soit T un temps d’arrét* et Fr:={Ae F:Vte R, An{T < t} € &} sa tribu d’arrét. Alors :

(i) Conditionnellementa {T < oo}, (N74+: — N7) (g, €st également un PPS(0,1), indépendant de Fr.

(ii) Pourtous n=1, f:R" — Rmesurable et bornée,et0<t; <---<ty,
E(f(NT4+1p5--o» N7+ £,) VT <o0) | F1) = FINT)NjT<oop OO F(X) =E(f(x+ Ng,..., x+ Np,)).

en particulier E(f (N74+4,...,N74+1,) | T <oo,N7 =x) =E(f(x+ Ny,...,x+ N¢)).

a. C’est-a-dire une variable aléatoire T a valeurs dans [0,00] telle que {T < t} € & pour tout t € R.

Laformule {T}, < t} = {N; = n} € ¥; montre que Ty, := Ey +---+ E, = inf{t = 0: N; = n} est bien un temps d’arrét.

Démonstration.

(i) Supposons tout d’abord que P(T < co) = 1. Posons N* := (N14; — N7) g, . Approchons T par des temps d’ar-
rét discrets, par exces pour bénéficier de la continuité a droite des trajectoires de N. Pour tout n € N, soit

- k+1
. +
T,:=) &l
k=0

A ne pas confondre avec les temps de sauts de N. Nous avons T < Tj, et T, est a valeurs dans '’ensemble
dyadique Dy, := {k/2" : k € N}. De plus T}, est un temps d’arrét, et T, \, T quand n — co. Observons au passage
que comme N est p.s. & trajectoires continues a droite, nous avons N74; = lim;, ..o N7, +: p.s. et donc Nt ; est
bien mesurable. Soit A€ Fr, meN, et 0= fy <--- < t;;; < 0o. Par convergence dominée, pour toute ¢ : N"* — R
bornée (forcément continue), grace au fait que les trajectoires de N sont p.s. continues a droite,

EQA@(N;,..., N} )

E(Ma@(N7+y; — Nt,..., N744,, — NT))
nli_l}gofE(ﬂA(,D(NTnm =Nr1,s..o» NTp41,, — NT,))0

Deplus Ae 1 c Fr, car T < T, et, en utilisant A € &, etla propriété de Markov faible (th. 6.4.1),

EQa@(NT, 46 — N7 oo s Nty = N1,)) = Y E(Man(1,=119(Nrsty = Nryovo, Nrs,, — Np)

reDy
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Z E(Manit,=rnE(@(Nri+g — Nry ..., Nrty,, — Ny) | 1))

reDy

Y. PAN{T, = rHE(@{Ny, ..., Ny,))

reDy

P(AE(@Ny,..., Ng,)).

Donc N* est indépendant de &, et en prenant A = Q, N* a les mémes lois fini-dimensionnelles que N. Or
la nature des trajectoires de N* est héritée de celles de N : p.s. issues de 0, constantes par morceaux, cadlag,
avec des sauts de +1. Pour en déduire que les temps de saut de N et N* ont méme loi, il suffit de se ramener
aux lois fini-dimensionnelles en observant que pour tout entier z € N et toute suite de réels 0 =: fy <... < f+1,

Ty <t1,..., Ty <tn, Tpyy > tyr1} ={N;, =N; =1,...,N; —=N;  =1,N;

In-1 fne1 n}

ol cette fois-ci les T, sont les temps de sauts de N*. Enfin, plus généralement, pour un temps d’arrét T
pouvant prendre la valeur oo, le méme argument fonctionne avec A remplacé par An{T < oco}.

(ii) I suffit d’écrire, sur {T < oo}, la décomposition
(NT+f11~--)NT+[n) = (NT+Z’1 _NT!'--rNT+fn _NT) + (NTr---yNT))

ot (N14+4 —Nr7,...,N74¢, — N7) €Stindépendant de F7 et (Nr,..., N7) est Fr-mesurable, puis d’exploiter une
propriété adéquate de 'espérance conditionnelle (aléa résiduel apres moyennisation de 1'aléa indépendant).
Enfin, le « en particulier » vient du fait que o ({T < oo}, N7) € Fr.

11 est possible de concevoir un PPS comme une v.a. a valeurs dans un espace de fonctions cadlag muni d'une
tribu contenant la tribu cylindrique. Cette loi est alors caractérisée par la donnée des lois fini-dimensionnelles,
c’est-a-dire la loi jointe des accroissements. Cette tribu est la tribu borélienne associée a la topologie de la conver-
gence simple. Cela suffit pour obtenir la loi jointe des temps de saut d'un PPS, mais ne suffit plus pour des processus
a temps continu plus généraux, pour lesquels il est alors opportun de choisir une tribu borélienne associée a une
topologie plus forte, uniforme par exemple. Ce type de considérations est en général abordé en M2.

6.5 Structure des temps de saut et des accroissements du processus de Poisson

Si B est un processus de Bernoulli de parameétre p issu de By = 0, alors pour tous 0 < ng < ny <--- < ng, les va.
By, —By,_,,.-.,Bn, — By, sontindépendantes et suivent les lois binomiales Bin(7ny — ng_1, p),..., Bin(n; — ng, p). Une
propriété similaire a lieu pour le processus de Poisson simple, avec la loi de Poisson.

Commengons par I'étude de la structure des temps de saut. Si Uy, ..., U, sont des v.a. i.i.d. de loi uniforme sur
[0, £], alors la loi du vecteur (Uy, ..., U,) admet une densité donnée par

1
(f1,..., th) — Fﬂ{0<t1 ,,,,, ta<t}-

Il existe p.s. une unique permutation o de {1,...,n} t.q. Usq) < -+ < Uy (. Laloi du vecteur aléatoire (Uy (1), ..., Us(n))
est la statistique d’ordre de taille # de la loi uniforme sur [0, ¢], notée STU(n, [0, t]). Sa densité sur R” est donnée par

n!
(t1y. s ty) — t_nﬂ{0<t1<~~~<tn<[}‘

Pour le concevoir sans calcul, il suffit d’observer que le cube [0, ] de mesure de Lebesgue t" est découpé en n!
morceaux isométriques a {0 < f; < --- < t, < t}, qui correspondent a I’action du groupe symétrique.

Lemme 6.5.1. Structure des temps de saut.

Si (Ng)rer, est un processus de Poisson simple issu de 0 et d’intensité A, de temps de saut (T}) ¢, alors :

(i) Loi((Ty,..., Ty)) a pour densité (11, ..., tp) — A"e M Tigcy <oy

A" n-1
(n—1)! t

(i) Loi(Ty) estlaloi Gamma(n,A) de densité ¢t —
(i) Loi((Ty,...,Ty) | Tp+1 =) = STU(n, [0, £]).

(iv) Loi(lV;) estlaloi de Poisson Poi(A£).

(v) Loi((Ty,..., Tn) | Ny =n) =STU(n, [0, t]).

e_/“ﬂ{()<t}.

11 est commode de simuler une trajectoire d'un processus de Poisson simple en simulant un nombre n prescrit
de temps de saut. Lorsque c’est le temps final ¢ qui est prescrit plutét que le nombre de sauts #, il est possible de
procéder par simulation de N; ~ Poi(A¢) puis conditionnellement par simulation de STU du lemme 6.5.1.
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Démonstration.
(i) S’obtient par le changement de variable linéaire triangulaire (sy, s2,..., Sy) — (1, 51 + S2,..., 81 +- -+ +§,) a partir
delaloide (Ty, T = Th,..., Ty — Ty-1) de densité (si,...,s,) — [1}", /le‘“iﬂ{spo}.
(ii) S’obtient par récurrence sur n car Ty, = T, + E;, ou a partir de (i) par intégration.
(iii) Découle de (i) et (ii) en faisant le rapport de la densité de Loi((T7,..., Tn+1)) par la densité de Loi(Ty+1).
(iv) Nousavons {N;=n} ={T, <t < Tpi1} ={Tn < t3\{Tyy1 < t}, douP(Ny=n) =P(T,, < t) —P(Ty4+1 < 1), tandis
que (ii) donne, par intégration par parties, P(T+; < 1) = —MTt!)e‘M +P(T, <1).
(v) Nous avons {N; = n} = {T,, < t < T,4+1}, événement sur le vecteur aléatoire (T71,..., Ty+1), et il suffit alors d'uti-
liser la densité de Loi((Th, ..., Tx+1)) fournie par (i) et la formule P(N; = n) = e M (A6)"/ n! fournie par (iv).

|
Théoreme 6.5.2. Caractérisation du processus de Poisson simple.

Soit (Ny)rer, un processus sur N, issu de 0, et dont les trajectoires ¢ — N; sont p.s. croissantes et continues
a droite (donc avec limites a gauche). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes, pour tout réel 1 > 0.

(i) Comptage. N est le processus de comptage de tops espacés par des durées i.i.d. de loi Exp(A).
Autrement dit, les sauts de N valent +1 et les temps inter-sauts sont i.i.d. de loi Exp(A).

(i) Structuredes accroissements. Pour tout entier n > 1ettousréels0<fy <t <--- < t,, les accroissements
N, —Ni,_,..., Ny, — Ny, sont indépendants et de lois de Poisson Poi(A(#;, — t;-1)), ..., Poi(A(#; — #)).

(iii) Bernoulli infinitésimal. Les accroissements de N sont indépendants, avec, uniformémenten ¢ € R,

P(Ntye =Ny =0)=1—-Ae+0,0+(e) et P(Nye— Ny=1)=Ade+ 0.+ (€).

Dans (ii), les accroissements du processus sont stationnaires : ils ne font intervenir que la durée ou différence
de temps. Il s’agit d'un processus a accroissements indépendants et stationnaires (PAIS) de loi de Poisson.

La propriété de Markov faible du théoréeme 6.4.1 peut étre déduite de (ii).

La propriété (iii) est une comparaison infinitésimale a un processus de Bernoulli de parametre €A.

Démonstration.

(i)=(ii). Découle de la propriété de Markov (th. 6.4.1) et du fait que N; ~ Poi(1¢) (lemme 6.5.1 (iv)).

(ii)= (iii). Découle de P(Nyye — Ny = 0) = e * et P(Nye — N; = 1) = e ¢ e,

(iii)=(ii). La propriété (iii) donne P(Nyrs — N; = m) = 0._ ¢+ (¢) uniformément en ¢ € R, pour tout m = 2. Par
suite, en notant p(t) = P(IN; = k), on obtient pour tout m = 1, p,,(t +¢) = 21’1":0 P(Nyye — Ny = 1) pm—n(t), et donc

t+¢€)— t
M = AP (D) + AP (8) + 0p—p+ (1)

uniformément en ¢ € R,. En exprimant cette propriété pour ¢ — €, on obtient

M = APt =)+ APy (£ =€) + 0pg+ (1).

La fonction t — p;,(t) est donc dérivable et vérifie 'EDO p),(£) = =Ap;(£) + Apy,-1(£). De méme p((£) = —Apo(t).

m .
‘M(’l;)!, c’est-a-dire

Les conditions initiales de ces EDO sont imposées par Ny = 0. Par récurrence sur m, p,,(t) =e —

que N; ~ Poi(Af). Comme (Nsy; — Ng)rer, vérifie également (iii), on obtient bien (ii).

(ii)=(i). La propriété (ii) spécifie la loi des trajectoires, et il existe donc un unique processus vérifiant (ii), qui est
donc forcément le processus de Poisson simple issu de 0 et d’intensité A construit par (i). Plus précisément, il est
possible d’utiliser la méme méthode que dans la preuve de la propriété de Markov forte (th. 6.4.2) : pour tout entier
n=1,ennotant T1,..., T+ les n+ 1 premiers sauts de N, pour tous réels 0 =: fp <--- < ty,

{Tl =< tl,...,TnS tn,Tn+1 > tn}Z{Ntl _Nl‘() = 1""'Ntn_Ntn—l = l’Ntn_Nl‘o =n}

qui permet de déduire la loi jointe des temps de sauts de la loi jointe des accroissements (et réciproquement!).
Lhypothese de trajectoires continues a droite intervient dans la preuve de la propriété de Markov forte. |

Remarque 6.5.3. Processus ponctuels de Poisson.

La v.a. Nyis — Ng compte les tops dans I'intervalle de temps (s, ¢ + s]. Plus généralement, si I et J sont deux
intervalles disjoints quelconques de R, alors le nombre de tops dans I et J sont indépendants et de lois de
Poisson Poi(A|I]) et Poi(A]]]). C’est le point de départ de la notion de processus ponctuel de Poisson.

94



Remarque 6.5.4. Martingales.

Le processus de Bernoulli (B,,) ,cn de parametre p est une sous-martingale pour sa filtration canonique, de
compensateur A, = np, de sorte que sa décomposition de Doob s’écrit B, = B, —np+np = M, + A,. De
meéme, le processus de Poisson (V) ;cg, d'intensité A est une sous-martingale pour sa filtration canonique ¢,
de compensateur A; = At, de sorte que sa décomposition de Doob s’écrit Ny = Ny —At+ At = My + A;.

a. 1l s’agit d'une filtration a temps continu, et de notre premiere martingale a temps continu!

La loi des grands nombires et le théoréme limite central pour les suites de v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli Bin(p) =
(1-p)bo + pd; conduisent aux propriétés suivantes pour le processus de Bernoulli B de parametre p : B—n" — pp.s.

et \/E(B—n” —p) — N (0, p(1 - p)) enloi. Le théoréme suivant fournit I’analogue pour le processus de Poisson simple.

Théoréme 6.5.5. Loi des grands nombres et théoréme limite central.

Si (Ny)rer, est un processus de Poisson simple issu de 0 et d’intensité A, alors

N; ps. N, i
“LPR A et \/E(Tt—/u)ﬂmo,m.

t t—oo t—o0

Démonstration. La convergence en loivers .4'(0, 1) s'obtient en utilisant les fonctions caractéristiques et le fait que
N; ~Poi(Af) (lemme 6.5.1). Pour la convergence p.s. vers A, la croissance de t — N; donne N|; < N; < N|;j+1, ou | £]
estla partie entiere de ¢. La décomposition N|; = Ny +(No — N1) +---+ (N|s) — N|z-1) et le théoréme 6.5.2 montrent
que N|;| est la somme de | ] v.a. i.i.d. de loi Poi(1). Donc ¢! N|; converge p.s. vers A par la LGN pour des v.a. i.i.d.
de loi Poi(A). Idem pour ¢! N;j+1, et donc pour ¢! Ny, par encadrement. Alternativement, on peut observer que
Nr, /Ty = nl Ty, et utiliser la LGN sur la suite (T,,+1 — Ty) 1, comme le suggeére la remarque suivante. ||

Remarque 6.5.6. Estimation de I'intensité A.

Considérons un processus de Poisson simple (N)seg, issu de 0 et d'intensité A, de temps de saut (75) ]
et de durées inter-sauts (Ej),»1. Une estimation sans biais de 1/1 peut étre obtenue a partir d’'une seule
réalisation de la trajectoire du processus grace aux convergences suivantes, fournies par la loi des grands
nombres et le théoréme limite central pour des variables aléatoires i.i.d. de loi Exp(A) :

T, Ei+---+E s 1 T, 1 i 1
Tn _Ext-+En ps 1 \/ﬁ(_”__)ﬂ,ﬂ(() )
n

n n n—oo ) A ) n—co 22

Laloide T,/n est explicite car T}, suit une loi Gamma (le. 6.5.1). Il est donc possible d'utiliser cette loi pour
la détermination d’intervalles de confiance non asymptotiques. D’autre part, il est possible d’estimer A sans
biais a partir d’'une seule réalisation de N; grace a la convergence p.s. de N;/t vers A (th. 6.5.5). Ici encore,
laloi de N,/ ¢ est explicite, et fournit des intervalles de confiance non asymptotiques.

6.6 Processus de Poisson comme limite de processus de Bernoulli

Le lemme 6.2.2 suggere que les temps inter-sauts du processus de Bernoulli convergent, lorsque le temps est
contracté, vers ceux d'un processus de Poisson simple. Le théoréme suivant confirme cette intuition. D’autre part,
il est bien connu que Bin(n, p,) — Poi(1) lorsque n — oo avec np, — A. Le théoréme suivant généralise cette pro-
priété aux lois marginales du processus de Bernoulli. Le tableau 6.1 dresse une comparaison analogique.

Théoréme 6.6.1. Processus de Poisson et de Bernoulli.

Soit A > 0 un réel et (py) k=1 une suite de réels dans [0, 1] telle que limy_., kpy = A. Pour tout entier k =1,
soit (BX), ., un processus de Bernoulli issu de 0 et de paramétre py. Alors pour tout entier n = 1 et tous
réels 0 < t; < --- < t,, la suite de vecteurs aléatoires ((B{‘t1 kJ,...,B{Ct kj))k>0 converge en loi vers la loi de
n

(Ngy,...,Nt,), ott (INy) rer, est un processus de Poisson simple issu de 0 et d’intensité A.

Démonstration. On a limy_ ., Bin(rg, px) = Poi(y) si limg_, rxpi = y. Pour ¢ = 0 fixé, on pose ry = [tk]. Comme
limg_oo ri/k =tetlimg_oo kpr = A, onalimy_, 7 px = At, etdonc limy_ o, Bin([ £k], px) = Poi(At). Or le processus
de Bernoulli est a accroissements indépendants et stationnaires, de lois binomiales, d’ou le résultat. ||
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Processus de Bernoulli (jeu de pile ou face) [ Processus de Poisson simple

Espace d’état N et loi initiale d¢

Processus (By) ,en avec Bg =0
Temps discret n e N
Parametre p € [0, 1]

To=0etTy, =E1+--

(Em) men~ 1.1.d. géométrique Geopn+ (p)

By =infim e N: Ty,41 > n}

By, =sup{meN: Ty, < n}

Loi(Ty,) = Geon+ (p)*™™ = loi binomiale négative
Loi(By) = Bin(n, p) =loi binomiale

E(Bp) =np

Bp=Bn, —Bn,_, ++-+Bn, — By,
O=np=m=<---=ng=n

(Bny — Bny_y) epy indépendantes

Loi(Bnk —Bp_;) = Bin(ng —ng_1,p)

Processus (Ny) rer, avec No =0
Temps continu t € R4

Parametre 1 € R

+Em

(Em) men* 1.i.d. exponentielle Exp(A)
Ny =inflmeN: T)41 > t}
Ny=sup{meN: Ty, <t}

Loi(Ty) = Exp(1)*™ =1loi Gamma
Loi(INy) = Poi(A¢) = loi de Poisson
E(Ny) = At

N¢ =Ntk _Ntk—l +"'+Nt1 _Nto
O=f=t1<--<tp=t

(Nt — Nty_) ey iIndépendantes
LOi(Ntk - Ntk—l) = POi(A(l’k —tr-1))

limy_, o, Bin(l k], pr) =Poi(A1) quand limy._. o, kpr =14

TABLE 6.1 — Tableau analogique entre processus de Bernoulli et de Poisson.

6.7 Paradoxe de I'autobus

Soit (IV¢) ter, un processus de Poisson simple issu de 0, d’intensité A, et de temps de saut (T}) ,en, avec Tp = 0.
Pour toutréel £ =2 0, Ty, < t < Tn,+1 ce qui permet de considérer la dichotomie

[TN[, TN,+1] = [TN[, tlult, TN,+1]; de longueurs Ui=t- TNt etV = TNz+1 —t.
Or{U;=u,V;>v}={Nsy—Ny—y =0} pourtous0< u< tetv>0, et Nryy — Ni—y ~Poi(A(u+ 1)) (th. 6.5.2), d’our
PWU;=u,V;>0v) =P(Npyy— Ny_y =0) =e AW = g Ave=Au

ce qui montre a la fois que U; et V; sont indépendantes, que V; ~ Exp(A), et que P(U; > u) = e Msio<u< t,
c’est-a-dire que U; ala méme loi3 que min(E, t) ot E ~ Exp(A). La formule Tn,+1 — Tn, = Uy + V; donne

-t

t

E(Tn,+1— Tn,) =E(Uy) +E(Vy) = % + % car E(Uy) =f0 P(U; > u)du.
En particulier, E(Tn,+1 — Tn,) > 1/A etlim;_.oo E(Tn,+1 — Tn,) = 2/A. En moyenne, l'intervalle [Ty,, Tn,+1] délimité
par les deux tops encadrant un temps déterministe fixé ¢ est plus grand que la durée moyenne 1/A séparant deux
tops consécutifs. Le rapport croit avec ¢ et tend méme vers 2 lorsque ¢ — oco. Cependant, lim;_.o E(Tn,+1—Tn,) = 1/A.

Siles tops représentent I'arrivée d'un autobus a la station, I'écart moyen entre le dernier passage avant le temps
t et le prochain passage apres le temps ¢ est plus grand que la durée moyenne des passages des autobus a la sta-
tion! C’est le paradoxe de I'autobus. Il est possible d’interpréter ce paradoxe en faisant appel a la notion d’informa-
tion, qui est a la base de la théorie des probabilités. Lintroduction du temps déterministe ¢ correspond a choisir
implicitement un intervalle aléatoire, la loi de la longueur de cet intervalle est donc déformée par ce choix, qui
constitue une information supplémentaire. Si Iy, I, ... désignent les intervalles [Ty, 711, [T1, T2], ..., alors 'intervalle
[Tn,, Tn,+1] s’écrit Iy,. Pour tout n, laloi de lalongueur de I,, est exponentielle, mais laloi de lalongueur de Iy, n’est
plus exponentielle car N; est aléatoire! La quantité déterministe ¢ s'est muée en quantité aléatoire N;. Lintuition
n'est correcte que pour des intervalles de longueur déterministe. Plus ¢ est grand, plus le numéro N; de l'intervalle
contenant t est dispersé, de variance A, et plus la longueur apparente de l'intervalle est grande *!

3. Laloi de Uy est Ae”luﬂlo,,] (w)du + e”“ét, composée d’une partie a densité sur I'intervalle [0, ¢] et d'un atome en ¢. Ce type de loi com-
posite est typique des phénomémes de seuillage et de saturation, trés courants dans la nature. L'atome en ¢ vient du fait que P(T7 > t) = e M,

4. De maniere imagée, le doigt aléatoire désignant l'intervalle tremble d’autant plus que ¢ est grand! Cela fait penser au phénoméne de
biais par la taille, classique en théorie de I'échantillonnage : estimer la taille moyenne des familles d'une population d’étre humains en tirant au
hasard des individus dans la population doit tenir compte de la sur ou sous représentation des familles en fonction de leur taille.
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6.8 Poissonisation d’'une chaine de Markov a temps discret

Exemple 6.8.1. Processus de Poisson composé.

Soit (Z,),en Une marche aléatoire sur un semi-groupe E, avec (€41 = Zn+1 — Zn) nen SUite de va. ii.d.
sur E de loi v, indépendante de Zj. Soit (N/)eg, un PPS(0,1), indépendant de Z. Le processus
(Zn, =€g+--+ ENl)te[R+ est un processus de Poisson composé. Il vérifie

_ a2 @Ant
P(Zn, =y Zn,=X) =€ “Z |P(x+£1+ tep=y)=e MY — "(y—x)
n=0 .

par le théoreme de Fubini—Tonelli. Lorsque v(0) = 0, les temps de saut de (Z,) p, sont ceux du proces-
sus de Poisson sous-jacent (N;)epr, . Dans le cas particulier ou (Z;) ¢y est un processus de Bernoulli de
parametre p € [0, 1], alors v*" = Bin(n, p) et on obtient que (ZN[)IG[R{+ est un PPS(0, pA).
Remarque 6.8.2. Formules de Wald.
Avec les notations de 'exemple 6.8.1 et E =R, si T est une v.a. sur N indépendante de (€,) e, alors ¢
E(e;+---+er)=EE(E; +---+e7 | T)) =E(T)E(1).

Comme (€,) ;=1 €t (Ny) g, sontindépendants et que Ny ~ Poi(A1), on obtient

E(Zn, | Zny =x) =x+E(e1 + - +en,) = x +EWNYE(e1) = x + AtE(eq).

La méme méthode permet d’exprimer la fonction caractéristique de Zy, en fonction de celle de v.

a. Le conditionnement est visuel et intuitif, mais 'indépendance permet de s’en affranchir grace au théoréeme de Fubini—Tonelli
apres réduction au cas positif, plus précisément, E(e1 +---+e7) =¥, E((e1 + -+ €p) Nyr=py) = X nE(e)P(T = n) = E(T)E(e1).

Exemple 6.8.3. Poissonisation d’'une chaine de Markov a temps discret.

Reprenons la notion de processus de Poisson composé en la débarrassant de la structure de groupe sur E.
Soit (Z,) ,ey une chaine de Markov d’espace d’état au plus dénombrable E et de noyau de transition P. Soit
(N¢) rer, un PPS(0, 1), indépendant de (Z,,) ,eny. Le processus a temps continu et a espace discret (Zn,) rer,
est appelée chaine de Markov poissonisée. Pour tout réel ¢ = 0,

Zn,=Zy sur {Tp=<t<Tpa}.

Lindépendance de Z et N et le fait que N; ~ Poi(1t) donnent, par le théoréme de Fubini- Tonelli,

(M)

P(Zn, = ylZNO—x)—e‘“Z ——P"(x,).

Les interventions du mécanisme de transition P sont espacées par des temps aléatoires exponentiels indé-
pendants (T,+1 — Ty) nen- Or P ne provoque un saut qu’au bout d'un nombre aléatoire géométrique de ten-
tatives (section 5.5). Ainsi, sachant {Zj = x}, les temps de saut de (Zy,) ;er, sont des sommes géométrique
de temps exponentiels indépendants. Le lemme 6.8.4 ci-dessous affirme que ces temps sont exponentiels!

Lemme 6.8.4. Somme géométrique d’exponentielles.

Soit (X;),,»1 une suite de v.a. i.i.d. de loi exponentielle Exp(A). Soit Y une v.a. de loi géométrique Geon+ (p)
avec p € [0,1), indépendante de (X}),>1. Alors Xj +--- + Xy suit la loi exponentielle Exp(pA).

Démonstration. Pour tout n e N*, X +---+ X, ~Gamma(n, 1) = Exp(1)*". La densité de X} +--- + Xy est

o0 A’n

xeR, — Z

n-1_,-1x (
=1 (n=1!

e “PAx

1-p"t=ple
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C’est un mélange géométrique de lois gammas. Alternativement, avec la transformée de Laplace, pour tout 6 > 0,

E(e~0051 4 50) = E(E(e 00 | y) = EEe ")) = ) pil - zo)"_l(—)L )'- =
= A+6 pA+0’

Plus généralement, la méme méthode permet d’établir que si Y suitla loi binomiale négative Geon- (p)*"", alors
Xy +---+ Xy suit la loi Gamma Exp(pA)*™. 1l y a stabilité de la famille des lois Gamma par mélange géométrique.
Cela correspond au phénomene observé dans I'exemple 6.8.1 : le processus de Poisson composé d’intensité A ob-
tenu a partir d'un processus de Bernoulli de parametre p est un processus de Poisson d’intensité A p.

6.9 Chaines de Markov a temps continu : construction

Nous allons a présent dépasser la temporisation d'une chaine de Markov a temps discret par un processus de
Poisson indépendant, en considérant une temporisation qui dépend de la position spatiale de la chaine.

Soit (Z;,) ,en une chaine de Markov sur E au plus dénombrable de noyau de transition P. On munit chaque état
z € E d'un nombre réel déterministe A(z) > 0 et d'une suite (Eﬁlz)) n=1 dev.a.ii.d. deloi exponentielle Exp(A(z)). On
suppose de plus que les v.a. (Eﬁf)) zeE,n=1 sont indépendantes, et indépendantes de (Z) ,cn. Posons a présent

To=0, et T,=E +.--+E{V, n=>1.

Cette construction assure que conditionnellement a {Zy = z,..., Z, = z,}, lav.a. T,4+1 est bien une somme de v.a.
indépendantes de lois Exp(A(zgp)), ..., EXp(A(z,)). Presque stirement, la suite (7). €St strictement croissante. Par
conséquent, pour tout réel ¢ vérifiant 0 < ¢ < sup{Ty, : m € N}, il existe presque stirement un unique entier aléatoire
N; vérifiant T, < t < Tn,+1. Celarevient a dire que N; = nsur {T,, < ¢ < T4}, ou encore que

Ny=sup{meN: Ty, < t}.

Par définition, le temps d’explosion est défini par

(e 0]
— . _ T — (Zn-1)
TOO_SUp{Tm'meN}_,,llE{l)on_glEn D
C’est une v.a. qui prend ses valeurs dans R, U {oo}. Pour tout réel ¢ € [0, T,), on définit la v.a. X; a valeurs dans E par
Xt = ZN;-

Cette variable est définie pour tout réel ¢ = 0 ssi il n’y a pas explosion p.s. : P(To, = 00) = 1.
Le processus (X¢) se(o,1;,) €st une chaine de Markov a temps continu sur I'espace discret E, associée a A et P.

Exemple 6.9.1. Cas particulier de la poissonisation.

Lorsque l'intensité A est constante, alors (IV¢);cg, est un processus de Poisson simple, P(T, = 00) = 1, et
(X1)ter, = (ZN,) ter, estla poissonisation de la chaine de Markov (Z,,) ,en de noyau de transition P. D’autre
part, lorsque E = N, Loi(Zp) = 6o, et P(z,) = 6,41 pour tout z € E, alors (X;) ,cg, estidentique a (N e, -

6.10 Chaines de Markov a temps continu : non-explosion

Considérons la chaine de Markov a temps continu (X;) s¢(o,1,,) Sur E construite comme précédemment a partir
de A et P, de méme que la suite (7},) ,en associée, de sorte que X7, = Z;, pour tout 1, et en particulier Xo = Zg, = Zp.
La trajectoire £ — X; pour 0 < t < T, est constante par morceaux, et ses temps de saut sont inclus dans la suite de
v.a. (Ty) =1 (ce sont tous des temps de saut lorsque P est a diagonale nulle). Pour tout z € E et tout n,

Loi(Tp41— Tn | X1,, = 2) =Exp(A(2)) et Loi(Xr,,, | X1, =2) =P(z,").

Les trajectoires f — X; ne sont définies que pour ¢ < T,. Le théoréeme 6.10.1 ci-dessous montre que lorsque P est
récurrent ou lorsque A est bornée, alors P(To, = 0o) = 1 et les trajectoires sont donc définies pour tout ¢ € R, .
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Théoréme 6.10.1. Critére de non-explosion.
Le temps d’explosion T, vérifie
o0
1
P(Too =00) =P ——— =00]|.
= (;0 A(Zy) )

En particulier, si A est bornée ou si Loi(Zy) ne charge que des états récurrents de P, alors la chaine de Markov
a temps continu (X;) s¢(o,1,) n'explose pas : T, = 00 p.s., et X; est bien définie pour tout £ € Ry.

Pour une chaine de Markov poissonisée, A est constante donc bornée, donc P(T,, = 00) = 1, méme si P ne
posséde pas d’état récurrent. C’est le cas par exemple pour le processus de Poisson: E=NetP(z,") =d,41.
Il n’y a jamais explosion si E est fini car alors A est bornée.

Démonstration. Pour tout entier n, toute suite zy,..., 2z, dans E, et tout réel 6 > 0,
E(e "1 Zy = 20,..., Zn = 20) = E(e” /0T 400y,

ou Uy, ..., U, sontindépendantes avec, pour tout 0 < k < n, Uy ~ Exp(A(zx)). Il en découle que pour tout réel 6 > 0,

n 0 -1
_9Tn+1 —
E(e lZO""’Z")_kl_[:o(HMZk)) .

Cela donne la transformée de Laplace de T},+; en prenant!’espérance, puis celle de T, par convergence monotone :

Ele"") = [ I 1+ %Zk))_l).

k=0

Or pour toute suite (ag) geny dans Ry, [152(1+6ay) converge ssi Y57 | 0 ay converge. Comme 6 > 0, il en découle que

[E(e_eT""ﬂ{Too@o}) (l"—_"[( AZ ))

1
“{zz‘;owzk))-koo})-

Les quantités e 97 et [132,a+6/ A(Z;))~! sont monotones en 0. Lorsque 6 \ 0, par convergence monotone, nous
obtenons P(T,, < 00) = P(X5°,1/A(Z,) <o) comme attendu. En particulier, si A est bornée, alors Y22 1/A(Z,)
diverge p.s. D’autre part ¥° ; 1/A(Z,) diverge sur I'événement A = {Y5° ; 1;7,- 7, = oo}, donc si Loi(Z) ne charge
que des états récurrents de P, alors P(A) = 1 et P(3 5, 1/ A(Zy) =00) = P(X5., 1/A(Zi) =00 | A)P(A) = 1. ]

23—24

Remarque 6.10.2. Non explosion et loi du zéro-un.

La loi du zéro-un pour les horloges exponentielles cumulées du lemme 6.3.1 est une conséquence directe
du critere de non-explosion du lemme 6.10.1 appliqué au cas E =N, P(z,-) = §,41, et Loi(Zy) = §¢. Dans ce
cas (Zy) yen st déterministe et Z, = n pour tout 7. Par conséquent, Y52, 1/A(Z,) = X957, 1/ A(n) est déter-
ministe. D’autre part, Too = Y00 E{" Y etlesva. (E7Y),., sontindépendantes, et EI"™" ~ Exp(A(n - 1)).

6.11 Chaines de Markov a temps continu : générateur

Considérons la chaine de Markov a temps continu (X;) (o, 1) sur E construite comme précédemment a partir
de A et P. Supposons qu'’il n'y a pas explosion : P(T,, = 00) = 1, de sorte que X; est bien défini pour tout réel r € R,.
Le générateur ou Q-matrice Q: E x E — R de cette chaine a temps continu est défini pour tout (x, y) € E x E par

AX)P(x,y) Six#y,
Qv y) = Y Y
AX)P(x,x)-1) six=y.
En utilisant le produit matriciel, on obtient Q =Dy (P —1I), ou D, : E x E — R} estla matrice diagonale définie par
Da(x,y) = A(X) Ty=y.

Notons que P —1I est le générateur de la chaine a temps discret de noyau de transition P.
Les propriétés caractéristiques d’'un générateur sont les suivantes :

(i) Q(x,x)<0pourtout x dans E.
(i) Q(x,y) =0 pour tous x et y dans E avec x # y.
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(iii) X yerQ(x,y) =0 pour tout x dans E.

Le générateur fournit un nouvel algorithme de simulation des trajectoires en distinguant temps de saut et sauts.
Soit (Sp) nen la suite des temps de saut de (X;) ser, a valeurs dans R, U {oo} définie par

So=0 et Syy=inf{t>S,: X, # Xs,},
avec inf@ := co. La suite (S;) ,en €St strictement croissante, puis éventuellement constante et égale a co.
Théoréme 6.11.1. Algorithme de simulation des trajectoires basé sur le générateur.

Les propriétés suivantes ont lieu :
@ Sn./ T p-s-
(ii) Pourtous x € E et n €N, conditionnellement a {S,, < oo, X5, = x},
(@) siQ(x,x)=0,alors S;+1 =00, et on dit que x est absorbant.

(b) siQ(x,x) #0, alors S;,4+1 <ocoPp.s., Sp+1—Sy et Xs,,,, sontindépendantes, et pourtout y € E, y # x,

_Qx,y)

Loi(Sp+1—Sn | Xs, = x) =Exp(-Q(x,x)) et P(Xs,,, =y|Xs,=%x)= .
Q(x, x)

En particulier la loi (des trajectoires) de (X;) e, ne dépend de (A,P) qu’a travers Q.

Les quantités Q(x, y) sont les taux de transition de la chaine de Markov a temps continu (X;) g, .
Tout générateur permet de construire une chaine de Markov a temps continu.

Exemple 6.11.2. Processus de Poisson composé.

Si A est constante et égale a A, alors le processus de comptage (Ny) e, de la suite (T5,) ,en €5t un processus
de Poisson simple issu de 0 et d’intensité A, indépendant de (Z) ¢, €t le générateur de (X;)ep, est

P(x,y) six#y,
Q) =AP-Dxrp=A{ VT

P(x,x)—-1 six=y.
C’est le cas par exemple pour le processus de Poisson composé de I'exemple 6.8.1.

La simulation des trajectoires de (X;)se[0,1,,) peut étre menée comme pour les chaines a temps discret, soit en
utilisant A et P, soit en utilisant le générateur et la décomposition en sauts fournie par le théoreme 6.11.1 (ii)(b)
(approche événementielle). Lorsque le temps d’explosion T, n’est pas infini p.s. alors ni la loi initiale ni le généra-
teur ne précisent pas la maniere dont le processus redémarre apres explosion. Il existe une infinité de manieres de
procéder, et le prolongement le plus simple consiste a ajouter un point co al’espace d’état E. Ce point est absorbant
pour le processus prolongé, et les trajectoires explosives sont choisies constantes et égales a oo apres explosion. Ce
prolongement particulier du processus apreés explosion est appelé prolongement minimal.

Preuve du théoreme 6.11.1. Soient (Ty) ,en €t (Zy) ey comme dans la construction de (X) e, précédente. Comme
T, < S, pour tout entier n, il en découle que S;, /" Too p-S. Soit (Uy) en les temps de saut de (Zy,) ,¢eny, définis par

Up=0 et Uy =infim>U,:Zy # Zy,}-
D’apres la section 5.5, sachant {Zy;, = x}, les variables aléatoires U,,1 — U, et Zy,,,, sont indépendantes et

P(x,y)
>

Un+1—Un~GBON*(1—P(X,X)) et ZUn+1~ T(xx) y-

y#x

Comme Xgs, = Zy,,, il en découle tout d’abord que sachant {Xs, = x}, les variables aléatoires S;,.; — S, et Xs,,, sont
indépendantes. En fait X; = X, = Zy;, pour tout £ € [Sy, Sp+1).
Ensuite, comme S, = Ty,, nous avons S;4+1 — S, = Ty,,, — Ty,, et donc, pour tout entier m = 1,

Loi(Sp+1—=Sn | Xs, =x,Ups1 - Uy =m) = Exp(A(x))*™ = Gamma(m, A(x)).
Comme la loi de Uy41 — Uy sachant {Zy, = x} = {X;, = x} est géométrique Geon: (1 —P(x, x)), le lemme 6.8.4 donne

Loi(Sp+1 = Sn | Xs,, = x) = Exp(A(x) (1 - P(x, x))) = Exp(-Q(x, x)).
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Enfin, pour tout x tel que —Q(x,x) = A(x)(1 —P(x,x)) >0,onapourtous ye E, y #x,etneN,

_ o _ Py AWPXY Q&Y
PXona =y Xy =0 =P =Y 1 200 =00 = 150 = A0 P Qun)’

Si Q(x, x) =0, alors x est absorbant pour (X;) R, , €t Sy+1 = 0o sur 'événement {Xs, = x}. |
Remarque 6.11.3. Représentation canonique, chaine incluse et chaine harmonisée.

Lécriture sous la forme Q = D, (P —I) n'est pas unique. Plusieurs choix sont possibles. Il est commode de
prendre pour A 'opposé en signe de la diagonale de Q, et pour P le noyau donné par

0 six=yetQ(x,x) <0,

Py =4 six=yetQx,x) =0,
X, = .

! - ggﬁﬁ six#yetQ(x,x) <0,

0 six#yetQ(x,x)=0.

Ce noyau P est appelée noyau inclus dans Q. La chaine incluse saute a chaque étape vers un état différent,
sauf bien sftir si I'état courant est absorbant. La valeur de A(z) pour les états z € E tels que Q(z,z) =0 n’a pas
d’'impact sur laloi des trajectoires de (X;)seo,7,.). La diagonale de P est constituée de 0 et de 1, et ces derniers
correspondent aux états absorbants. Avec ce choix de (A, P), la suite des temps exponentiels (T},),>; liée a
A dans la construction de (X;)eo,1,,) coincide avec la suite des temps de saut (S;) ;> de (X¢) re(o,7,.)-

Une autre paramétrisation de Q sous la forme Q = Dy (P —1I) s'obtient en faisant en sorte que A soit constant
et égal a sup, —Q(x, x). Cela n’est possible que si ce supremum est fini c’est-a-dire que A est bornée. Le
noyau P associé est alors appelé noyau harmonisé, et 1a chaine associée est appelée chaine harmonisée.

Remarque 6.11.4. Horloges exponentielles en compétition.

Pour tout x € E, la ligne (Q(x, y)) yeg a une interprétation en terme d’horloges exponentielles en compéti-
tion.
— SiQ(x, x) =0 alors x est absorbant et le processus devient constant.
— SiQ(x, x) # 0 alors x n’est pas absorbant et le processus va sauter en un temps fini vers un état y # x
a déterminer. Associons a chaque y # x une horloge qui sonne au bout d'un temps aléatoire de loi
exponentielle de parametre Q(x, y). Les horloges des différents états y # x sont choisies indépen-
dantes. Le saut se fera au bout d'un temps T vers I'état Y dont I'horloge aura sonné en premier. En
effet, le lemme 6.11.5 entraine que cet état aléatoire Y est presque stirement bien défini, qu'il est
indépendant de T, que Loi(T) = Exp(—Q(x, x)), et que P(Y = y) = —Q(x, y)/Q(x, x) pour tout y # x.

Linterprétation en terme d’horloges exponentielles en compétition de la remarque 6.11.4 est commode en
temps continu. Le lemme 6.11.5 n’a pas lieu lorsque les lois exponentielles sont remplacées par des lois géomé-
triques, la probabilité d’égalité de deux v.a. géométriques indépendantes n’est pas nulle.

Lemme 6.11.5. Horloges exponentielles en compétition.

Si (V) zcg est une famille au plus dénombrable de variables aléatoires exponentielles indépendantes telle
que ,cp Az <ooou V, ~Exp(Ad,), alors V = inf,cg V, suitlaloi exponentielle Exp(ZzeE /lz). De plus, presque
stirement, I'infimum V est atteint pour un unique élément aléatoire Z de E, indépendant de V, et

uﬂ>(z—z)—nﬂ>(v—V)—L
‘ Zz’eEflz"

Démonstration. Soit Z la v.a. sur E U {oo} valant z si V; > V, pour tout z’ # z, et oo sinon. Déterminons la loi jointe
de (V, Z). Pour tout z € E et toutréel t =0, comme {V = t,Z = z} = {V, =,V > V, pour tout z’ # z} , nous avons

© A
P(V=tetZ=2z) :f Aze™d= [T P(V, > s)ds = e~ 2eer e £
t 242 Yzephy
Cela donne laloide V etlaloi de Z, en particulier le fait que P(Z € E) = 1, et'indépendance de V et Z. | |
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6.12 Chaines de Markov a temps continu : semi-groupe et équations de Kolmogorov

Une chaine de Markov a temps continu d’espace d’état au plus dénombrable E est un processus (X;)e[o,1..)
construit comme précédemment a partir d'un champ de temporisation A et d'un noyau de transition P. Par le
théoreme 6.11.1, le générateur Q = D (P —1I) caractérise la loi des trajectoires de (X;) sc[o,1,,). Quitte a considérer le
prolongement minimal, nous pouvons supposer qu'il n'y a pas explosion : T, = oo p.s., et que le processus (X;) e,
est bien défini sur E U {oc}. Pour tout réel ¢ = 0, on considere le noyau de transition

(X, ) EExE—P(x,y):=P(X;=y| Xo=x) €[0,1].
En particulier Py = 1. Pour toute f : E — R bornée ou positive et tout ¢ = 0, en notant v = Loi(Xp) la loi initiale,

E(f(X0) = Y v)P(x, ) f(y) = VP, f.

x€E

En d’autres termes X; ~ vP;. Il est possible d’établir les propriétés suivantes :

(i) Propriété de Markov. Pour tous x,y € Eets, te R,

Pris(x,)) = ) Py(x,2)P(2,y) = Y Pi(x,2)Ps(2, ).

zeE zeE

Matriciellement P;, s = P,P; = P;Pg, et Py = 1. On dit que (P;);>( est un semi-groupe de Markov.

(ii) Equations de Kolmogorov rétrograde et progressive. Pour tous x, y € E, la fonction ¢ € R, — P;(x, y) est déri-
vable (notamment a droite en 0) et solution positive minimale des EDO

d d
apr(X, »=QP)(x,y) et aPz(x,y) =PQ(x, ),

A . P (x,y)-Po(x,
En particulier Q(x, y) = 0;—¢+P;(x,y) :=lim,_ o+ M

Si E est fini, alors P; = e’Q (exponentielle de matrice).
Exemple 6.12.1. Processus de Poisson simple.

Pour le processus de Poisson simple d’intensité A >0, on a E =N et pour tous x et y dans N

-A siy=x (L)Y % Qv
Qx,y)=4+A siy=x+1, et Pt(x,y):e_m (y—x)! r= .
0 sinon 0 sinon

Ce processus n’explose pas car la diagonale de Q est constante, et donc bornée. Les temps inter-sauts sont
des lois exponentielles i.i.d. de parametre A. On peut écrire Q = A(P —1I) o1 P(x, x + 1) = 1. On reconnait la
loi de Poisson translatée sur les lignes de P; puisque Loi(X; | Xo = x) = §; * Poi(A1¢) pour tous x€ Eet t = 0.

6.13 Chaines de Markov a temps continu : synthese

Trois descriptions de la loi d’'une chaine de Markov a temps continu (X;) seg, , liées par 0;-¢+P; = Q=D (P-1I):

— parladonnée de (A,P).

— parladonnéede Q.

— parladonnée de (P;) >0.
Les deux premieres descriptions fournissent un algorithme de simulation des trajectoires de la chaine de Markov a
temps continu, qui sont par construction constantes par morceaux, continues a droite avec limites a gauche.

Létude de la chaine a temps continu (X;) g, se ramene a celle de la chaine a temps discret sous-jacente de
noyau P. La récurrence/transience des états est héritée de celle de P. Une mesure y est invariante lorsque® uP; = u
pour tout t € R;, ce qui est équivalent a uQ = 0, et les théorémes de convergence peuvent étre développés en se
ramenant a P. Une étude détaillée se trouve dans [53]. La loi des grands nombres ou théoréme ergodique et le
théoréme limite central prennent la forme suivante :

1t ps. 1t loi 2
—f f(Xs)ds—ffdu et \/E(—f f(Xs)ds—ffd/J)—»,/V(O,a ).
tJo t—00 tJo t f

—00

Le tableau 6.2 dresse une comparaison analogique entre chaines a temps discret et continu, en particulier :

5. Ane pas confondre avec I'invariance pour la chaine incluse lorsque A n’est pas constante.
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— lanotion de période est spécifique au cas discret® (mais subsiste pour la chaine incluse).
— lanotion de temps d’explosion est spécifique au cas continu (et aux espaces d’états infinis).
— linterprétation en terme d’horloges est commode pour le cas continu.

— la notion de générateur est commune au cas discret et continu.

[ Chaine a temps discret [ Chaine a temps continu

Espace d’état au plus dénombrable E et loi initiale v
Suite (X;) nen avec Xg ~v | Processus (X¢) =0 avec Xog ~ v
P'x, ) =PXp=y|Xo=% | Pr(x,y) =PX;=y|Xp=x)
Rien d’équivalent | Temps d’explosion T € R4 U {00}
Semi-groupe de Markov (P") ;ery | Semi-groupe de Markov (Py) seR,
Noyau de transition P | Rien d’équivalent
Générateur L=P~1 | Générateur L=1lim,_q+ §(Pr D
Rien d’équivalent | Ecriture temporisée L=D, (P-1I)
E(f(Xn) =vP" ' f | E(f(Xp) =VP:f
Notion de période | Rien d’équivalent
Sauts | Sauts
Sp+1=inf{n>Sp: Xn # Xs,} | Sn+1=inflt>Sp: X # Xs,,}
Loi(Sy+1 —Sn | Xs, =x) = Geopgx (—L(x, x)) Loi(Sp+1—Sn Xs,, = %) =Exp(-L(x, x))
Chaine incluse P(Xg,,, =y Xs, =x)=— igﬁ
x absorbant ssi L(x,x) =0
pinvariante ssi uL =0

TABLE 6.2 — Tableau analogique entre chaines de Markov a temps discret et a temps continu. Le générateur de la
chaine a temps continu est noté ici L plutét que Q pour renforcer I'analogie. Il ne doit pas étre confondu avec le
générateur P —I de la chaine a temps discret associée a une temporisation. Les chaines de Markov a temps continu
et espace discret sont des processus de sauts markoviens, au sens ot11’aléa des trajectoires ne provient que des sauts
(et de la condition initiale). De tels processus peuvent étre définis sur des espaces quelconques, discrets ou non. Le
mouvement brownien, qui fait 'objet du chapitre suivant, est markovien, mais n’est pas un processus a sauts.

6.14 Files d’attentes et quelques autres exemples

Exemple de processus explosif

Considérons le générateur Q sur E = N défini par Q(x,x+ 1) = —Q(x, x) = a, pour tout x € E, ol (ay)yen €St
une suite de réels positifs telle que 352, 1/ ax < co. La représentation canonique Q =D (P —1I) de Q est donnée par
A(x) = —ay et P(x,x+ 1) = 1 pour tout x € E. Par conséquent, toute chaine de Markov (Z,) ,cn de noyau P vérifie

Zy = Zy+npour tout n € N, et en particulier }.3° #Zn) = 3‘;20 uiz < 00. Ainsi P(T, = 0o) = 0. Explosion p.s.!

Files d’attente a temps continu

Considérons des atomes radioactifs dont les arrivées dans un détecteur sont espacées par des durées aléatoires
ii.d. deloi exponentielle Exp(1). Apres arrivée, chaque atome survit pendant un temps aléatoire de loi Exp(u), puis
se désintegre. Les atomes sont tous indépendants. On note X; le nombre d’atomes présents a l'instant ¢. Placons-
nous sur I'événement {Xy = n}, n = 1. Soient V1, ..., V, les temps de survie des n atomes initiaux, A le temps d’arri-
vée d'un nouvel atome, et T = min(A4, V4, ..., V) = min(A, W) ou W = min(V},..., V). Notons que X; = n pour tout
t€[0,7). De plus, X7 = n—1sur 'événement {T = W}, et X7 = n+1 sur 'événement {T = A}. Or A, V1,...,V, sont
indépendantes. De plus, A ~ Exp(A) et Vi ~ Exp(u) pour tout 1 < k < n. Ainsi

A ny
T~ExpA+np), P(T=A)=—— et P(T=W)= .
A+npu A+np
Si n = 0 alors I'étude est simplifiée car seul A est présent. Cette construction peut étre renouvelée de maniere
indépendante apres le temps T, grace al’absence de mémoire des lois exponentielles. Ce modele correspond a une
chaine de Markov a temps continu sur E = N avec temporisation donnée par A(n) = A + nu et noyau de transition

6. On pourrait penser que les phénomeénes de période apparaissent également lors de la simulation de chaines a temps continu, puisque
I'informatique est le regne des structures discretes. Cependant, les méthodes de simulation des chaines a temps continu font appel a des simu-
lations approximatives de variables exponentielles via des nombres réels dyadiques. Ces approximations brisent la spécificité des modeles et
donnent naissance a des processus a temps discret qui ont toutes les chances d’étre apériodiques.
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donné par P(n,-) = Flnuﬁnﬂ + %6,1_1. Le générateur Q = D (P —I) est donné par

ny sim=n-1
sim=n+1
Q(n,m) = .

—-A+np sin=m
0 sinon

Le processus de Poisson simple correspond au cas ot i = 0. Le noyau de vie ou de mort P est irréductible et sa
période vaut 2. Sa récurrence découle de la condition nécessaire et suffisante de récurrence des processus de vie
ou de mort irréductibles sur N (section 5.14.1). Comme P est récurrent, le temps d’explosion est infini p.s. et X; est
bien défini pour tout réel ¢ = 0. Le semi-groupe de Markov (P;) ,cg, posséde I'expression explicite suivante :

. . _ (,1—eH (A
P:(n,-) =Loi(X; | Xo = n) =Bin(n,e "”) * P01()L—) — Pm(—).
H I
En effet, on vérifie par calcul que 0;-¢+P;(n, m) = Q(n, m). Une vérification directe montre que la loi de Poisson
Poi(A/u) est invariante pour Q. Par conséquent, si Xy ~ Poi(A/ ), alors X; ~ Poi(A/u) pour tout ¢ € R,.

Le processus (X;)eg, peut étre interprété de la maniere suivante : des clients arrivent selon un processus de
Poisson d’intensité A, et ils sont servis immédiatement par un serveur dédié dont l'intensité de service est u. Les
temps de service ne dépendent pas du processus des arrivées. La variable aléatoire X; représente le nombre de
clients en cours de service a I'instant . Ce processus est connu sous le nom de file d’attente M/M/oo. Les deux
lettres M utilisées rappellent que les arrivées et les services suivent des lois exponentielles : ces processus sont
Markoviens ou sans Mémoire. Cette terminologie due a Kendall est détaillée dans les premieres pages de [56].

Cette interprétation en termes de file d’attente suggere la généralisation suivante : des clients arrivent selon un
processus de Poisson d’intensité A, mais seuls s serveurs sont disponibles. Lorsque tous les serveurs sont occupés,
les clients en surnombre attendent qu'un serveur se libére. Le processus associé compte le nombre de clients en
attente et en cours de service. Ce processus est appelé file d’attente M/M/s. Linterprétation en terme d’horloges
exponentielles en compétition suggere de considérer le générateur défini, pour tous n, m € N, par

min(s, n)u sim=n-1
sim=n+1
Q(n,m) = . ) .
—(A+min(s,n)y) sin=m

0 sinon

Le cas s = oo correspond a la file d’attente M/M/oo. Linterprétation de Q en terme d’horloges exponentielles en
compétition permet également de simuler ces files d’attente de maniere intuitive. De maniére générale, les proces-
sus de vie ou de mort sur N a temps continu sont des files d’attente.

11 est également possible de construire un générateur qui tient compte de la présence d'une salle d’attente de
capacité finie, de phénomenes d'impatience, de phénomenes de compétition entre clients ou entre serveurs, de
politiques de service, de variation des intensités au cours du temps, etc. Les files d’attente font partie des processus
markoviens les plus utilisés en modélisation : lignes téléphoniques, aéroports, feux tricolores, caisses de supermar-
ché, parkings, échanges de données sur les réseaux informatiques, allocation mémoire des ordinateurs, etc.

Versions a temps continu de chaines de Markov usuelles

Les versions a temps continu de la marche aléatoire simple sur Z¢, des processus de vie ou de mort sur N, de
la chaine d’Ehrenfest, et de la chaine de Wright - Fisher sont faciles a construire a partir de leur noyau de transition
et d'une temporisation par un champ d’exponentielles. Idem pour la version a temps continu du processus de
Galton —Watson, appelée processus de Yule.

Pour aller plus loin 6.14.1.

— Processus ponctuels de Poisson [56].
— Processus de Poisson composé avec dérive et ruine d'une compagnie d’assurance [11].
— Equations de Kolmogorov progressive et rétrograde pour les chaines a temps continu [53, sec. 2.8].
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Chapitre 7

Mouvement brownien

A propos de la loi normale ou gaussienne du théoréme limite central, désigné sous le nom de loi des erreurs
al'époque : «Cette loi ne s'obtient pas par des déductions rigoureuses; plus d'une démonstration qu'on a voulu en
donner est grossiére, entre autres celle qui s‘appuie sur l'affirmation que la probabilité des écarts est proportionnelle
aux écarts. Tout le monde y croit cependant, me disait un jour M. Lippmann, car les expérimentateurs s'imaginent
que c’est un théoreme de mathématiques, et les mathématiciens que c’est un fait expérimental. » In Le calcul des Pro-
babilités (1896) p. 149, Henri Poincaré (1854 — 1912). C’était avant 'ceuvre de Paul Lévy (1886 — 1971) notamment.
Comme le dit le physicien Oriol Bohigas i Guardiola (1925 - 2021), de nos jours, nous savons que c’est a la fois un
fait expérimental et un théoreme de mathématiques!

Tout comme le théoreme limite central, le mouvement brownien, grace a de multiples contributions, est a la fois
un phénomene physique et un phénoméne mathématique, voir figures 7.1, 7.2, et 7.3. Ce chapitre aborde quelques
aspects du mouvement brownien mathématique.

Processus de Markov \

Processus de Lévy

Mouvement brownien

Martingales Processus gaussiens
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FIGURE 7.1 — Premiers pas de quatre trajectoires approchées du mouvement brownien plan issu de I'origine, avec
une marche aléatoires a pas gaussiens, simulée avec le code plot (cumsum(randn(2,1000))). La fonction plot
effectue automatiquement une interpolation linéaire entre les points, coordonnées du vecteur passé en parametre.

Ly

%x

@/ | .

FIGURE 7.2 — Extrait du fameux livre [54] intitulé « Les Atomes » (1913) de Jean Perrin (1870 -1942) : trois tracés de la
trajectoire de grains de mastic de rayon 0.53 yum, vus au microscope. Positions successives, toutes les 30 secondes,
reliées par des segments linéaires (taille de maille de 3.1 um). Ces expériences, inspirées par les observations histo-
riques de Robert Brown (1773 —1858), ont permis de tester 'hypothése atomiste ou moléculaire avancée par Ludwig
Boltzmann (1944 —1906), Albert Einstein (1879 —-1955), Marian Schmoluchovski (1872 -1917), entre autres. « Ainsi,
la théorie moléculaire du mouvement brownien peut étre regardée comme expérimentalement établie, et, du méme
coup, il devient assez difficile de nier la réalité objective des molécules. ». Louis Bachelier (1870-1946) a identifié
indépendamment un phénomeéne physique similaire des actifs financiers.
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FIGURE 7.3 — Interprétation atomiste du mouvement brownien physique : une particule de poussiére dans un li-
quide est sujette a un grand nombre de collisions avec les molécules du liquide, beaucoup plus petites et désor-
données par la chaleur. Dans la réalité, le ratio des diameétres est élevé, par exemple le rayon du grain de mastic
observé par Perrin est de 0.53 pm tandis qu'une molécule d’eau a un rayon d’environ 0.17 nm, ce qui donne un
ratio d’environ 3000. De plus, dans la réalité, la densité des molécules est élevée, la distance entre les molécules est
d’environ 0.31 nm pour I'’eau. Dans cette interprétation atomiste, le mouvement brownien physique est une sorte
de marche aléatoire a temps continu et a espace continu, a trajectoires faites d'une succession de sauts a temps et
positions aléatoires, vue a une échelle temps-espace qui la rend proche du mouvement brownien mathématique,
sa limite d’échelle idéalisée. Les modeles sont des caricatures, les limites d’échelle des caricatures de caricatures.

_lxP

ez d d e 2t N 2 2 2
Pour tous ¢ >0, d = 1, la densité de A (0, tI;) sur R* est x € R pi(x) a OU | x| = X7 +---+ x5, et

Prrs(X) = (pr* ps)(x) = fqud pi(x—2)ps(z)dz, s,t>0.
Définition 7.0.1. Mouvement brownien ou processus de Wiener.
Un mouvement brownien (MB) de R4 issu de By, défini sur un espace de probabilité (Q2, &,P), est un proces-

sus a temps continu B = (B) cg, a valeurs dans RY, c’est-a-dire une application (¢,w) € Ry x Q — B;(w) € R?
telle que w — B;(w) est une variable aléatoire pour tout ¢ € R, vérifiant les propriétés suivantes :

1. ses trajectoires t — B, sont presque stirement continues, on dit que B est un processus continu.

2. ses accroissements sont indépendants, stationnaires, et gaussiens :
— By —Byy,..., B, — By,_, sontindépendantes pour tous 0= fp < f1 <--- < f, = 0.
— B;—Bs~A/(0,(t—5)Iz) pourtous0<s<t.

— Ace stade, B n'est pas concu comme une v.a. a valeurs dans € (R, R%), cela viendra plus tard.

— Best une sorte de vecteur gaussien sur (R9)®+ (dimension infinie!)

— Il n’y a aucune condition sur By, en particulier B; = By + B; — By peut ne pas étre gaussienne!

— La stationnarité signifie que la loi de 'accroissement ne dépend que de I'écart temporel.

— Le théoreme 3.3.4 donne 0;E(f(B;) | By =x) =0¢(ps * f)(x) = %A(pt * f)(x) (équation de la chaleur).

Remarque 7.0.2. MB comme limite d’échelle temps-espace : principe d’invariance de Donsker.

Si X1, X5, ... sont i.i.d. centrées de variance o2, alors pourtous0=tfy <t <--- <y, k=1, parle TLC,

loi , . X1+ 4+ Xy + (nt = [nt) X 1
(S5 S5 === Loi((By,-.., By)) ot "= il il

no?

Ceci exprime la convergence d'une marche aléatoire renormalisée en temps et en espace vers un MB :

(57") e, 7 (Bi)rer,
au sens des lois marginales de dimension finie. Avec un argument de tension, cela peut étre renforcé en une
convergence des lois sur les trajectoires, en concevant ces processus comme des v.a. sur € (R4, R) muni de
la tribu cylindrique, qui coincide avec la tribu borélienne de la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts. Ce phénomene limite central sur les trajectoires, appelé principe d’invariance de Donsker,
exprime le fait que le MB est un objet limite gaussien universel, du moment que les accroissements de la
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marche aléatoire sont centrés et de variance finie. En revanche, lorsque les accroissements de la marche
aléatoire ont une variance infinie, on parle de vol de Lévy, la classe d'universalité n'est plus la méme, le
théoreme limite est le TLC stable de Lévy, et la limite d’échelle est un processus de Lévy. La modélisation
aléatoire « bain thermique » des particules du liquide remplace avantageusement la modélisation détermi-
niste par un grand nombre (Avogadro) de spheres dures satisfaisant aux équations de Newton.

# Code Python simulant des trajectoires de marches aléatoires a incréments iid gaussiens
import numpy as np ; import matplotlib.pyplot as plt
for i in range(1,11):
plt.plot(np.cumsum(np.random.randn(1,1000) [0]), 'k-',linewidth=1)
plt.axis('off') ; plt.show()

# Code Julia simulant des trajectoires de marches aléatoires d incréments iid gaussiens
using Plots # using Pkg ; Pkg.add("Plots")
for i=1:10

plot! (cumsum(randn(1000,1) ,dims = 1),lw=1,legend=false,grid=false,axes=([],false))
end
gui() # le graphique obtenu est celuti figurant sur la couverture de ces notes !

— Lois finies dimensionnelles. Un processus de R? continu (X¢) ;=0 issude x € R4 est un MB ssi pour toutn =1,
tous0<f) <---<fp,ettous A; € Bpa,1<i<n,ona

P(Xy € Ay,..., Xy, € Ap) :fA N P 1= X)p—t, (X2 = X1) - Pr,—t,., (Xn — Xp—1)dxy ---dxy,.
1% xAp

— Reduction au cas ceniré. B = (By) ;cg, estun MB ssi B— By = (B; — By) teg, €st un MB issu de 0.
— Réduction au cas unidimensionnel. Si (X;) s est d-dimensionnel et X; = (X}, ..., Xfl) sont les coordonnées
dans R?, alors X est un MB issu de 0 ssi les deux propriétés suivantes ont lieu :

@) (Xf)tzo estun MB sur Rissude 0, pour tout1 <i <d.
(i) (X))

Lorsque Xj n’est pas déterministe, les coordonnées de X peuvent étre corrélées.

07 (X?) +=0 Sont des processus indépendants.

Définition 7.0.3. Processus gaussiens.

Un processus X = (Xy)sep, sur R4 est un processus gaussien lorsque toutes ses lois fini-dimensionnelles
sont gaussiennes : le vecteur aléatoire (Xy,..., X;,) est un gaussien pour toutn=1ettous0< 1 <--- < f.
Cela revient a dire que a la fois Xj et les accroissements de X sont gaussiens au sens ol le vecteur aléatoire
(Xt9, Xty — Xiggy oo Xy, — Xi,_,) €St gaussien pour tout n=lettous 0= <1 <--- < t.

Un MB est gaussien lorsque sa condition initiale est gaussienne et indépendante de ses incréments.
Remarque 7.0.4. Processus de Lévy.

Si B est un MB, alors pour tous n=1et 0= fy <--- < fy, les accroissements By, — By,,..., B, — By,_, sont
indépendants, et stationnaires au sens ol leur loi ne dépend que des différences t; — fy,..., t, — t,—1 entre
les temps successifs. Aussi le MB est a accroissements indépendants et stationnaires, et ces processus sont
appelés processus de Lévy, sous-classe des processus de Markov. Le processus de Poisson du chapitre 6
est aussi un processus de Lévy, pour lequel les accroissements sont de loi de Poisson, et les trajectoires
constantes par morceaux, continues a droite avec limites a gauche.
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7.1 Caractérisations, martingales, invariance d’échelle

Théoréme 7.1.1. Caractérisation du MB par gaussianité et covariance.

Soit X = (X¢) sep, un processus sur R, issu de 0, continu.
Alors X est un MB ssi X est gaussien, centré, de covariance donnée par E(X;X;) = sA £ pour tous s, £ € R,.

Démonstration. Soit (X;);=o un MB issu de 0. Nous savons déja qu’il est gaussien. De plus, pour tous n = 1 et
O0=tfy<ti<---<tylesva. X, —Xy, Xy, — Xy, ..., X1, — Xy,_, SOnt gaussiennes, centrées, indépendantes, de variance
t1 — to,..., ty — ty—1, donc le vecteur aléatoire (X;, — X4, Xs,,..., Xz, — X1,_,) est gaussien centré, donc le vecteur
aléatoire (Xy,,..., X;,) I'est aussi (image linéaire). De plus, pour tous 0 < s < ¢,

E(XsX;) = E(Xs(X; - Xg) +E(X3) =0+s=s=5AL.

Réciproquement, si (X;) g, est gaussien, centré, avec E(X;X;) = s A ¢ pour tous s, ¢ = 0, alors pour tous n = 1 et
0=1y <1t <--- <y, levecteur aléatoire (X;, — Xy, Xz, — Xy, ..., Xs,, — Xs,,_,) €st gaussien, centré, de covariance

Kij =E((Xt;y, = X)Xy = X)) = i A Ljrn + G AL — Lin AL — G AN Ej = L+ G — L A — 1= (L — 1) D=

lorsque i < j, elle est donc diagonale, égale a diag(#; — ty, & — 1, ..., tn — ty—1), ce qui implique I'indépendance des
accroissements Xy, — Xy, X, — Xyy,..., Xy, — Xi,_,, leur gaussiannité, et stationnarité, donc (X;);cg, estun MB. W

Corollaire 7.1.2. Invariance par rééchelonnement (scaling) espace-temps.

Si B = (Bf)ter, €stun MB sur R, issu de 0, alors (%Bct) 0 I'est aussi, pour tout réel ¢ > 0.

Démonstration. Le processus (%Bct) o est continu, gaussien, de méme covariance que le MB. |
t=

Théoreme 7.1.3. Caractérisation martingale Fourier/Laplace du MB.

Soit (X) tep, un processus sur R%, issu de 0, continu, et sa filtration naturelle (%,) reRyr Fri=0(Xs:s€0,1]).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) X estun MB.
(i) X;— X, estindépendante de &; et X; — X; ~ A (0, (t —s)I), pour tous 0 < s < t.

. 2
(i) E(eMXi=X) | ) = exp(- A=) pour tous 0 < s< ret L e RY.
Al

. 2[
(iv) (M?) teR, = (Xt ) teR, estune martingale pour (%) g, , pour tout A € R,

W2 .
W) (N]) g, = (€X7727) (cp, estune martingale pour () eg, , pour tout A € RY.

— La notion de martingale s’adapte au temps continu : si (M;);cg, est un processus sur (Q,.%,P), et (%) g,
une famille croissante de sous-tribus de & (filtration a temps continu), alors M est une martingale lorsque
M, est F;-mesurable (adaptation), M; € L (intégrabilité), et E(M; | ;) = M, pour tous £ = s = 0.

— Lanotion de martingale s’adapte également immédiatement aux processus a valeurs complexes.

— Une va. X est indépendante d'une tribu & ssi E(f(X) | &) est une v.a. constante pour une famille de fonc-
tions test f qui caractérise la loi (exemples : transformée de Fourier ou de Laplace de la loi conditionnelle).

Démonstration. Limplication (i)= (ii) estimmédiate. L'équivalence (ii) < (iii) provient des propriétés de I'’espérance
conditionnelle et de la fonction caractéristique conditionnelle. Limplication (iii)= (i) s’obtient en utilisant la pro-
priété d’emboitement des espérances conditionnelles pour obtenir la loi du vecteur des accroissements.

En multipliant les deux membres de (iii) par e'“# pour une v.a. Z %;-mesurable bornée, et en prenant I'espé-
rance, il vient que X;— X estindépendante de & et X;— X; ~ A (0, (t—5) I 7). Ceci démontre I'équivalence (iii) < (iv).
La propriété (v) n’est que la version Laplace de (iv) (Fourier). |

Définition 7.1.4. MB par rapport a une filtration.

Soit (Q,Z, (F1) er, ,P) un espace de probabilité filtré. On dit qu'un processus continu (X;) g, dans R4
est un MB pour la filtration (%) g, lorsque X est (%) r, adapté et I'accroissement X; — X; est in-
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dépendant de & pour tous 0 < s < ¢, et suit la loi gaussienne A (0, (¢ — s)I;). Cela revient a dire que

(exp(d- X, + %I/ll2 1) e, €stune (%) rer, -martingale pour tout A € R,

— Si (X¢)rer, est un MB pour (%) e, , alors X est un MB au sens de la définition 7.0.1. Réciproquement, si
(X1) rer, estun MB au sens de la définition 7.0.1, alors ¢’est un MB pour sa filtration naturelle.

— Ftre un MB est une affaire de loi des trajectoires : penser a un vecteur gaussien de dimension infinie. 1l est
établi par la suite que si B est un BM alors le processus défini par X := 0 et X; := ¢By/; pour tout £ > 0 est un
MB, pour sa filtration naturelle, mais pour pour celle de B.

Théoréme 7.1.5. Propriétés de martingale.
Soit B = (B¢) teg, un MB sur R4 pour (F1)ter, €L Br = (Btl, ...,Bf) ses coordonnées. Pourtous 1 < j, k<d,
() (B{ ) g, €Stune martingale pour () ;,cg, lorsque By € L.

(ii) (B{ B l‘ —Tj=k?) est une martingale pour (%) ;cg, lorsque By € 2.

teR,

Un fameux théoréme de Paul Lévy, abordé en général dans un cours de calcul stochastique de M2, affirme que
ces propriétés caractérisent le MB dans une classe assez large de processus continus.

Démonstration. Les mesurabilités et intégrabilités sont claires. Pourtous 1< j<d,0<s<t,
E(B! - B! | %) =E(B! -Bl)=0 donc E(B!|%,)=E®B!-Bl+Bl|F)=B.
De méme, pour tous 1 < j, k < d ettous 0 < s < ¢, en utilisant en plus I'indépendance des composantes,
E((B] - B))(BF ~ BY) | #,) = E(B! - B) (B - B})) = (1~ 9)1;_¢
d’ott

E(B! BF - t1; | ;) = E(B! - B))(BF - BX) + BB + BIBF - BIBF - 11, | %) = BIBF - 51,;..

Lobjet mathématique MB existe-t-il vraiment? Une construction explicite est donnée dans la section 7.6.

7.2 Variation des trajectoires et variation quadratique
Pour la régularité des trajectoires, la propriété de continuité s’oppose a celle d’accroissements indépendants.
Théoréme 7.2.1. Variation et variation quadratique du MB.

Soit B = (B¢) teg, un MB sur Rissu de 0, [, v] un intervalle réel, 0 < u < v, et § une partition ou subdivision
de [u,v],6:u=1ty<---<t,=v,n=1. Considérons les quantités suivantes :

n-l n-1
r(8):= Y By, — Byl et r20):=) |By,, —Byl.
i=0 i=0

Alors les propriétés suivantes ont lieu :

(i) lim;g—or2(8) = v — u dans L? et donc en P, ol |§] := supg<;<,,_; (fi+1 — L)
Ainsi la variation quadratique de B sur un intervalle fini est donnée par la longueur de I'intervalle.

(ii) supgeg 11(0) = +00 p.s., ot P est 'ensemble des partitions ou subdivisions de [u, v].
Ainsi les trajectoires de B ont une variation infinie sur tout intervalle, p.s.

— La propriété (i) révele l'irrégularité des trajectoires du MB. En effet, pour f : [u, v] — R de régularité €',
I'inégalité des accroissements finis donne r2(8) < || f'l12,(X2) (tir1 — 6161 = | f' 12, (v — w)|6] — 0 si |6 — 0.

— La propriété (ii) indique qu’on ne peut pas définir 'intégrale stochastique [ f ¢:dB;(w) d'une fonction ¢
continue par rapport a la trajectoire ¢ — B;(w) avec les sommes de Riemann. Cependant, comme 'ont re-
marqué Doblin et Ito, la propriété (i) est la clé d’une définition L? ou en P de cette intégrale stochastique,
abordée dans un cours de calcul stochastique, et qui permet de résoudre des EDS (EDO stochastiques).

Démonstration.
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(i) SiZ~.A4(0,1) alors E(Z*) = 3. Les propriétés des accroissements du MB donnent

E((r20)%) = E((¥ 1B, — B4 *)*)

=Y E(By,, - By +2 ) E(By,, - By,I*IB;,, — B, /")

i i<j

=33 (L1 — 1)* +2 Y (ti41 — 1) (Lj1 — 1)
i

i<j

=2 (tiv1 = t)*+(X (L1 - fi))z =2 (tis1 - )% + (v — w)?.
i i '

13
De plus E(r2(6)) = X ;(ti+1 — tj) = v—u. Donc

E((r2(8) — (v—w)?) = ZZ(tiH -1)? < zmiaX(tHl =) (v—u) \5|_—:0 0.

14
(ii) La premiére propriété implique I'existence d’une suite (6%); de subdivisions de [u, v] telle que

lim [6¥=0 et lim r2(6")=lim ) |Bx —Byl*=v-u ps.
k—o0 k—o0 k—o0o3 i+1 i

et donc, presque stirement,

2ilBk

R 2 S S +00,

maxl-IBtk _Btk| k—o0
i+1 i

_Btklz
supr1(8) 26 =} 1By —Bul= :
) i i+ i

ol on a utilisé le fait que max; |B,x — Bl —0p.s. quand k — oo, car 16%] — 0 et p-s. les trajectoires de B sont
i+1 i
continues donc uniformément continues sur tout intervalle fini donc compact comme [u, v] (th. de Heine).

— La preuve de la propriété (i) reste valable au-dela du cadre gaussien, pourvu que les accroissements soient

indépendants, stationnaires, centrés, de variance linéaire, et de moment d’ordre 4 fini.

— La preuve de la propriété (ii) révele une propriété plus forte : de toute suite de subdivisions (§%) de [u, v]
telle que |0 k| -0, 0on peut extraire une sous-suite qui fait diverger presque stirement ry vers +oo.

7.3 Loiduzéro-un de Blumenthal et ses conséquences, loi de Bachelier - Lévy

Théoréme 7.3.1. Propriétés des trajectoires du MB.

Soit B = (By) teg, un MB sur Rissu de 0, et &, := o (Bs: s € [0, £]). Alors :
(i) Loidu zéro-un de Blumenthal : P(A) € {0, 1} pour tout A € Fy+, ou Fy+ := N0 F ;.
(ii) Presque stirement, infse(g,¢) Bs < 0 et supc(g . Bs > 0 pour tout € > 0.
(iii) Pour tout a € R, presque stirement %, T, = inf{t e R, : B; = a} < +oo0.
(iv) Presque stirement b lim B;=-ccet Etﬁm B; = +o0.

t—o0

(v) Presque stirement, la fonction ¢ € R; — B; n'est monotone sur aucun intervalle non singleton.

a. Enrevanche T, n'est pas borné, comme peut le montrer un argument de martingale arrétée (exemple 4.4.4).
b. Cecin'implique pas que presque stirement lims .o |B| = +00.

Démonstration.

(i) Lidée est de montrer que %+ est indépendante d’elle-méme. Pour tout A € -, tout k = 1, toute f : R¥ — R
continue bornée, et tous 0 < #; <--- < f, les continuités de f et de B donnent, par convergence dominée,

E(UAf By, By)) = lim E(Vf(By —Be,..., By, — Bo)).

Orlorsque 0 < & < 1, les v.a. By, — B, ..., By, — B¢ sont indépendantes de &, et donc de Z+. D’ou

E(af (Bry,..., By)) = lim PAVE(f(By — Be,..., By, = Be)) = PAE(f By .., By, ).

111

25—26

Dessin !



Ainsi %+ est indépendante de o (By,...,B;) pourtous k=1et0< f; <--- < I, et donc indépendante de la
tribu o(B; : t > 0) par classes monotones 1 or (B, t>0)=0(B;, t=0) car By =0, et #y+ co(B;, t =0).

(ii) Pour la propriété en sup, il suffit de montrer que P(A) =1 ou A = ﬁn{supse[o,1 /n Bs > 0}. Observons que
A€My F1in =Ni=0 F1 = Fo+. D’autre part,

1
[FD( sup Bs> 0) \. P(4) tandis que [FD( sup Bs> 0) >P(Byi/n>0) =,
5€[0,1/n] n—oco s€[0,1/n] 2
doncP(A) =1/2,d’ouP(A) =1 par (i). La propriété en inf s’obtient en utilisant —B au lieu de B.
(i) Le (ii) donne P(supy o1 Bs >¢€) / P(supgc(o 1) Bs >0) = 1. Par invariance par rééchelonnement (cor. 7.1.2),
e—0

IP’( sup Bs>e)=|]3’( sup 5_1B523>1):IP( sup Bs>1) /! IP(susz>1).

s€(0,1] s€[0,672] s€[0,672] e—0 ‘=0

Donc P(supszo B> 1) = 1. A nouveau par rééchelonnement, pour tout R > 0, et en remplacant B par —B,

IP(susz > R) ~1 et [P’(infBS < —R] - 1.
520 §20

Par conséquent, pour tout R > 0, la trajectoire de B sort de I'intervalle [- R, R] p.s. D’autre part By = 0.
Or comme B est continu, le théoréme des valeurs intermédiaires donne T, < +oco p.s. pour tout a € R.

(iv) Découle directement de la fin de la preuve de la propriété (iii). Notons qu’en combinant (iv) avec la continuité
p.s. des trajectoires et le théoréeme des valeurs intermédiaires, nous obtenons que {¢ : B; = 0} est non-borné
p-s., douinf{t > 0: B; = 0} < oo p.s., et réciproquement grace a la propriété de Markov forte!

(v) Delapropriété (ii) sur les sup et inf, et la structure des accroissements, presque stirement, pour tout t € QNR..
et tout € >0, infse(f,1+¢) Bs < By €t SUPe(y 44 Bs > By, d’olt le résultat.

Corollaire 7.3.2. Loi du temps d’atteinte via transformée de Laplace.

Si (Bf) ter, estun MB sur R issu de 0, alors pour tout a > 0, le temps d’atteinte T, = inf{t = 0: B; = a} a pour
a2

transformée de Laplace A = 0 — E(e *7«) = e"*V?A et pour densité t € R, — e 2,
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— Laloide T, est appelée loi de Lévy ou loi de Bachelier.

— Lav.a. T, = inf{t € Ry : B; = a} est bien mesurable car en notant C € & un événement p.s. sur lequel B a
des trajectoires continues, CN{T, <t} =Cn {supse[o,mQ B = a}, pour tous a € R et t € Ry. Ceci montre
également que T, est un temps d’arrét, a condition que C € &, pour tout ¢ € R,. Ceci est en particulier
toujours le cas lorsque Z, contient tous les négligeables de &, c’est-a-dire lorsque (%) g, est une tribu
complete. Nous faisons toujours implicitement cette hypothese lorsque T, est utilisé comme temps d’arrét.

Démonstration. Le th. 7.3.1 donne T, < oo p.s. Pour tous ¢, R > 0, la version a temps continu du théoreme d’arrét
2 2
de Doob 2 (th. 4.4.1) pour la martingale (€%~ ) ,cp, et le temps d’arrét T, A R donne E(e*B7arr =7 (TaAR)) = 1 O

_ _é .
comme e“Brark=7 (TarB) < €@ noys obtenons E(eB%«~z Ta) = 1 par convergence dominée, quand R — oo.
La continuité de B donne B, = a p.s. d’'ou1 la transformée de Laplace, puis la densité par inversion (difficile). W

— Laloi de T, est également obtenue, et mieux comprise, dans le corollaire 7.5.3, via la propriété de Markov.

— La densité de la loi de T, est unimodale, a queue lourde, sans espérance. Le comportement du MB res-
semble a celui de la marche aléatoire simple, dont il est la limite d’échelle temps-espace, et bénéficie des
symétries continues des limites d’échelle continues. La dépendance en a de la densité de laloi de T, estliée
al'invariance par rééchelonnement du MB (corollaire 7.1.2), qui indique que T, et a*>T; ont méme loi :

T,=inf{teR,:B,=a}=inf{teR,: 1B, =1} = ainflte R, : 1 B2, = 'Y 2infireR, : B, = 1) = a®T,.

Laloi de T; a un mode et une médiane distincts. Ceux de T, sont proportionnels 4 a?. Tout cela est relié a la
relation entre échelles temps-espace du MB : I'écart-type de B; est V't, de sorte que v = a donne t = az.

1. Soit H I'’ensemble des v.a. bornées indépendantes de A, c’est-a-dire de 1 4. C’est un espace vectoriel, contenant les constantes, stable
par convergence monotone. Soit K I'ensemble des v.a. bornées de la forme f(By,...,By) pourun k= 1 et des 0 < 11 <--- < f arbitraires. Cet
ensemble est stable par multiplication. Nous avons déja démontré que K c H, donc par le théoreme des classes monotones fonctionnel, H
contient toutes les v.a. bornées mesurables pour la tribu engendrée par K, qui n’est rien d’autre que o (B; : ¢ > 0). Cet argument n’est plus valable
si K est remplacé par 'ensemble des v.a. bornées de la forme f(B;) pour un ¢ > 0 arbitraire, car cet ensemble n’est pas stable par produit. Du
reste, si X, Y, Z sont des v.a. avec X indépendante de Y et de Z, alors X n’est pas forcément indépendante de (Y, Z). Il n’est donc pas suffisant
de démontrer que A est indépendant de o(B;) pour tout ¢ > 0, c’est la raison pour laquelle nous considérons des événements multi-temps.

2. Peut se démontrer de la méme maniére en approchant le temps d’arrét par une suite de temps d’arréts discrets sur les dyadiques.

112



7.4 Loiforte des grands nombres, invariance par inversion du temps

Tout comme pour le processus de Poisson, I'indépendance et la stationnarité des incréments du MB meéne
naturellement & une loi forte des grands nombres. Cependant, 'argument sandwich exploitant la monotonie des
trajectoires du processus de Poisson dans la preuve du théoréme 6.5.5 n’est pas valable pour le MB. La formule

E_ BI_BO+"'+BUJ_BLIJ—1m_i_Bf_B[l‘J
t L£] t t

notamment son dernier terme, suggere de chercher a contréler uniformément B sur un intervalle de temps fini.

Théoréme 7.4.1. Loi forte des grands nombres pour le MB.

B
Si (Bf) ter, estun MB sur Rissu de 0 alors tlim Tt =0 p.s. et dans L? pour tout p € [1,00).
—00

P .. p <1 . . . loi
Le théoreme limite central se résume a I’observation directe suivante : \/?% ~ AN (0,1) tﬂ> N(0,1).
—00

La convergence p.s. reste valide pour un By arbitraire, et la convergence L” lorsque By € LP. (Dessin:
Démonstration. Comme pour tout ¢ > 0 et tout p >0, [E(I%Ip) = %}ip) et By ~ A4 (0,1), il vient B—tt — 0 dans L? et

donc en probabilité, quand ¢ — co. La convergence p.s. peut s’obtenir en contrélant la vitesse de la convergence en
probabilité, par un argument de tension. Plus précisément, soient a et b des réels tels que 0 < a < b. Nous avons

[E( sup (&)2) < %[E( sup Bf)

astsb' T ast<b

Par la version a temps continu de I'inégalité maximale de Doob (th. 4.7.2) pour la martingale (B, ) ;¢ sur [0, b—al,

E( sup (%)2)554&3@:‘;—?, dou E( sup (E)Z) 8

< —
as<t<b 2n<p<ontl 2n

Linégalité de Markov donne alors, pour tout € > 0,

&‘ > E) < iz[E( sup (E)Z) < 8 d’ou1 Ozo: [P’( sup

By
50 —‘ >£) < 00.
£ 2n<p<on+l t 2”5 n=0 2n<p<ntl t

IP( sup

2n<p=s2n+l

Par le lemme de Borel-Cantellj, il existe A, € & tel que P(A,) = 1, et pour tout w € A, il existe n,, tel que pour

B
tout n = ng, Sup2n5r52"+1| tgw)

considérer I'événement A =22, A1, qui vérifie P(A) = 1, et sur lequel lim;_. o BT =0. ||

| < g, ce qui implique qu'’il existe , tel que pour tout ¢ = ¢, IWI < . Il reste a

Corollaire 7.4.2. Invariance par inversion du temps.

Si B = (B¢) tep, estun MB sur R issu de 0, alors X := (tB1/1) ter, » avec Xp := 0, est aussi un MB.

Démonstration. Le processus X est gaussien, centré, et E(X;X;) = s A t pour tous s, ¢ = 0. Il reste a démontrer que
X est continu. Par définition, X est continu sur (0,00). La continuité p.s. en 0 découle de la loi forte des grands
nombres du théoréme 7.4.1 car lim,_, o+ X; =lim; .o+ tB1/; =lim;_ ;oo (B¢/£) = 0. p.s. |

La preuve du corollaire 7.4.2 est réversible : si nous savons démontrer autrement que p.s. t — tBj,; est continue
en t =0, alors cela donne immédiatement en corollaire la loi forte des grands nombres du théoreme 7.4.1. Ici aussi,
il est clair que £B;;; — 0 dans L? et donc en probabilité quand ¢ — 0, et le probléeme est d’établir la convergence p.s.

7.5 Propriété de Markov, principe de réflexion, temps d’atteinte

Si (Bf)ter, est un MB alors il est immédiat que pour tout T > 0 fixé, (Br1;— Br)eg, €st un MB, issu de 0, et
indépendant de . Il s’agit de la propriété de Markov faible. Elle s’étend aux temps d’arrét T :

Théoréme 7.5.1. Propriété de Markov forte du MB.

Soit B = (B¢) teg, un MB sur R4 issu de 0, pour la filtration (%,) rer, sur un espace de probabilité (Q, &,P).
Soit T un temps d’arrét, et Fr:={Ae F :VteR, An{T < t} € &;} sa tribu d’arrét. Alors :

113



(i) Conditionnellementa {T < oo}, (Br+¢— Br)cr, €st un MB issu de 0, indépendant de Fr.
(ii) Pourtousn=1, f: ([Rd)” — R mesurable et bornée, et0< ) <--- <,
E(f Bresyy-- o Bren)YT<oo) | F1) = F(BT)N7<o0y OU F(x) =E(f(x+By,...,x+ By,)).
en particulier E(f(BT44,...,Br+1,) | T <00,Br = x) =E(f(x + By, ..., X+ By,)).
L'énoncé et la preuve sont semblables a ce qui a déja été fait pour le processus de Poisson (théoréeme 6.4.2).
La situation ici est cependant moins subtile car les trajectoires sont continues, et non plus seulement cadlag.
Cecin’est pas abordé lors du cours oral.

Démonstration.

(i) Supposons tout d’abord que P(T < oo) = 1. Posons B* := (Br+; — Br) g, - Pour tout n € N, posons
o kel
Tpi=)_ S Uretkszn, (e /27
k=0

a ne pas confondre avec le temps d’atteinte de n. Nous avons T < T, et T,, prend ses valeurs dans

I'ensemble dyadique D, := {k/2" : k € N}. De plus T}, est un temps d’arrét, et T, \, T. Notons au

passage que comme B a p.s. des trajectoires continues, nous avons Br,; = lim;,_.o, Br,+; p.s. et donc

Bt est bien mesurable. Soit A€ %1, m=0,et0=fy <--- <t <oo. Par convergence dominée, pour

toute ¢ : (RY)™ — R continue et bornée, la continuité p.s. des trajectoires de B donne
E(Ta@(By,,..., By, ) =E(1a@(Br+y, — Br,..., Br+1,, — Br))

= ,}EEO[E(ﬂA(P(BTn+t1 —B71,,.., Br,+1,, — B1,)).
De plus, pour tout n =1, Ae Fr < Fr, car T < T,,. En utilisant la propriété de Markov faible,

Z [E(ﬂAn{Tnzr}(P(BH—q _Brn--;Br+tm - B;))

EMa@Br,+t, — Br,»---» BT,y 41, — BT,))

reDy,

= Z EMan(r,=nE@Br+t; —Br,..., Br+t,, — Br) | 1))
reDy,

= Y P(AN{T,=rHE@(By,,...,Bs,))
reD,

P(A)E(@(By,...,Bt,)).

Ceci démontre que B* est indépendant de Z7. En prenant A = Q, ceci démontre également que B* a
les mémes lois finies dimensionnelles que B, c’est donc un processus gaussien de méme covariance
que B. Comme B* hérite par ailleurs de B le fait d’avoir p.s. des trajectoires continues, il s’agit bien
d’'un MB ('argument doit étre utilisé pour chacune des d composantes de B*). Enfin, pour T pouvant
prendra la valeur oo, le méme argument fonctionne avec A remplacé par An{T < oo}.

(ii) IIsuffit d’écrire, sur {T < oo}, la décomposition
(BT+t11'--!BT+t”) = (BT+l‘1 _BT!-"vBT+tn _BT) + (BTv---yBT)y

ou (Br+y —Br7,...,BT41, — Br) estindépendant de F7 et (Br, ..., Br) est #r-mesurable, puis d’exploi-
ter une propriété adéquate de I'espérance conditionnelle (aléa résiduel aprés moyennisation de 1'aléa
indépendant). Enfin, le « en particulier » vient du fait que 0 {T < oo}, By) € Z7.

Corollaire 7.5.2. Principe de réflexion.

Soit B un MB sur R issu de 0. Pour tout £ > 0, S := sup (g 5 Bs vérifie les propriétés suivantes :
() P(Tgy<t,Bi—a<—-(a-b)=P(T,<t,Bi—a=a—b)pourtousa=0etbe (—oo,al.
(i) P(S;=a,B;<b)=P(B;=2a—-b)pourtousa=0etbe (—oo,al.

(iii) S; et |B¢| ont méme loi.
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— Lapropriété (i) exprime le fait que sur {T}; < ¢}, la probabilité que B; soit en dessous du niveau b = a—(a—b)
est égale a celle d’étre au-dessus du niveau 2a — b = a+ (a— b). Nous avons Br, = a. Par la propriété de
Markov forte, le processus apres le temps d’arrét T, est encore un MB, issu de a, indépendant de T, ce qui
entraine que la loi des trajectoires apres T, est symétrique par rapport a a (réflexion), voir figure 7.4.

— Notons que S; = supo ; Bs est mesurable car en notant C € & un événement sur lequel B a des trajectoires
continues, CN{S; = x} = CN{SUPeo,;ng Bs = x} pour tous x € R et 7 € R,.. Ceci montre aussi que S; est de
plus adapté lorsque &, contient les négligeables de &, c’est-a-dire lorsque (%) ;cg, estune tribu complete.

Mouvement brownien avec réflexion au niveau 1
15 F

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, WA

0.5

Position

Mouvement brownien
Réflexion aprés y = 1
— = = Niveau 0.75

Niveau 1

0.0 | Niveau 1,25

@ Premier point d'atteinte

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Temps

FIGURE 7.4 - Illustration du principe de réflexion du corollaire 7.5.2 avec t =1, a=1, et b=0.75.
26— 27
Démonstration.
(i) Montrons que (i) et (ii) sont équivalents. Comme B a p.s. des trajectoires continues issues de 0, nous avons
{Tao<t} ={S;=a} p.s3. D’autre part, comme a— b = 0 et a =0, nous avons
{B;=2a-b}={B;—a=a—-b}c{B;—a=0}c{S; = a}.

Et comme b = a— (a— b), la propriété (i) se réécrit en (ii).
(ii) Lidée estde se ramener au processus B} := B, —Br, = Br,+:—a, et d’exploiter la propriété de Markov forte.
Avant tout, notons que T, = inf{t = 0: B; = a} < co p.s. grace au théoréme 7.3.1. A présent, nous avons

PSiza,Bi<b)=P(T,<t,B;=b)=P(Ty = t,B;_Ta <b-a),

ol on a utilisé dans la derniere étape le fait que B;ﬂ T, = Br,+¢-1, — B, = B; — a, ce qui fait sens sur {T, < t}.
Par la propriété de Markov forte (théoreme 7.5.1), B* est indépendant de T, et a la méme loi que B. Comme
B* et —B* ont méme loi, il vient que (T,;, B*) a la méme loi que (T,, —B*). Aussi

P(Ta<t,B{_y, <b-a)=P(Tu<t,-B;_ <b-a)
=P(T,<t,—(Bi—a)<b-a)
=P(T,<t,B;=2a-b)
=P(B;=2a-Db)

ol la derniere étape s'obtient grace a I’argument de la preuve de la propriété (i).
(iii) La propriété (ii) avec b = a, 'inégalité B; < S;, et le fait que B; et —B; ont méme loi, donnent

PS;=za)=P(S;=a,B;<a)+P(S;=a,B;=a)
=P(B;za)+P(B;=a)
=P(B;=za)+P(B;<—-a)
=P(B¢ z a).

La preuve du corollaire 7.5.2 ne fait intervenir ni la gaussianité ni la covariance du MB. En revanche, elle fait
intervenir I'indépendance et la stationnarité des accroissements via la propriété de Markov forte, et la symétrie de
leur loi. Le principe de réflexion est ainsi valable pour une large classe de processus, incluant la marche aléatoire
simple sur Z, analogue discret du MB. Cela est utile notamment pour le test statistique de Kolmogorov—Smirnov.

3. Par convention, A c B p.s. lorsqu'il existe Q' € o tel que P(Q") =1et AnNQ < BnQ'.
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Corollaire 7.5.3. Densités.

Soit (By) teg, un MB sur R issu de 0. Alors :

. . .y _p) -~ Rab)?
(i) Pour tout ¢ > 0, laloi du couple (supg (o ; Bs, By) a pour densité (a, b) € R? — 2(2#7?% o Taz0,p<a-
|al

Ventd

“2
(ii) Pourtouta€eR, T, =inf{t =0: B; = a} a méme loi que g—i et a pour densité t € R, — e 2 Iy.
1
Démonstration.
(i) Conséquence directe du corollaire 7.5.2.
(ii) Grace au corollaire 7.5.2, P(T, < t) =P(S; = a) = P(|B;| = a) = P(B? = a®) = P(tB? = a®) = P(a®*/B? < 1).
|
Ainsi, a dilatation pres, la loi de Lévy ou de Bachelier se trouve étre finalement une loi inverse y?, cas spécial de

loi inverse gamma. En physique, elle est connue sous le nom de loi ou profil de van der Waals.
Le corollaire 7.3.2 aborde la loi de T, via des martingales arrétées au lieu de la propriété de Markov.

7.6 Construction avec le théoréme de continuité de Kolmogorov, loi du logarithme itéré

Lexistence mathématique du MB n’est pas évidente. Historiquement, Norbert Wiener semble étre le premier a
donner une construction rigoureuse, vers 1923, et pour cette raison, le MB est également appelé processus de Wie-
ner. Une idée naturelle et intuitive pour construire le MB est de le réaliser comme une limite d’échelle d’'une marche
aléatoire a accroissements de variance finie, par exemple gaussiens, en exploitant le phénomeéne TLC, comme évo-
qué dans la remarque 7.0.2. Ceci est tres utile pour obtenir par simulation une approximation numérique des tra-
jectoires. La construction du MB proposée ci-dessous est basée sur une autre idée naturelle : le concevoir comme
une superposition d'une infinité de v.a. gaussiennes centrées orthogonales, bref la limite d'une série aléatoire.

Théodéf 7.6.1. Pré-mouvement brownien, gaussien avec la bonne covariance, mais pas encore continu.

Considérons les ingrédients suivants :
— Lespace de Hilbert de dimension infinie H = [2[R,,ds) muni de f,&u= f(;” f(gndt, f,ge H.
— Une base hilbertienne (suite orthonormeée a espace engendré dense) (e;,) ,en de H.
— Une suite (X},) ;e de v.a. i.i.d. gaussiennes définies sur (Q, o,P) de loi A(0, 1).
Alors les propriétés suivantes ont lieu :
i) Ef =Y nen Xn{f, en) g est une série aléatoire qui converge dans I12(Q, o, P), pour tout f € H.
(i) B ¢ estune v.a. gaussienne réelle centrée de variance | f |2, pour tout f € H.

(iii) f~— Ef est une isométrie linéaire H — L%(Q, o/, P) : pourtous f,ge Heta,BER,

Eaerﬁg = a§f+ﬁ§g et E(Efgg) ={f,&u.

(iv) Le pré-MB (B;) ;eg, Ol By := Eﬂ[oyt] est gaussien de méme moyenne et covariance que le MB :

SAL
E(B;) =0 et E(BsBy) =T, N0, H Zf du=snt, pour tous s, € R,.
0

— Le pré-MB n'a pas de raison d’étre continu, il est construit comme une limite L?, et non pas uniforme.

— Les polyndmes orthogonaux d'Hermite amortis e, = P,,(x)/p(x) sont un exemple de base. La construction
du pré-MB sur l'intervalle fini I < R;, plutét que sur R, peut se faire en utilisant I'espace de Hilbert I2(1,dp)
et les bases de Fourier (construction de Wiener) ou de Haar (construction de Lévy) par exemple. Le passage

d’une construction B = (B;O)) refo,1) Sur 'intervalle de temps [0,1] a une construction sur R, peut se faire
naturellement en répétant a I'infini la méme construction : B; := Z,figl BYC) + B;L_t&, pour tout £ € R, ou

(B"™) =1 sont des copies indépendantes de B?, ce qui produit un processus gaussien de covariance s A t.

Démonstration.

(i) Pourtout f € H,lasérie 3.7 ) X,,(g, ex) g converge dans L[2(Q, of,P) car le critere de Cauchy est vérifié :

ptq p+q

€[ L xusrenn) )= X et o

g—oo
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(ii) Comme la convergence dans (i) alieu dans L?, les deux premiers moments convergent, en particulier E(B =0
et [E((Bf)z) =Y aenifrendu= ||f||§{ quand f € H. D’autre part, par le lemme 7.6.2, B¢ est une v.a. gaussienne.

(iii) Lalinéarité découle du fait que le terme général de la série aléatoire est linéaire en f. Le caractére isométrique
sur H provient de (ii). La formule s’obtient par polarisation, ou directement : pour tous f,g € H,

E(BfBg) = Y E(XuXm){[ren) (g emdu =Y (frenduig en = O (fren en d (fremduemdn = {f. & n.

(iv) Pour toutd = 1 et tous 0 < 11 < --- < Iy, le vecteur aléatoire (By,...,B;,;) de R? est la limite dans L? d’une
suite de vecteur aléatoires gaussiens de R?, par construction de ses composantes. Il est donc gaussien par le
lemme* 7.6.2. 1l est par ailleurs centré avec la méme matrice de covariance que pour le MB.

Lemme 7.6.2. Convergence gaussienne.

Si X, est un vecteur gaussien de R? de moyenne m, et de matrice de covariance K;;, X € I? et X,, — X dans

L2, alors X ~ A& (m,K) ott m = lim,,_., m;,, et K =1lim,,_o, K, et X, — X dans LP pour tout p = 1.

Il est possible de ne supposer qu'une convergence en probabilité, mais la preuve est alors plus subtile.
Preuve du lemme 7.6.2. La convergence dans I? donne m,, — m et K;, — K. Ensuite, pour tout ¢ € R4,

it,mn) =3 (Knl,1) _ oiCt,m)=3

@x(t)= lim ¢x, (1) = lim e 0D = @ gm0 (1)

d’olt X ~ A (m, K). Enfin, pour tout p = 1, comme E(| X,|”) est continue en m;, et K, elle est bornée en n. Donc
pour tout p = 1, | X,|” est bornée dans disons I2, donc u.i., tandis que X;, —» X enP, d’'ol1 X;, — X dans L”. ||

Concernant la régularité des trajectoires, nous savons déja que la propriété de continuité s’oppose a celle
d'indépendance des accroissements (théoreme 7.2.1). Le théoréme ci-dessous affirme que cela reste compatible
lorsque les accroissements sont suffisamment intégrables (la queue de leur distribution n’est pas trop lourde).

Théoréme 7.6.3. Critere de continuité ou de tension de Kolmogorov.

Soit (X¢)er, un processus défini sur un espace de probabilité (Q, «/,P) et prenant ses valeurs dans un es-
pace de Banach B de norme |-||, et tel que la propriété suivante de tension des accroissements a lieu :

Ip=1,e>0,c>0, Vs,t=0, E(|X;—XlIP)<clt— s/

Alors il existe sur le méme espace de probabilité un processus continu (X;) rer, 4 valeurs dans B tel que :
(i) X* estune modification de X : pour tout £ = 0, P(X; = X;) = 1.

(ii) X™ est a trajectoires y-Holder pour tout y € (0,€/p) sur tout intervalle fini : p.s., pour tout ¢ > 0, pour
touty € (0,£/p), il existe une v.a. Cy, telle que pour tous u, v € [0, 1], |X,j -X; | <Cylu—-v|".

Démonstration. La preuve fait appel 4 un chainage®. Pour alléger les notations, nous allons nous contenter d’éta-
blir le résultat sur I'intervalle de temps [0, 1]. Montrons d’abord que X est Holder sur les dyadiques 2 = U,enD), Ol
Dp=1ki2": ke{0,...,2"} cD,,1. Pourtous n = 1, € > 0, et y > 0, I'inégalité de Markov et (i) donnent

2)1 2n
P(,may, 1, ~Xe 1 2277") = X P(1y, — Xy 1 22777) = 217 E(1xy — Xy )

< Cznz—n(lﬂs)ﬂ/pn — Cz—n(a‘ﬂ/p).

Choisissons a présent y € (0,&/p), de sorte que Y5, P(maxlskszn Xk —Xe1 |l = 2‘7”) < co. Le lemme de Borel -
271 2" —_—
Cantelli fournit alors un événement A = Ay € of tel que P(A) = 1 et pour tout w € 4, il existe N,, tel que pour tout
n = N,, nous avons max;<x<on [| X x — X1 [ =277 Donc il existe une v.a. C = C, telle que pour tout n € N,
on on

C<oops. et max X —Xea||<C277",
1<k<2” 2n 27

4. 1l est possible de ne faire appel au lemme que dans sa version d = 1, en considérant les accroissements de B, qui sont gaussiens par le
lemme, mais aussi indépendants comme limite dans L? d’une suite de vecteurs aléatoires de R a composantes indépendantes.
5. Inventé semble-t-il par Andrei Kolmogorov, et dont I'usage a contribué au succes de Michel Talagrand bien plus tard.
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L'événement p.s. A dépend de y, mais par monotonie, il peut étre rendu valable pour tout y € (0, ¢/ p). Démontrons
que sur A, les trajectoires de X sont y-Holder sur &, pour tout y € (0,€/p). Soient s, € 9, s < t. Comme 2 = U,9,
et 9, c 9,41 pour tout 1, nous avons s, t € ¥, a partir d'un certain rang sur n. Choisissons a présent n assez grand
pour que 27" < |t — s|. Notons également s = k1/2" et t = k»/2", k) < kp, de sorte que k, — k; = |t — s|2". Nous
pouvons alors exploiter le résultat précédent en utilisant un chainage :

k2
IX;= X< Y I1Xx —Xpall < (kg —k))C27"" = [t —5|C27"0"V < |1 —sIClt—s|" ' = Cle—s]".
k=ki+1 2" 2

Donc sur I'événement A, les trajectoires de X sont y-Holder sur 2 pour tout y € (0,¢/ p). En particulier, sur A, les
trajectoires de X sont uniformément continues sur 2. Comme 2 est dense sur [0,1] et comme B est un espace
métrique complet, nous pouvons donc considérer 'unique fonction continue 6re(0,1]— X / (w) qui coincide avec
t— X;(w) sur 9, w € A. Par continuité, cette fonction est y-Holder.

Montrons que X* est une modification de X. Par construction, X; = Xt* pour tout ¢ € 9. Soit t € [0,1]. Comme
2 est dense dans Ry, il existe (£,) ,eny dans 9 t.q. £, — ¢, ce qui, combiné a I’hypothése de tension, donne X;, — X;
dans LP ((Q,</,P), (B, [I-])). Par le lemme de Borel - Cantelli, il existe donc une sous-suite (o) pen 9 Xty = Xi

p-s. Or par continuité de X*, X;;(n) — X/ p.s., etcomme X, = X; = p.s., ilvientque X; = X; p.s. |

Lp(n)
Corollaire 7.6.4. Existence du MB.

Le MB sur R existe, et donc le MB sur R? existe pour tout d = 1. De plus, p.s. les trajectoires du MB sur R
sont, sur chaque intervalle de temps fini, Holder d’ordre y pour tout y € (0, 1/2), pas plus.

Démonstration. Le cas d = 1 se rameéne au cas d = 1. Soit B le pré-MB du th. 7.6.1 avec d = 1. Pour tous 0 < s < f,

Bt_Bs

Vi—Ss
1

Le cas du moment d’ordre 4 (n = 2) permet d'utiliser le théoréme 7.6.3, avec p=4,e=1,y < % = 7, ce qui donne
un processus continu B* tel que pour tout ¢ = 0, P(B; = B;) = 1. Le processus continu B* est gaussien et de méme
covariance que B, c’est donc un MB sur R issu de 0. De plus, en utilisant p = 2n avec n arbitraire, nous obtenons la
régularité y-Holder des trajectoires, pour tout y < ”2—_,11 — % Enfin la loi du logarithme itéré (corollaire 7.6.6) donne
la régularité optimale en excluant le cas y = % |

~N(0,1), etdonc’ E((B;—Bg)>™) =c,(t—9"

Théoréme 7.6.5. Loi du logarithme itéré (LLI).

Si (By) ter, €st un MB sur R alors

. By — By
P(llm—z—l, Iim— 8 = ):
~o \/2tlog(og(1/1) N0 /2tlog(log(1/1))
et B B
[P’(lim—tz—l m—t:1)=1.

i—oo \/21t1log(log(D)) " i=oo 21log(log(1))

La LLI met en lumiere le rééchelonnement critique entre convergence p.s. (LGN) et en loi (TLC) (théoréme
7.4.1). Elle est facile a deviner a partir de son analogue pour les sommes de v.a. i.i.d.

Ceci n’est pas abordé lors du cours oral.

Démonstration. La seconde propriété découle de la premiere en utilisant I'invariance par inversion du
temps (corollaire 7.4.2). Démontrons la premiere propriété. On peut supposer sans perte de généralité que
By = 0. Comme B et —B ont méme loi, il suffit d’établir que P(mt\o % =1)=1ou k() :=+/2tlog(log(1/1))
pour t < 1/e. Pour tous a > 0 et § > 0, I'inégalité maximale de Doob (version continue du théoréme 4.7.2)

6. Rappelons la propriété topologique générale suivante : si S et T sont des espaces métriques, D < S est dense dans S, T est complet, et
f:D— T est uniformément continue, alors il existe une unique f : S — T continue telle que f = f sur D.

7. Nous avons ¢y = [E(ZZ") = (22,,—”’1,' ol Z ~ ./ (0,1) mais cette formule explicite pour ¢, n’est pas utilisée ici.
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2
utilisée pour la martingale (exp(aB; — “7 1) donne, pour tout ¢ € R,

teR,

a?
IP( max( )>ﬁ) (maxe“Bs*Tsze“ﬁ)Sefaﬁ.
s€[0,1] s€(0,1]

Pour tous 6,6 € (0,1) et n = 1, cette inégalité avec t =0", a = %ﬁf(en) etf= %n) donne

(1+6)h(9”)) h@em™
s|>

IP( max (BS— 207 >

1\-(1+8)
e b — _ —(1+8)
5€[0,67] ) (”1 gg) = Op—oo(n ).

Par le lemme de Borel - Cantelli, on obtient que p.s. il existe N aléatoire tel que pour tout n = N,

1+0)hO™ h(™)
max (Bs - S) =< .
5€[0,0™] 20m 2

Ceci implique que pour tout ¢ € [0"*1,0"], B, < maxye[g g Bs < (2+5)2h(9") < (Zz%m d’olt

m— < ——

— B 2+6
IP)(lt\oh(;) 2\/_)

En faisant 8 — 1 et § — 0, on obtient bien que [P’(mt\o % <1)=1,et I]J’(li_mt\o % > —1) = 1 puisque B et
—B ont méme loi. Il ne reste plus qu’a établir que P(mt\o % > 1) = 1. Pour cela, considérons I'événement
Ay ::{Bgn — Bgn+1 >(1- \/_)h(G")} et observons que si ®@ est la fonction de répartition de A'(0,1), alors ¢

(x) = ® (X) pour tout x = 1. En particulier, cela donne, pour n assez grand,
u 1-vG)? NG
1 e 2 1 1I\-—"1%— (1-vO)h(@O™)
P(Ap) =1-D(ry) = — = ———|nlog— ol rpi= ———,
" "2, V2n 2\/27'[rn( g@ " 0n'2/1-0
a- f)z

car r2 = 2(1 \f) log(nloge) Or <1, donc Y ,,»; P(A,) = co. A présent, 'indépendance des accrois-

sements de B etlelemme de Borel Cantelh donnent que p.s., pour une infinité de valeurs de n,

Bgn — Bgne1 = (1 - VO)h(O™).
Comme —B et B ont méme loi, par la premiere partie de la preuve, p.s. il existe N t.q. pour tout n= N,
Bgne1 > —2h(0™) = —cVOR(O™)
pour une constante ¢ > 0 ne dépendant pas de 6. Par conséquent, p.s., pour une infinité de valeurs de n,
Bgn > (1= (c+1)VO)h(O™).

Cela donne I]J’(hm,\o g zl-(e+ 1)\/5) = 1.1l ne reste plus qu’a faire 6 — 0.

-P(x) o

’ 8 X
a. Lencadrement de Mills 20 s <I>’ o) =% L est valable pour tout x > 0.

b. Cette preuve utilise donc les deux sens du lemme de Borel - Cantelli!

Corollaire 7.6.6. Régularité Holder des trajectoires du MB.
Si (Bf) ter, estun MB sur R alors pour tout s = 0,

Bsir—B _— Bsi:—B
|]:"( S+t s =—-1, Iim S+t s _ 1)

lim —— — =
~o V2tlog(log(1/1)) N0 /2tlog(log(1/1))

En particulier, presque stirement, la trajectoire ¢t € R, — B; de B n'est pas %-Ht’)lder“ continue sur tout
intervalle fini non réduit a un point, et en particulier n’est nulle part dérivable sur R .

a. f:1— Resty-Holder continue quand il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tous s, £ € I, | f(£) — f(s)| < clt—s|7.
Démonstration. Découle du théoreme 7.6.5 et du fait que (Bs; — Bs) ier, €t (By)eg, Ont méme loi.
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7.7 Mesure de Wiener et mouvement brownien canonique

27—28

Les MB ne sont pas uniques, mais ont tous la méme loi, vus comme des v.a. sur un espace de trajectoires :

Théodéf 7.7.1. Mesure de Wiener, espace canonique, MB canonique.

Soit W = € (R,,R%), muni de la tribu cylindrique < engendrée par les parties de la forme {f e W: f(#;) €
Ay, fltw €A, n=1, Ay,..., Ay € Bpa, 0< 11 <--- < t. Soit m;(w) := w; pour tout w € W et tout £ € R

(i) 1l existe une unique loi de probabilité u sur (W, <), appelée mesure de Wiener, telle que pour tout
nz1,tous0< iy <--- <y, tous Ay,..., Ay, € Bya, avec fp:=0et xo:=0,

N({w Wpy EAl,.-.thneAn}):L A ptl_t()(xl_xO)"'ptn_tn—l(xn_xn—l)dxl“'dxn
1% XAp
N PP d e_%
ol p est le noyau de la chaleur défini pour tout ¢ > 0 et x € R* par p;(x) = Varnd

(ii) Sous laloi y sur (W, ), le processus des coordonnées ou des projections 7 = (7¢) ;cg, €st un MB,
appelé MB canonique, tandis que (W, «/jy, p) est appelé espace canonique ou processus de Wiener.

(iii) Pour tout MB B = (B¢) ;cg, sur R4 issu de 0, et toute ® : W — R cylindrique et bornée,

E(®(B)) = fWCD(w)u(dw) =E(®(m)).

— Une fonction cylindrique @ est une fonction mesurable ne dépendant que d'un nombre fini de temps.

— Ilest possible d’établir que la tribu cylindrique <y coincide avec la tribu borélienne %y de la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts de R, grace alamétrique d(f, ) = X, max(1,sup (g ,; | f(£)-g (D).

— SiB = (Bt)er, estun MB sur R4, défini sur (Q, o7, P), alors il existe Q' € o tel que P(Q') =1 et £ € Ry — B;(w)
est continue pour tout w € Q’, et le processus B restreint a (', o/’ = Q' n o/, P| ) est une v.a. a valeurs dans
(W, «#w), dont la loi est la mesure de Wiener.

— La mesure de Wiener est une loi gaussienne sur I'espace de dimension infinie € (R, [Rd) c (Rd)R+, dont le
support est inclus dans I’ensemble des fonctions qui sont y-Hoélder pour tout y € (0,1/2) et pas plus.

Démonstration.
(i) Ladonnée des lois marginales sur les cylindres caractérise la loi (théoréme d’extension de Kolmogorov).
(ii) Par construction!
(iii) Découle de ce qui précede.

7.8 Intégrale de Wiener

Toute combinaison linéaire finie des accroissements d'un MB est gaussienne. Or il est naturel de considérer
un MB comme un vecteur gaussien de dimension infinie. On s’attend en particulier a ce que les combinaisons
linéaires infinies sommables soient aussi gaussiennes. Cette intuition est réalisée mathématiquement par I'inté-
grale de Wiener du théoreme 7.8.1 ci-dessous, qui donne un sens a la v.a. gaussienne

\/(; f([)dB[Z« (f,B) »

ou l'intégrateur (B;) e, est un MB sur R4 et I'intégrande f est dans L?R +([R4,d1). Le premier est aléatoire gaussien
et le second est déterministe de carré intégrable. C’est notre premieére intégrale stochastique.

Théodéf 7.8.1. Intégrale de Wiener.

Considérons les ingrédients suivants :
— UnMB B = (B)eg, = (B},..., B{)) ;, sur R?, issu de 0, défini sur (Q, </, P).
— Ladhérence G du sous-espace de [2(Q, o, P) engendré par les v.a. {B; t=0,1<i<d}.
— Lespace de Hilbert H := L?Rd (R, d?) muni du produit scalaire (f, g) iy := f5~ f(£) - g(£)dt.
Alors il existe une unique application linéaire continue I : H — G telle que

I(f)=a-(B;—Bs) lorsque f =alavecac RYet0O<s<t.
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De plus, cette application vérifie les propriétés suivantes :
(i) Iestuneisométrie: pour tous f,g € H, (I(f), 1(8))¢ =EI(NI(Q) = [o° f(1)-gt)dt = (f, &) u.
(i) I estbijective.

(i) I1(f) ~A(0, ||f||§{) pour tout f € H, il s’agit de I'intégrale de Wiener de f, notée f(;’o f(t)dB;.

Espace gaussien : les éléments de G sont des v.a. gaussiennes d’apres le lemme 7.6.2.

Démonstration. Le sous-espace S={f € H: f =Y a1 1,,1,0=to <t1 <---<t,n=0,a; € R} de H est dense.
Si f €S, alors f =Y fnie @i ;,1,,,1, €t DOUS pouvons définir

I(f):== ) ai-(By,, — By,).

finie

Cette définition ne dépend pas de la décomposition choisie pour f, et'application f — I(f) est linéaire.
De plus, grace aux propriétés d'indépendance des accroissements et des incréments du MB,

E((M?) =Y E(@; - By, — Bi))(@; - (Byy,, — Br)))
ij
=Y E((a;- By, — By
i

({0, -5
i ]

=YY aijaiE(B], - B])BE, - B

ti+1
ik
2 b 2
=) aijai gt — ) j— =) lal (ti+1—ti)=f |f()l°dr.
i jik i 0

Ainsi I est une isométrie sur S, donc uniformément continue. Comme S est dense dans H, I admet un unique
prolongement continu sur H. Alternativement, pour tout f € H et toute (f,) e dans St.q. [l f, — fllg — 0,

1 fo= fullr = M) = I(fmlG | =0,

et comme G est complet, I(f) =lim,_. I(f;) existe. Cette limite ne dépend pas de la suite choisie pour approcher
f- De plus nous avons ||f||§{ = [E((I(f))z), et, par polarisation et linéarité de I, pour tous f,g € H,

0 1 [° 1
fo fgde = fo ((f+g)2—(f—g)2)(t)dt=Z[E((I(f+g))2—(1(f—g))2):[E(I(f)l(g)).

Lapplication I ainsi définie est unique. Elle est injective car c’est une isométrie. Elle est également surjective car
F = I(H) est un sous-espace fermé de G, dense dans G (prendre f = e;1(o,;) donne B} € F). Le caractére gaussien
centré des éléments de G, et donc de I(f) pour tout f € H, est garanti par le lemme 7.6.2.

|

Lensemble L2(Q, </, P) \ G est énorme, la plupart des v.a. de carré intégrable ne sont pas gaussiennes!

Corollaire 7.8.2. Propriétés de I'intégrale de Wiener.

(i) Pourtous f,g € H, I(f) et I(g) sont indépendantes ssi (f, &)y = 5~ f(£)g(1)dr =0.
(ii) Pourtoust=0,1<i<d, et f=(f,...,.f) e H E(B! [° f(s)dBs) = ff fi(s)ds.
(iii) Pour tout f € H, le processus (I(f10,11)) ;eg, €St une martingale pour la filtration de (B;) s, -

(iv) Si (hy),en est une base hilbertienne de H, alors (I(hy)) ,en €St une suite de v.a. i.i.d. A4°(0, 1), base hi-
bertienne de G, et pour tout ¢ € R, le développement en série suivant dans [2(Q, of,P) est disponible :

[es) fo's) ¢
B;= Z—:o(jt-) hn(s)st)j; h,(s)ds.

-~
1(hp) vecteur
v.a. gaussienne déterministe

Lintégrale de Wiener produit des martingales a temps continu en masse a partir du MB! Mais comme elles sont
définies par une approche L?, leur continuité (éventuellement a2 modification prés) n'est pas évidente.
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Démonstration.
(i) Parlelemme 7.6.2 pour d =2, le vecteur (I(f), I(g)) est gaussien, centré et de covariance Ossi f L g.
(i) Sig=e;l,y alors I(g) = Bl et E(B! [3° f()dB;s) = EUI(Q)I(f)) = [s° g(s)- f()ds = [y fi(s)ds.

(iii) Pourtous fe H,t=0,etse[0,¢], Mg, =I(f1sz) estlalimite L? des combinaisons linéaires ¥ e a; (By; —By;)
avec a; € R% et u;, v; € (s, t]. Elle est donc intégrable, centrée, &,-mesurable, indépendante de ;. De plus
Moy,s = Mo,s + M, douE(My ¢ | Fs) = My, s + E(Ms,) = My s.

(iv) Comme (hy),en €St une base hilbertien.ne de H, par isqmétrie, (I(hy)) nen €st bien une base hilbertienne de
I'espace gaussien G. De plus, par (ii), (B}, I(hy))c = fot hl(s)ds, pourtoutl <i=<d.

7.9 Vers les intégrales de It et de Stratonovich

Soit (By) teg, un MB sur RY. Examinons a présent le sens 2 donner a I'intégrale stochastique

t
f B,dB;.
0

Ce n'est pas une intégrale de Wiener car I'intégrande est aléatoire.
En utilisant une approximation par des processus étagés, il vient, en réarrangeant les termes pour produire une
sommation télescopique de sommes connues (on s’attend a une martingale, avec lemme 4.2.2 en téte),
_ 2 2 _p2
ZBti (Bt — Bry) = Z(Bt[+1 - Bti - Bti+] +By; By;,,)
1 1
i1

= Z(BZ _B%,- =By, Bty — Bry))
i

= Z(Bng - Bi) N ZBfi (Btjy = Br) =~ Z(BtHl - Bti)z’
i i i
ce qui donne, si le passage a la limite en probabilité est licite,

t t
fBSdBS:Bf—f BsdBs—[B]y,
0 0

ol [B] est la variation quadratique de B sur [0, ] (théoreme 7.2.1). Comme [B]; = ¢ (théoreme 7.2.1), il vient

t BZ-¢
BydB, = :
\[0 S S 2

Le processus (%(B? = 1) g, estune martingale centrée, et cela est dii au fait qu’'on a considéré la valeur B;, de
I'intégrande a 'extrémité gauche de I'intervalle [#;, t;+1] dans la somme de Riemann. I s’agit de I'intégrale stochas-
tique d’It0. Plus généralement, cela permet de donner un sens a fot H dB; ou H est un processus de carré intégrable
adapté et cadlag, I'intégrale de Wiener étant alors le cas particulier ou H est déterministe.

Examinons la notion d’'intégrale stochastique de Stratonovich, qui correspond a considérer la valeur moyenne
entre les extrémités gauche et droite sur chaque intervalle. Cela donne

By, + By, 1 2 2y_ Lo
Z — By, —By) = _Z(Bm - Bi) =B,
i 2 ! 2 i ! 2
d’ou, toujours en supposant que la convergence a lieu en probabilité, et cette fois-ci en notant o I'intégrale stochas-
tique de Stratonovich pour la distinguer de celle d’Ito,

t 1 5
stodBS:—Bt.
0 2

Cette fois-ci, la régle de la chaine du calcul différentiel est respectée, mais le résultat n’est plus une martingale ®. La
suite se trouve dans un cours de calcul stochastique! Un objectif important est de donner un sens rigoureux a la
solution d’équations différentielles stochastiques (EDS = EDO stochastiques) X; = Xp + fot o(X;)dBg + fot b(X;)ds.

Le MB a la méme physique que la marche aléatoire simple (récurrence/transience, martingale/Markov, etc.), et
les symétries continues des limites d’échelles continues (invariance par rotation) que n’a pas la marche.

8. Par symétrie, il y a aussi une intégrale stochastique « anticipative » via }_; B tir1 Bt —Br), donnant 2(Strato; — %Itét) = %(B% +1).
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Pour aller plus loin 7.9.1.

— Pont brownien et test statistique de Kolmogorov—Smirnov.
— Principe d’'invariance de Donsker.
— Récurrence et transience du MB.
— Ensemble des zéros du mouvement brownien.
— Représentation de Kakutani de la solution du probléme de Dirichlet au moyen du MB.
— Formule de Cameron—Martin
Application a la singularité des mesures de Wiener, et a la loi du temps d’atteinte du MB avec dérive.
— Brownien fractionnaire, indice de Hurst, p-variation, régularité et mémoire longue.
— Invariance conforme du MB, évolution de Schramm - Loewner (SLE).
— Décomposition en chaos de Wiener, calcul de Malliavin.
— Mesures gaussiennes sur les espaces de Hilbert et de Banach.
— Bruit blanc, champ libre gaussien.
— Intégrale d’'Itd, formule d’Itd, caractérisation de Lévy du MB.
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Annexe A

Variation totale sur espace au plus dénombrable

Si p et v sont des mesures de probabilité sur E au plus dénombrable, leur distance en variation totale est

dvr (g, v) :=sup|u(A) - v(A)| € 0,1].
AcE

Par abus de notation dyt (X, Y) := dyr(Loi(X), Loi(Y)) et dyr (X, ) := dyr(Loi(X), u).

Le nom vient du fait que dyr(y,v) = ||y— v||VT ol Hn”vr 1= sup . In(A)| est la norme en variation totale de
la mesure signée 1 de masse finie sur E. D’autre part, 'ensemble des mesures de probabilités sur E est un sous-
ensemble fermé de ¢1(E), et par la propriété (iii) ci-dessous 2|yt = I|-ll ;1 ), €n particulier dyr(,-) est bien une
distance sur cet ensemble, qui en fait un espace métrique complet. Cet ensemble est également convexe.

A.1 Formulations alternatives

Lemme A.1.1. Variation totale.

(i) Le supremum dans dyt(g,v) :=sup|u(A) —v(A)| est atteint pour A= A, :={x € E: u(x) = v(x)}.
AcE

(i) dvr(w,v)= % sup |uf—vfletlesupremum estatteint pour f = fi := 14, —Tyc.
fE—[-11]

1
(i) dvr(,v) =1 Y lpx) —vx)| = S Iu=vla:

xeE

(iv) dvr(uw,v)=1- Z (1(x) A v(x)) et en particulier dyr(y, v) = 1 ssi p et v ont des supports disjoints.
x€E

W dvr(w,v) = (1}(11}1/1) P(X #Y) oul'infimum porte sur les couples de v.a. sur E x E de lois marginales p et v.

Démonstration. Léquivalence entre (i) et (iii) exprime la dualité ¢! (E) — ¢*°(E).
L'égalité entre les membres de droite des formules (ii) et (iii) provient de I'inégalité

luf=vFI< Y IflpE) - vl <sup|f(0)] ) [px) —v(x)]

xeE XeE xeE

qui est saturée pour f =14, — 14¢c. Pour (ii) et (i), comme |u(A) — v(A)| = %IpfA—val ol f4:=1T4— T4, il vient

WA -v(Al<] sup |pf-vfl=3Y lux) —v(x)|
FE—~I-11] ek

qui est saturée pour A = A, car, par définition de A,

2|(A) = V(A = (A = V(A +V(AD —p(AS) = Y [px) — v+ ) |ux) —v(x)l.

XEA, x€A§
Pour (iv), il suffit d’'observer que
1
Y () Av(x) = > Y (10 +v(x) = |p(x) = v(x)) = 1 - dyr (e, ).
xeE x€E

Démontrons enfin (v). Soit (X, Y) un couple de v.a. sur E x E de lois marginales p et v. Alors (iv) donne

l—dvr(v) =) (@ Av))Z ) P(X=x,Y=x)=P(X=Y)

xeE x€E

car P(X = x,Y = x) < u(x) A v(x) pour tout x € E. Il suffit donc de construire un couple (X, Y) réalisant I'égalité. Le
cas indépendant de loi ¢ ® v ne convient pas forcément. Posons p =1 —dyr(y,v) € [0, 1] et distinguons trois cas.
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— Casoup=0.0nprend (X, Y) avec X et Y indépendantes de lois respectives u et v. Puisque dyr(i,v) =1,
et v ont des supports disjoints, douP(X = Y) =) e u(x)v(x) =0.

— Casoup=1.Alorsdyr(i,v) =0,doupu=v.Onprend (X,Y)ou X ~puetY =X.

— Casout0 < p<1.Soit U, V,W des v.a. de lois p’l(u/\ v), (1— p)’l(y— (LAv), Q- p)’l(v— (A v)). Notons
que p =Y xep(u(x) Av(x)) par (iv). Soit B une v.a. de loi de Bernoulli pd; + (1 — p)dy indépendante du triplet
(U,V,W).Posons (X,Y)=(U,U)siB=1et(X,Y)=(V,W)siB=0.0naalors X ~puetY ~v, et puisque les
lois de V et W ont des supports disjoints, onaP(V=W)=0,etdoncP(X=Y)=P(B =1) = p.

|

A.2 Convergence étroite

Lemme A.2.1. Variation totale et convergence étroite ou en loi.

Soient y, (1, Uz, ... des lois sur E au plus dénombrable. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) limy,—co [ fdun = [ fdu pour toute fonction bornée f: E — R.
(i) limy—oo n(x) = p(x) pour tout x € E.
(ifi) 1im —co v (tn, 1) = 0.
(iv) si X,, ~ u, pour tout n alors X,, — p en loi.

En revanche, si lim,,_. (£, (x) existe pour tout x alors la limite n’est pas forcément une mesure de probabilité
lorsque E est infini, car la masse peut alors se disperser a I'infini. Si par exemple E = N alors %(6 1+:++6,) —0.

Démonstration. Léquivalence entre (i) et (iv) vient du fait que toute fonction E — R est continue. Pour déduire (i)
de (iii), il suffit d’utiliser I'expression variationnelle fonctionnelle de dyr(-, -). Pour déduire (ii) de (i) on peut prendre
f =Ty Pour déduire (iii) de (ii) on observe que pour tout Ac E,

a0 = p0)] = Y a0 — )+ Y |pn(x) = p(x)].

xeE x€eA xeA¢

Grace a (ii), si A est fini, alors pour tout € > 0, il existe un entier N = N (A, €) tel que le premier terme du membre de
droite est majoré par € pour tout n = N. Le second terme du membre de droite peut se controler comme suit :

Y () —pl < Y pp(0)+ Y p(x).

X€EA® xe A€ x€e A€

Puisqu'on a } ye ac n(X) = X xea (%) — X xe a n(X) + X xe ac (4(x), on obtient

Y a0 =)< Y pa(x) — )| +2 Y p(x).

xeAC X€A Xe€A°

Puisque p est une mesure de probabilité, pour tout €' > 0, on peut choisir A fini tel que p(A€) < €. Ainsi, on obtient
limy—oo X xeE |un(x) - ,u(x)| =0, qui n’est rien d’autre que (iii) d’apres le lemme A.1.1. ]

125



Annexe B

Modéles emblématiques issus de 'informatique, de la physique, et de l1a biologie

IIs font appel pour la plupart aux martingales et aux chaines de Markov.
Ils sont pratiquement tous étudiés dans [11], [5], ou [8].

Marche aléatoire sur Z¢

Marche aléatoire sur Z/nzZ

Marche aléatoire sur ’hypercube discret {0, 1}

Marche aléatoire sur le groupe symétrique et battage de cartes

Jeu de pile ou face et processus de Bernoulli, processus de Poisson
Processus de branchement de Galton—Watson et de Yule

Modele de Wright - Fisher et de Moran

Urnes d’Ehrenfest

Urnes de Pélya

Processus des restaurants chinois et loi d'Ewens, coalescent de Kingman
Processus de vie et de mort, files d’attente M/ M/ k

Processus de renouvellement, processus semi-markoviens, fiabilité des systemes
Processus de taille de fenétre TCP

Processus d’Ornstein — Uhlenbeck

Processus auto-régressif

Bandit a deux bras

Algorithme du recuit simulé

Algorithme du gradient stochastique

Algorithme d’approximation stochastique de Robbins—Monro
Estimateur a noyau

Voyageur de commerce randomisé

Percolation de premier passage

Cascades de Mandelbrot
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Annexe C

Lexique bilingue
Francais | Anglais
si et seulement si (ssi) | if and only if (iff)
tribu | o-field or o-algebra (hence the notation % and «/!)
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) | independent and identically distributed (i.i.d.)
pasdenom! | continuous mapping theorem

regle de dérivation en chaine
uniformément intégrable (u.i.)
temps d’arrét

théoréme d’arrét

inégalité maximale

décomposition de Doob

espérance conditionnelle

propriété d’emboitement de 'espérance conditionnelle
processus arrété

martingale rétrograde ou renversée
montées et descentes

théoreme limite central (TLC)

loi (forte) des grands nombres (LGN)
loi du logarithme itéré (LLI)

chaine de Markov (CM)

mouvement brownien (MB)
Khintchine, Liapounov, et Tchebychev
marche paresseuse

équation de bilan

équation de bilan détaillé

file d’attente
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chain rule

uniformly integrable (u.i.)

stopping time

stopping theorem

maximal inequality

Doob decomposition

conditional expectation

tower property of conditional expectation
stopped process

backward or reversed martingale
upcrossings and downcrossings
central limit theorem (CLT)

(strong) law of large numbers (LLN)
law of the iterated logarithm (LIL)
Markov chain (MC)

Brownian motion (BM)

Khinchin, Lyapunov, and Chebyshev
lazy random walk

balance equation

detailed balance equation

queuing process



Annexe D

Chronologie

Quelques personnages historiques ou contemporains liés a ces notes !

1675 1700 1725 1750 1775 1800 1825 1850 1875 1900 1925 1950 1975 2000 2025

Hugo Duminil-Copin 1985
Martin Hairer 1975
Terence Tao 1975
 Cédric Villani 1973
Stanislav Smirnov 1970
Alice Guionnet 1969
Wendelin Werner 1968
(0) eHa%gstrom 1967
Yuval Peres 1963
James Norris 1960
Jean-Francois Le Gall 1959 |
Michel Ledoux 1958 |
Laurent Saloff-Coste 1958 |
Gérard BeHArous 1957 |
Russell Lyons 1957
Pierre-Louis Lions 1956 |
Dominique Bakry 1954 |
. Terence Lyons 1952 |
Michel Talagrand 1952 |
Richard Durrett 1951 |
Gilles Pisier 1950 |
Boris Tsirelson 1950 |
arc Yor 1949 |
Bernard Maurey 1948 |
Persi Diaconis 1945 }
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Jean Jacod 1944
Claude Dellacherie 1943
Srinivasa Varadhan 1940
David Williams 1938
Paul-André Meyer 1934 |
Jacques Neveu 1932 |
Harry Kesten 19311
Anatoliy Skorokhod 1930 |
Ruslan Leont’evich Stratonovich 1930
Patrick Bi 1n§sle 19251 |
J. Laurie Snell 19257
Lester Dubins 1920 |
John Hammersley 1920 |
. Edwin Hewitt 1920 |
Leonard Jimmie Savage 1917 I
Wolfgang Doblin ou Vincent Doblin 19151940
Kiyoshi Ito 1915 |
Mark Kac 1914 | 1984
Paul Erdgs 1913 } 1996
|
|

1971

Joseph Leo Doob 1910/
Jean Ville 19101

Stanistaw Ulam 1909 | 1984
Andre'l'tlggllmogorov 1903 | 1987

|
John von Neumann 1903/ 1957
Alexandre Khintchine 1894 | 1959
Norbert Wijener 1894 | 11964
George Polya 1887 | | 1985
Paul Lévy 1886! | [ 11971
Richard E lervorl Miﬁes 1883 | | 1953
ugen Slutsky 1880 | [ 1948
Malt e o ochet HB7B-e a3
aurice Fréchet
Jarl Waldemar Lindeberg 1876 | 1932
Henri-Léon Lebesgue 1875 | 11941
Marian Smoluchowski 1872 [ 1917 .
1872 \ 1771946 Paul Langevin
1871 | | 1956 Emile Borel
1870 | 1771946 Louis Bachelier
1870 | 171942 Jean Perrin .
1866 | 1962 Charles-Jean de La Vallée Poussin
1857 | 171918 Alexandre Liapounov
1856 | 171922 Andrei Markov
1854 1912 Henri POfncaré
1844 | 1906 Ludwig Boltzmann
1831 | 1879 James Clerck Maxwell
1821 \ /11894 Pafnouti Tchebychev
1796 | | 1878 Irénée-Jules Bienaymé
1796 \ 1874 Adolphe Quetelet
1781 | /1840 Siméon Denis Poisson
1773 | | 1858 Robgrt Brown
1749 | | 1827 Pierre-Simon de Laplace
1707 | | 1783 Leonard Euler
1702 | 1761 Thomas Bayes
1700 | \ 1782 Daniel Bernoulli
1667 | | 1754 Abraha lc_le Moivre
1654 1705 Jacques ou Jacob Bernoulli

1675 1700 1725 1750 1775 1800 1825 1850 1875 1900 1925 1950 1975 2000 2025

1. Merci a Julien Guillod pour le partage de son code Tikz.
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