Ecole Normale Supérieure — PSL — DMA — Topologie et calcul différentiel

Examen 2022/2023

Lundi 16 janvier 2023, 14h-17h, documents et internet non-autorisés

Faites ce que vous pouvez, et ne vous en faites pas, il n’est pas nécessaire de tout traiter pour avoir 20/20

Ce sujet comporte quatre parties : exercice 1, probleme 1, exercice 2, exercice 3, traitables indépendamment.
Le résultat du probleéme 1 est explicitement admis dans I’exercice 2.
Le résultat de la question 1 de I'exercice 1 et le résultat de I’exercice 2 sont explicitement admis dans I'exercice 3.

Exercice 1 (Théoreme d’existence de Peano via schéma d’Euler et théoreme d’Arzela—Ascoli).

Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme suivant : Si f: I x O c Rx R — R? est continue, I x O ouvert,
et (ty, xo) € I x O, alors 'EDO x'(t) = f(t,x(t)) avec x(ty) = xo, admet une solution locale. D’apres le théoreme fonda-
mental du calcul, cela revient a trouver x € € (J,0), tpe J< I, et x; = xo + ftz f(s,x(s))ds pour tout £ € J.

1.
2.
3.

Montrer qu'il existe T > 0,7, >0t.q. C:=[to— T, to+ T]1 x B(xp,7x) € I x O et M := sup(; yec Il f (£, )| <oo.
Montrer que si x est solution sur [#g— T, to+ Tx], T« < min(T, Ir\—jl), alors (¢, x(t)) € Cpour tout t € [to— Ty, to+ Tx].
Pour tout entier n > 1, soit (tﬁ’”)ogsn la subdivision de [y, fo + T«] telle que t(()") =< < t,(ln) =1t + Ty et

tl(f)l - tl§”) =hy:= % pour tout i. On définit la fonction continue affine par morceaux x™ : [fy, fo + Ti] — RY,

par récurrence sur i en posant (on parle de schéma d’Euler explicite)

{x(’”(to) = Xo

M) = x(n)(tl@) +(t— tlgn))f(tlg”),x(”)(t;n))) pour tout £ € [tl@, tlgf)ll

Montrer que x™ () € B(xo, 1) pour tout ¢ € [fg, fo + T.] et [ x™ | jp < M.
Déduire de la question précédente que x"” est continue uniformément en ¢ et n (équicontinuité uniforme).

Déduire des deux question précédentes qu'il existe une sous-suite (x"*)) qui converge uniformément vers
une fonction x, : [, fp + T«] — B(xg, r) continue et vérifiant x. (fy) = xp.

Considérons le module de continuité de f sur C défini pour u > 0 assez petit par
o (u) :=sup{ll f(s1, y1) — f(s2, y2)l : [s1— szl + [l y1 — yoll < .

Montrer que lim,,_.¢ wr(u)=0.
Montrer que tout tout ¢ € Ui(tlgn), t§f)1), 1Y (1) = f(5, x (@) < wp(hp + hy M).

En déduire que x. vérifie la formulation intégrale de 'EDO sur [y, to + T ].

9. En déduire I'existence d’une solution locale.

Fléments de solution de I'exercice 1.

1.

2

Lexistence de C découle du fait que I x O est ouvert dans R x R? localement compact.
La finitude de M découle du fait que f est continue et C compact.
Alternativement on peut utiliser la continuité de f etla compacité locale de R x R4 : f “1(B( [ (to, x0),€)).

La formulation intégrale (premiére question) pour la solution locale x donne, quand t € [ty — T, fo + Tx],

max(,t)
lx(2) = xoll 5f If(s,x(Nlds <t —HIM<TM<T..

min(t,t)

On dit que C est un cylindre de sécurité pour I'équation différentielle.
Découle par récurrence sur i de la définition de Ty, M, 7.

Découle du fait que sup,, [ x"™ || 1jp < M < co.

Découle du théoreme d’Arzela—-Ascoli sur € ([, tp + T*],E(xo, 7).

Découle du fait que f est uniformément continue sur le compact C (théoréme de Heine).
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: (n) ((n)
Site (tl. , ti+1)’ alors
=21+ 157 (1) = xP ™) = By + (2= 1) F (7, <™ (@PD ) < By + R M,

d’oty, par définition du module de continuité,

1™ (@) = £, X )= 1@, x™ @) = £, xP O = 0 p(hy + Ry M).

. Dela question précédente on obtient, pour tout ¢ € [f, fp + T+ ], par 'inégalité des accroissements finis,

t
“ Y —xo— | fs,x (s))ds” < T (i, + i M.
4}

Par convergence uniforme, on en déduit que x, vérifie la formulation intégrale de 'EDO.

En symétrisant, on obtient une solution sur [#y — T%, ], et donc une solution sur [y — T, to + T ].

Probleme 1 (Théoréme de point fixe de Brouwer).

Le but de ce probléeme est de démontrer le théoréme de point fixe de Brouwer : si C est une partie convexe, compacte,
non-vide dansR" et f : C — C est continue, alors f admet un point fixe.

Dans ce probleme, on note By, :={x e R": ||x|| < 1}, Byi={xeR":|xI <1}, S, :={xeR": x| =1}.

On dit que f: A— A’ c A est une rétraction de A — A’ lorsque f(x) = x pour tout x € A'.

1.
2.

3.

10.

11.

12.

13.

14.

Démontrer le théoreme de Brouwer en dimension »n = 1 lorsque C = [0, 1].

Montrer que si f : B,, — B, est continue et n’a pas de point fixe alors infxeﬁ,, Il f(x)—x| >0.

Montrer que si f : B, — B, est continue et sans point fixe alors pour tout £ > 0, il existe un polynome 2 n
variables P; tel que P (B,) < By, sans point fixe sur B, tel que || f — P¢lloo < € sur B,.

Supposons que f : B, — B, est continue et sans point fixe. Montrer que pour tout x € By, la demi-droite
Ay :={f(x)+A(x— f(x)): >0} coupe S, en un unique point

Vaz+1-|fxl?-

SO x = F)
lx— fll ’ ’

lx—foll

Tx—fx) ou

fx)+

En déduire qu'il existe une rétraction g : B, — S, de méme régularité que f.

Déduire des deux questions précédentes que si f : B, — B, est continue et sans point fixe, alors on peut
construire une rétraction g: B, — Sj, €¢°(B,) €' (B,) avec Dg prolongeable par continuité a B,.
Dans la suite du probléme, on considére une telle fonction g.

Soit g¢(x) := (1-1)x+1g(x). Montrer que ¢ := sup g IDg(x)|l <ooetque pourtout € (0,1/(1+c)), I'application
g:: B, — By est bien définie et est injective.

Montrer que gy, vue comme fonction B, — B, est bien définie, continue, et g:(x) = x pour tout x € Sj,.

Montrer que pour £ € (0,1/(1+¢)), g; : B, — R" est un difféomorphisme local, c’est-a-dire que pour tout x € By,
il existe des voisinages ouverts U et V de x et g;(x) tels que la restriction g;: U — V est un difféomorphisme.

Montrer que pour ¢ € (0,1/(1+¢)), g;(By) est ouvert et que g; : B, — g;(B;,) est un difféomorphisme.

Montre que pour f € (0,1/(1 + ¢)), g:(B;) est fermé puis que g(B;,) = By, (d'ou g; : B;, — By, difféomorphisme).

Montrer que le polynéme suivant est constant et non-nul : P(¢) := f det(Dg:(x))dx.
B,

Indication : montrer que P(t) = volume(By,) pour tout ¢ € (0,1/(1 + ¢)).
Note : question bonus qui nécessite un résultat abordé dans le cours d’intégration et probabilités.

En déduire, par ’absurde, le théoréme de Brouwer quand C = En.
Indication : S,, est de dimension n—1.

Soit C une partie convexe compacte dans R, dont I'intérieur contient 0. Soit j(x) :=inf{A >0:x € AC}.
Montrer qu'il existe 7, R € (0,00) tels que pour tous A =0, x,y € R™, ona j(Ax) = 1j(x), %lell <jx) < %lell, et
j(x+y) =< jx)+ j(p). En déduire que j est Lipschitz. Indication : choisir r, R tels que B(0,r) = C< B(0,R).

En déduire que toute partie C convexe compacte non-vide dans R” est homéomorphe a B,,, pour un m < n.
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En déduire le théoreme de Brouwer.

Des références bibliographiques et une liste de preuves se trouvent pas exemple sur https://en.wikipedia.
org/wiki/Brouwer_fixed-point_theoremLapreuve étudiée dans ce probleme semble étre due a Wtadystaw Kulpa
(1989), variante de celle de Morris Hirsch qui elle se termine par un appel au théoreme de Sard.

Eléments de solution du probléme 1.

1.

Lafonction F: [0,1] — [0, 1] définie par F(x) := f(x)—x est continue et vérifie F(0) = f(0) =0et F(1) = f(1)-1 <
0. Donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout v € [F(1), F(0)], il existe c € [0,1] tel que g(c) = v.
En particulier, pour v = 0, ¢ est un point fixe de f.

2. Comme f est continue et B,, est compact, I'infimum est atteint, et n’est pas nul car f n’'a pas de point fixe.

Pour tout € > 0, le théoréme de Stone-Weierstrass fournit un polynéme Q; tel que [|Q; — flloo < € sur B,.
Comme Q; ne prend pas forcément ses valeurs dans B;;, on pose P, := ﬁQg. On a alors

1 1
Pelloo < ——(1Qc = flloo + <—(e+1)=1,
| Pelloo 1+£(”Q8 f”oo ”f”oo) 1+£(5 )

tandis que

1
1P = flloo = mlle—(l +6) flloo = 1Qe = (1+8) flloo = 1Q¢ = flloo + €l flloo = 2€.

Pour faire en sorte que P, n’ait pas de point fixe, on prend 0 < € < Ef ol Ef:= %minxeg Il f(x) —xll, et cela est
possible var e ¢ > 0 d’apres la question précédente.

Pour tout x € B, on a f(x) # x, donc A, coupe S, en un unique point noté r(x), qui vérifie
r(x)=f)+A(x—f(x), A,=0, lrx)l=1.
Donc A, est 'unique solution positive de 'équation en A

A2 x— FOOI2+2A(f (2, x— fO) + I fFOI2 =1 =0,

va+1-l1fl*-a . Afx),x=fx)
= fool TS o e

Comme le dénominateur est minoré par min <5 | f(x) — x|l > 0 (seconde question), il vient que r a la méme
n
régularité que f. Comme r est une rétraction, on peut poser g:=r.

r(x) = f(x)+

5. S’obtient en utilisant la question précédente avec le P, de la question d’avant.

7.

10.

La régularité de g fait que c:=sup,.p [1Dg(x)| <oo.
On a g;(B;) € B, car si x € B;;, comme g(x) € Sy, il vient que g;(x) € B; (combinaison convexe stricte).
g: estinjective, car si x, y € By, tels que g;(x) = g;(y), alors par 'inégalité des accroissements finis,

A-Dlx-yll=tlgx)—gWI =< tcllx-yll,

etlorsque 0 <t < 1/(1+¢),ilvientque [[x—y| =0.

On a g;(By) c By, tandis que g;(x) = x pour tout x € S, car g est une rétraction, donc en particulier g, (B,)
B,. La continuité de g; sur B, découle de celle de g.

. Si x € By, alors (Dgy)(x) = (1 -1id+ t(Dg)(x) =id+ t((Dg)(x) —id) donc si 0 < ¢ < 1/(1 + ¢) alors Dg;(x) est

inversible, et d’apres le théoreme d’inversion locale, g; : B;, — Bj, est un difféomorphisme local.

Comme g; est un difféomorphisme local, c’est une application ouverte, donc g;(B;) est ouvert. Comme g; :
B, — B, est un difféomorphisme local injectif, il vient que g; : B, — g:(B;) est un difféomorphisme.

11 suffit d’établir que g; : B, — Bj, est surjective, c’est-a-dire que g;(B;) = B,. Or comme B,, est connexe et
g:(By) est un ouvert non-vide de By, il suffit d’établir que g(B;,) est fermé dans B,. Soit donc (g;(x;)) une
suite dans g;(B;) qui converge vers y € B,. Comme En est compact, il existe une sous-suite (x,, ) qui converge
vers x € B, et comme g: est continue sur B, ona ¥ = g:+(x). Or x € S, est impossible car cela donnerait
x = g;(x) = y€ B,. Donc x € By, et g;(B,) est bien fermé dans B,.

3/5


https://en.wikipedia.org/wiki/Brouwer_fixed-point_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Brouwer_fixed-point_theorem

Ecole Normale Supérieure — PSL — DMA — Topologie et calcul différentiel

11. Gréace a la question précédente, pour ¢ € (0,1/(1 + ¢)), le changement de variable y = g;(x) est licite, vérifie
det(Dg:(x)) > 0, et donne P(t) = volume(B;,), donc P est constant et non-nul.

12. Supposons par 'absurde que f : B,, — B, continue et sans point fixe. On construit alors g; et P(f) comme
précédemment. Lapplication Dg(x) ne peut pas étre de rang plein car le théoreme d’inversion locale don-
nerait alors une boule de R" incluse dans S, (impossible). Comme Dg(x) n'est pas de rang plein, son déter-
minant est nul, et donc P(1) =0, ce qui est impossible car P(1) = volume(B;). Donc f admet un point fixe.

13. Lapplication j est la jauge du corps convexe C, ou fonctionnelle de Minkowski. Elle est < 1 sur I'intérieur de
C, =1 sur la frontiére de C, et > 1 a'extérieur de C.

L'homogénéité j(Ax) = Aj(x) découle de la définition de j.

Comme 0 est a 'intérieur de C, il existe r > 0 tel que B(0,r) c C. Donc ||y| < r implique j(y) < 1. Donc pour
tout x, j(x) = @j(rﬁ) < Llx].

Comme C est compact, il existe R > 0 tel que C < B(0,R). Donc pour tout x, si A > 0 vérifie x € AC alors
%lell < A, et en prenant 'infimum sur A on obtient % lxll < j(x).

Pour la sous-additivité, on remarque que si j(x) < a et j(y) < b alors j(x+y) < a+ b car comme C est convexe,

x+y az+by
a+b  a+b

eC,

doncj(%) <letdonc j(x+y) = (a+b)j(%) <a+b.

Pour le caractere Lipschitz, on écrit, pour tous x, y, par sous-additivité
J@)<=jlx-y+jy et j)<jly—x)+jx)

d’otr]j(x) - j())| < max(j(x—y), j(y — x)) < llx = yl.

14. En considérant le sous-espace affine engendré par C, qui est homéomorphe a R” pour un m < n, on peut sup-
poser que C est d’'intérieur non-vide, et en translatant (les translation sont des homéomorphismes), supposer
de plus que 0 est dans I'intérieur de C. Lapplication h(x) := j(x)ﬁ si x #0 et h(0) := 0 est continue car j est

continue car Lipschitz. De plus elle est inversible d’inverse donné par h~!(y) = n ysiy#0et h™1(0)=0. Cet

i
inverse est continu, et i est un homéomorphisme de C dans By,.

15. Soit h:_Em — C un homéomorphisme, 1 < m < n. Si x € B, est le point fixe de la fonction continue h~'o foh:
B, — B, fourni par la question précédente, alors h(f (h(x))) = h(x), donc h(x) est un point fixe de f.

Exercice 2 (Théoreme de point fixe de Schauder).

Cet exercice est consacré a la preuve du théoréme de point fixe de Schauder : si C est une partie convexe compacte
non-vide d’'un espace vectoriel normé X, et si f : C — C est continue, alors f admet un point fixe.

Ce théoreme généralise celui de Brouwer a un espace vectoriel normé de dimension quelconque.

Nous allons le démontrer en utilisant le théoréme de point fixe de Brouwer que I'on admet dans cet exercice.

1. Montrer que pour tout € > 0, il existe n =1 et x1,...,x, € C tels que C < ul’.‘le(xi,e).

2. Soit Cy 'enveloppe convexe de x1,...,X,. Montrer que Cy < C et

Y, 8i(X)x;
;l:l 8i (x)

N

g(x):= ou gi(x):=(e—lx—x;DVx-x;)<e

définit bien une fonction g : C — Cy continue, vérifiant ||g(x) — x|| < € pour tout x € C.

3. Soit h larestriction de go f a Cy. Montrer que h possede un point fixe z € Cy.
Indication : vect(xy, ..., X,) est de dimension finie c’est-a-dire isomorphe a R”.

4. En déduire que pour tout € > 0, il existe z = z, € Cy tel que | f(z) — zll < €.

5. En déduire que f posséde un point fixe.

Eléments de solution de 'exercice 2.

1. Propriété de Borel-Lebesgue (quasi-compacité) de C a partir du recouvrement C € UyecB(x, €).
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2. Comme g; =0et )", gi(x) >0 pour tout x € C, la formule de g(x) fait bien sens. La continuité de g provient

de celle des g;. Enfin g prend ses valeurs dans Cy par définition, et pour tout x € C, on a ||g(x) — x|| < € car

X &i(x)(x;i—x)
Z?:l 8i (JC)

gx)—x=

3. Comme C est convexe et x1,..., X, € C, on a Cy = EnveloppeConvexe(xy,...,x,;) < C. Comme Cj est convexe
compact non-vide dans 'espace vectoriel normé de dimension finie engendré par x,..., x,, le théoréme de
Brouwer s’applique et affirme 'existence d'un point fixe z € Cy pour £, c’est-a-dire que h(z) = z.

4. Pourle z = z, précédent, h(z) = z, c'est-a-dire g(f(z)) = z, or [|g(x)— x| < e pour tout x € C, d’ou1 || f(z) —z|l < €.
5. La question précédente donne inf,¢c, | f(z) — zll = 0, et comme f est continue sur Cy compact, elle atteint son

minimum, donc elle posséde un point fixe dans Cy.

Exercice 3 (Preuve du théoréme de Peano via théoreme d’Arzela-Ascoli et théoréme de point fixe de Schauder).
Le but de cet exercice est de démontrer, au moyen du théoreme d’Arzela-Ascoli et du théoréme de point fixe de
Schauder, que I'on admet dans cet exercice, le théoreme d’existence de Peano de 'exercice 1.

Aussi on admet qu'il existe r, > 0 et T > 0 tels que C:= [ty — T, to+ T] x B(ty, r«) c Ix O et M := sup (s yec Il f (£, 0] <oo.
Soit 0 < T, < min(T, 35) et J := [to — Tx, to+ Tl

1. Soit o :={x€ €(J,B(x0,7+)): [ xllLip < M}. Montrer que ce qui suit définit bien un opérateur A: of — of :
[ —
(A)():=x0+ | f(s,x(s)ds, te].
to

2. Montrer que «/ est convexe, fermé, non-vide.
3. Montrer que </ est compact.

4. Montrer que A est continu et en déduire que A admet un point fixe (I'EDO a une solution locale).

Eléments de solution de exercice 3.

1. Pourtout ¢t € 7, Ax est continue eton a (Ax)(¢) € E(xo, ') car

1AX) () — xoll < |t tolM < T M < Ir\—j[M: re.

De plus [|(Ax)(s) — (Ax) ()| < |s— t|M pour tous s, t € 7, donc | Ax|Lip < M. Ainsi Ax € o/ pour tout x € <.
2. La convexité et la fermeture sont immédiate. Le caractére non-vide vient de xy € of.

3. La compacité découle de la fermeture, et de la relative compacité donnée par le théoreme d’Arzela—Ascoli.
En effet, pour tout ¢ € J, {x(t) : x € &/} < B(xp, ) donc &/ ponctuellement relativement compacte, et </ est
uniformément équicontinue car tous ses éléments sont de norme Lipschitz uniformément < M < oo.

4. Soient x,y € of et € > 0. Par le théoréme de Heine, f continue sur le compact J x B(xg, ) est uniformément
continue et donc il existe n > 0 tel que si |x — yllooc = n alors || f(-, x(-)) — f(-, y()lleo < €, d'01

r
|Ax — Aylloo < The < A—Za.
Le théoreme de Schauder appliqué au convexe compact non-vide o7 de l’espace vectoriel normé € (J, B(xg, 7))

assure alors que I'application continue A: o/ — o a un point fixe.
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