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Ce cours est offert par le département de mathématiques et applications de I'Ecole normale supérieure, au
second semestre, pour le parcours maths/physique de la premiére année (1A c’est-a-dire L3).

Ce cours est centré autour de phénomenes de grande dimension de nature probabiliste. Il s’agit au départ
du comportement des vecteurs, matrices, et tenseurs aléatoires en grande dimension, a commencer par les
théoremes limites pour les variables indépendantes.

La premieére partie du cours est assurée par un mathématicien probabiliste (Djalil Chafai) tandis que la
seconde partie du cours est assurée par un physicien théoricien (Giulio Biroli). La derniére séance est assurée
par Jean-Philippe Bouchaud, physicien théoricien et membre de I’Académie des sciences.

— Pré-requis. Cours de L3 Intégration et probabilités et Physique statistique'.

En particulier, aucune notion de conditionnement ni ne processus stochastique n’est requise.

— Evaluation. Sous forme d’oral ou d’écrit en fonction du nombre d’étudiants, pour chaque partie.

— Emploi du temps. 2 x 6 semaines avec 2x1,5h de cours + 2h de TD/GT, + 1 séance de cours finale

— Rétribution. 2 x 6 ECTS au total.

Ces notes de cours sont plus riches que le cours oral, qui n’en aborde qu’'une sélection.

Ces notes ne concernent que la partie mathématique (DC) du cours. Le but de la partie mathématique
du cours est de fournir une culture de base autour des phénomenes de grande dimension, entre probabilités,
analyse (asymptotique, fonctionnelle, spectrale), et géométrie convexe. Il s’agit d'un premier contact, d'une
ouverture vers un vaste champ thématique. Une difficulté vient du fait qu’il s’agit d'un cours de L3 S2 : en prin-
cipe les étudiants du DMA de L3 S2 ont déja suivi le cours de L3 S1 Intégration et probabilités, mais pas encore
le cours de M1 S1 Processus stochastiques. Ils connaissent donc la formalisation des probabilités avec la théorie
de la mesure et I'intégrale de Lebesgue, mais n'ont pas encore étudié dans ce cadre les notions d’espérance
conditionnelle, de martingale, et de chaine de Markov. Il est tenu compte de tout cela.

Les phénomeénes de grande dimension abordés dans ces notes sont relatifs au comportement de quantités
d’intérét qui font intervenir un grand nombre de constituants aléatoires. Voici les thémes phares :

— Loi des grands nombres, théoreme limite central, méthode de Monte—Carlo

— Lois gaussiennes et mesures de Boltzmann-Gibbs

— Entropie de Boltzmann-Shannon, divergence de Kullback-Leibler ou énergie libre ou entropie relative

— Phénomene couche ou couronne mince et théoreme limite central pour des corps convexes

— Phénomene de concentration de la mesure et inégalités fonctionnelles de log-Sobolev et de Talagrand

— Principes de grandes déviations de Cramér et Sanov, principes de Laplace-Varadhan et de contraction

— Queues lourdes, invariance d’échelle, lois stables, théoréme limite central stable

— Théoréme de Wigner pour les matrices aléatoires, et esquisse du théoreme de Marchenko—-Pastur. Mé-

thode des moments, ensemble gaussien orthogonal (GOE), transformée de Cauchy-Stieltjes, résolvante.
Lentropie et I'énergie sont trés présentes, a la fois pour I'analyse quantitative et pour I'analyse asymptotique.
La convexité joue également un réle important, a travers les corps convexes ou la transformée de Legendre.

On l'aura compris, il s’agit avant tout d’'un cours sur I'aléatoire, qui met en jeu un parametre de dimension
ou interprété comme tel. L'aléatoire est a la fois au coeur de la théorie des probabilités en mathématiques, mais
aussi au ceeur de la physique statistique, et de la mécanique statistique, a la confluence des deux.

Du point de vue utilitaire, la grande dimension peut poser probleme en faisant exploser le champ des pos-
sibles, et on parle alors de fléau ou de malédiction de la dimension. D’un autre coté, la grande dimension peut
également simplifier le comportement, et on parle alors parfois de bénédiction de la grande dimension.

Ces thématiques sont liées aux travaux de plusieurs célébrités, dont : Michel Talagrand (concentration et
transport, prix Abel 2024), Luis Caffarelli (transport, prix Abel 2023), Srinivasa Varadhan (grandes déviations,
prix Abel 2007), Jean Bourgain (corps convexes, médaille Fields 1994), Terence Tao (matrices aléatoires, mé-
daille Fields 2006), Cédric Villani (transport et log-Sobolev, médaille Fields 2010), Alessio Figalli (transport,
médaille Fields 2018), Leonid Kantorovich (transport, prix Nobel d’Economie 1975), Eugene Wigner (matrices
aléatoires, prix Nobel de Physique 1963), Giorgio Parisi (physique statistique, prix Nobel de Physique 2021).

Un conseil, au-dela de ce cours : n’hésitez pas a suivre la fée Curiosité, méme si elle ressemble a sa sceur
jumelle Dispersion. Il n'y a pas de frontiere nette entre les mathématiques, l'informatique, et la physique, et ce
grand triangle se navigue bien pour ceux qui ont le pied marin et le gotit du voyage, avec ou sans port d’attache!

Auteur de ces notes de cours :
— 2022-2023, 2023 -2024, 2024 -2025 : Djalil Chafai

1. Pour la partie mathématique, avoir suivi le cours de L3 Physique statistique est recommandé mais pas indispensable.



Organisation de 'année 2024 - 2025

Créneaux horaires

— 2x1,5=3h de CM et 2h de TD par semaine
— Les CMs ont lieu le mercredi 15h15 - 16h45 (Cartan) et le jeudi 13h30 — 15h (Noether)
— LeTD alieu le jeudi de 15h15 a 17h15 (Noether).

Ressources pédagogiques

Les notes de cours, feuilles de TD, DM, se trouvent sur https://moodle.psl.eu/

Calendrier prévisionnel des cours et TD
DC = Djalil Chafai (TD assuré par Lucas REY), GB = Giulio Biroli, JPB = Jean-Philippe Bouchaud.

— Semaine 1
Me 04/02:DCI Vecteurs gaussiens, LGN, TLC, Monte-Carlo, caractérisations de Maxwell et de Boltzmann
Je 06/02:DC2 Phénomene couche mince, géomeétrie de la sphere, principe d’Archiméde et TLC pour les corps convexes
— Semaine 2
Me 12/02:DC3 Phénomene de concentration de la mesure, inégalité de log-Sobolev
Je 13/02:DC4 Phénomene de concentration de la mesure, inégalité de Talagrand
— Semaine 3
Me 19/02:DCS5 Principe de grandes déviations de Cramér, transformée de Legendre
Je 20/02:DC6 Principe de grandes déviations de Cramér, lemme de Laplace-Varadhan
— Vacances (semaine du 22 février au 28 février)
— Semaine 4
Je 05/03:DC7 Principe de grandes déviations de Sanov, mesure empirique et entropie
Me 06/03:DC8 Queues lourdes, lois de puissance, invariance d’échelle
— Semaine 5
Me 12/03:DC9 Queues lourdes, lois stables, universalité
Je 13/03:DC10 Théoréme de Wigner et méthode des moments
— Semaine 6 (pendant la semaine des partiels)
Me 19/03:DC11 Théoreme de Wigner et méthode de Pastur
Je 20/03: Examen oral DC salle R3
— Semaine 7
Me 26/03:Pause
Je 27/03:GB1
— Semaine 8
Me 02/04:GB2
Je 03/04:GB3
— Semaine 9
Me 09/04:GB4
Je 10/04:GB5
— Semaine 10
Me 16/04:GB6
Je 17/04:GB7
— Vacances (semaine du 21 au 25 avril)
— Semaine 11
Me 30/04:GB8
Je 01/05: Férié (féte du travail)
— Semaine 12
Me 07/05:GB9
Je 08/05 : Férié (commémoration de la victoire de la second guerre mondiale)
— Semaine 13
Me 14/05:GB10
Je 15/05:GB11
— Semaine 14
Me 21/05:JPB1
Je 22/05:]JPB2
— Semaine de révision (26 au 30 mai) mais examen GB en fin de semaine
Ve 30/05:Examen GB


https://moodle.psl.eu/

Modalité d’évaluation 2024 -2025

L'examen pour la partie mathématique est un oral individuel.

Il est organisé autant que possible pendant la semaine des partiels.

11 consiste en un exposé de 15 minutes au tableau, suivi de 10 minutes de questions, qui pourront porter
sur toutes les parties du cours. Lexposé concerne tout ou partie d'un article a lire, a choisir librement parmi un
ensemble d’articles mis a disposition sur Moodle, avec un niveau de difficulté indicatif. Lexposé doit mettre en
avant autant que possible les idées et les articulations, plutdt que le contenu in extenso, et faire le lien avec le
cours et les travaux dirigés. Il est recommandé de se munir d'une montre et de penser a la gestion du tableau.

Liste des articles proposés pour 2024 —2025 et disponibles sur Moodle :

— Piste noire

Gérard Ben Arous et Alice Guionnet
Large deviations for Wigner’s law and Voiculescu's non-commutative entropy
Probability Theory and Related Fields 108 517-542 (1997)
— Piste rouge
Alice Guionnet et Ofer Zeitouni
Concentration of the spectral measure for large matrices
Electronic Communications in Probability 5 119-136 (2000)
— Piste rouge bis
Bernard Maurey
Some deviation inequalities
Geometric and Functional Analysis [(2) 188-197 (1991)
— Piste bleue
Sergey Bobkov
An isoperimetric inequality on the discrete cube and an elementary proof of the isoperimetric inequality
in Gauss space
The Annals of Probability 25(1) 206-214 (1997)
— Piste verte
Sacha Friedli et Yvan Velenik
Statistical Mechanics of Lattice Systems : A Concrete Mathematical Introduction
Chapitre 2 : The Curie-Weiss Model
Cambridge University Press (2017)



Chapitre 1

Théoremes limites standards, méthode de Monte—Carlo, corps convexes

Me 05/02

Abordé en cours :

— Vecteurs gaussiens (Cochran rapidement)

— Maxwell et Boltzmann, énergie libre et mesures de Boltzmann-Gibbs
— TLC et LGN sans preuve avec formulation vecteur aléatoire de TLC
— Esquisse de Monte—Carlo (rapidement).

But : comportement en grande dimension n d'un vecteur aléatoire (X3, ..., X;) de R™.
Phénomenes : loi des grands nombres et théoréme limite central.
Algorithme : méthode de Monte-Catrlo.

Pour x € R" on note |x|, := (|x1 [P +---+ Ix, PP sil< P <00, | X|oo := Max)<j<p | X;l.

Boules et sphéres : on note By, (r) := {x e R": |x[p <1} et §Z’1(r) ={xeR":|x],=r}.

On omet souvent I'indice p quand p = 2, et « (r) » quand r = 1, en particulier B" = B, (1) et snl = SQ’I 1.
B}, B}, B, sont le « diamant », la boule euclidienne, et le cube [-1,1]" de rayon unité.

On note LP (E) 'espace de Lebesgue des v.a. Q — E o1 (0, «/,[P) est un espace de probabilité implicite.

On omet E lorsque typiquement E = R ou E = R", ou en fonction du contexte.

1.1 Lemme de Borel-Cantelli et convergence complete

Compter des événements revient a sommer leurs indicateurs. Pour des événements (A;) dans une tribu <,

limsupA,:=(] U An :{ Y 4, = oo} = {appartenir & A, pour une infinité de valeurs de n}.
n

m nzm

Lemme 1.1.1. Borel-Cantelli.

Soient (A,) des événements dans (Q, o/, P).
— Si) ,,P(Ap) <ocoalors P(limsup A) =0.
— Si) ,,P(A,) =occetsiles A, sontindépendants alors P(limsup A,) = 1.
En particulier, siles A, sont indépendants, alors P(limsup A,) € {0, 1} (loi du zéro-un de Borel).

Il en découle que la convergence en probabilité implique la convergence p.s. d'une sous-suite.

Démonstration. Pour la partie Borel, si X est a valeur dans [0,00] et E(X) < co alors P(X <oo) = 1. Or avec X :=
> n14,, celadonne E(X) < co= P(limsup A,) = 0, tandis que par Fubini-Tonelli ou convergence monotone,

E(X)=EY T4, =) Ela, =Y P(Ap).

Pour la réciproque, par continuité supérieure ou convergence monotone, et indépendance des A¢,

1-P(limsup A,) = PUMiInf A7) =PUm Np=m A7) = im P(Op=pAp) = lim ] A-P(4,)),

nzm

etil ne reste plus qu’a utiliser le critére de convergence de produit infini en passant au logarithme. O



Théoréme 1.1.2. Convergence compléte.

Soit (X;,) une suite de variables aléatoires a valeurs dans un espace métrique (E, d), et soit c€ E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Y ,Pd(Xy,c) =€) <oopour tout € > 0 (convergence en probabilité « sommable », vers c).

S.

ii) Y, ¢ pour toute suite de variables aléatoires (Y,) t.q. X, d Y,, pour tout n.

p.
n—oo

-S. . . . . o 1z d
i) Y, ¢ pour une suite de variables aléatoires (Y;) indépendantes t.q. X,, = Y, pour tout n.
n—oo

Ce mode de convergence ne dépend que des lois marginales. Il s’agit d'une propriété de la suite (u,) ol uj,
est la loi de X,. La premiére condition s’écrit ), it,,(B(c,€)€) < co. On parle de convergence complete de u,
vers c. Comme nous allons le voir, la convergence compleéte est naturellement présente dans les problemes de
probabilités en grande dimension, en liaison avec le phénoméne de concentration de la mesure. Elle affirme
une universalité : convergence presque siire vers une constante quelque soit le couplage des lois marginales.

Démonstration. (i)=(ii). De (i) on tire Y, Z, ¢ mais cela est trop faible. De (i) on a, par Borel-Cantelli (premiere
partie) : pour tout € > 0, il existe A, tel que P(A;) =1, et sur A, il existe N = N, tel que d(Y}, ¢) < € pour tout
n= N.En prenant A:= m‘r"ilAl/r, il vient que P(A) = 1 tandis que sur A4, d(Y,, ¢) — 0, c’est-a-dire (ii).

(i))=(iii) Immédiat. (iii)=(@i). Soit € > 0 et A, := {d(Y},,c) = €}. De (iii) on tire P(limsup A;) = 0, puis de
I'indépendance des A; et de Borel-Cantelli (seconde partie !), on tire Y, [P(A;) < co. O

1.2 Vecteurs gaussiens et caractérisations de Maxwell et Boltzmann

Les vecteurs gaussiens, ou plutdt leurs lois appelées lois gaussiennes, apparaissent naturellement par le
phénomeéne TLC, comme limite de sommes normalisées de variables aléatoires indépendates et identique-
ment distribuées de carré intégrable. Du point de vue analytique, cela correspond a un point fixe de convo-
lution renormalisée. Le mouvement brownien est un vecteur gaussien de dimension infinie, limite d’échelle
universelle, par le phénoméne TLC, des marches aléatoires a incréments de carré intégrable.

Si X =(Xy,...,X,) " estun vecteur (colonne) aléatoire de R” (2 composantes) de carré intégrable, alors son
vecteur moyenne et sa matrice de covariance sont donnés par (la matrice K est symétrique et a spectre = 0)

m=EX) = EX),...,EX,) "
K= (E(X; = mj)(Xe = mi) < een
=E(X—-meX—-m))=EX®X)—mem.

=E(X-mX-m)=EXX")-mm'

— La covariance K est une moyenne de matrices symétriques de rang 1 semi-définies positives.
— On dit que X est isotrope si K = 0?1, pour ¢ > 0.
— Siles composantes Xj, ..., X, sont indépendantes alors K est diagonale.
—_ SiaeR%et A€ M4, (R) alors a+ AX a pour moyenne a+ Am et covariance AKAT.
En effet, si X est centré alors E(AX ® AX) =E(AX(AX)") = AE(XX )AT = AKAT.
En particulier, en prenant d = 1, si x € R” alors (X, x) a pour moyenne {m, x) et covariance (Kx, x).
— En diagonalisant ou par Choleski, toute matrice symétrique a spectre = 0 est une matrice de covariance.
— X € I? ssila fonction caractéristique ¢ (-) := E(e*"?) est dérivable deux fois en 0, et dans ce cas

m=EX)=-iVpx(©0) et K+mm' =E(XX')=—Hesspx(0).

Théoréme-définition 1.2.1. Vecteurs gaussiens et lois gaussiennes.

Soit X = (X,..., X,) | unvecteur (colonne) aléatoire de R”. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) toute combinaison linéaire des composantes est gaussienne :
(t,X) =1 X1 + -+ + 1, X,, est une variable gaussienne réelle, pour tout ¢ € R".
(i) les cumulants d’ordre > 2 sont tous nuls :

- . 1
Px (1) = E@el0X)) = M =2 KLD Hour tout ¢ € R,

(iii) Xlgim-kAZ, oumeR", Ac M,(R), Z=(Z1,...,2Z0), Z1,..., Zniid. & (0,1).



On dit alors que X est un vecteur gaussien. Sa loi ne dépend que de m et K : loi gaussienne A (m, K).

— Nommage : loi gaussienne mais aussi loi normale, d’ot11a notation 4.

— Notation : yJ} := N (0,02 I,) (gaussiennes isotropes).

— Casextrémes : Y} = 8 et y, = Lebesgue.

— Brownien/EDP : le noyau de la chaleur y}, (21 interpole entre §o en (¢ = 0) et Lebesgue (7 = 00).

— Notation: y" :=y] = A(0, ) = A (0,1)®" = (y1)®" est la loi gaussienne standard.

— Le (iii) dit que les lois gaussiennes sont les déformations affines de la loi gaussienne standard .A4'(0, I;).
— Toute matrice symétrique a spectre positif est la matrice de covariance d’un vecteur aléatoire gaussien.
— Application : Simulation de .4 (m, K) par réduction a A4'(0,1) via K = AAT (diagonalisation ou Choleski).

Démonstration. Rappelons que ¢_ (, p2)(s) = eias_%sz (mnémotechnique : vecteur propre de Fourier).
(i)=(i). Les Xj,..., X, sont gaussiennes (prendre ¢ = e¢;) donc de carré intégrable, donc X possede un vecteur
moyenne m et une matrice de covariance K. Si f € R” alors (£, X) = 1 X1 + -+ + t, X, ~ A ((t, m),(Kt, t)) donc
ox () =@ x)(1) =exp((t,m) - %(Kt, t)). Donc les cumulants de (¢, X) d’ordre > 2 sont tous nuls.
(i))= (). Pour tout ¢ € R, comme @ x () = ¢, x(1), on en déduit que (¢, X) ~ A ((t, m), (K¢, 1)).

(iii)= (i) Les composantes de X sont des combinaisons linéaires de v.a.r. gaussiennes indépendantes.

(ii)= (iii) Soit A telle que AAT = K (factorisation de Choleski ou diagonalisation). Alors pour tout ¢ € R”,

; AT : : 1y AT 412 : 1 T
(Pm+AZ(t) — el(m,t)[E(el(A t,Z>) — el(m,t>(pZ(AT 0= e1<m’t>e_i”A = _ e1<m't>e_§(AA L) _ ‘PX(H-

Théoréme 1.2.2. Stabilité par transformation affine et indépendance des composantes.

Soit X = (X3,..., Xn)T ~ A& (m, K) un vecteur gaussien de R”.
(i) Pourtout meR? ettout A€ Mg n(R),onam+AX ~N(m, AKAT).

(ii) Les composantes X, ..., X, sont indépendantes ssi K est diagonale.

— Contre-exemple:si Z ~ A4(0,1) et e ~ %(5_1 +061) alors X = (Z,eZ) n'est pas gaussien car X; + Xp = Z +
€Z = (1+¢€)Z vaut 0 avec probabilité 1/2. La matrice de covariance de X est I», diagonale, car E(X] X2) =
E(e)E(Z?) =0 et X? = X2 = Z?, mais X; et X, ne sont pas indépendantes : Loi(X; | X» = x) = +x.

Démonstration.

(i) Pour tout € R”, (t,m+ AX) = (t,m)+ (A" t, X) qui est gaussienne car X est gaussien.

(i) SiK =diag(o3,...,0%)alors pourtouts€R", px (1) =17, exp(itym;—3021%) =", @x,(t;) donc Xy, ..., X,
sont indépendantes. La réciproque n’a rien de gaussien (covariance nulle si indépendance).

O
Théoreme 1.2.3. Densité gaussienne.
La loi gaussienne .4 (m, K) sur R” a une densité ssi K est inversible, donnée par
exp( - 2K N x—m),x— m))

v (2m)" det(K)

et dans le cas contraire A4 (m, K) est portée par le sous-espace affine strict m + Im(K) de R".

xeR" —

Jxf?

— Laloi gaussienne standard A4 (0, I,,) = A4'(0,1)®" a pour densité x € R" — (Zn)‘%e‘ 2,
n L
— Laloi gaussienne isotrope y” := A (0,02 1,,) = A (0,0%)®" a pour densité x € R" — (2w0?) " 2e 202,

— Mnémotechnique sur K : la densité fait apparaitre K~1, ce qui est normal pour la dispersion, tandis que
la fonction caractéristique fait apparaitre K. C’est une instance du principe d’incertitude de I'analyse
harmonique : dispersion simultanée impossible du signal et de sa transformée de Fourier!



Démonstration. Soit A€ 4, ,(R) telle que K = AAT, de sorte que X d m+AZ,ouZ~N(0,I,) =AN(0,1)%". Si
K estinversible, alors A est inversible, et comme Z a pour densité ]'[;lz1 (Zn)_% exp(— %x?) = (271)_% exp(— % 1x]),
il vient par changement de variable affine que m + AZ a pour densité la formule de 'énoncé. Si K n’est par
inversible, alors A n’est pas inversible et m + AZ prend ses valeurs dans m + AR". Or Im(A) = Im(K). O

Théoréme 1.2.4. Théoréme de Cochran sur les gaussiennes isotropes“.

a. Se prononce kok-rane.
Si Z=(Z1,....2Zy) ~v5, etsiR" = Ey®---® E; avec Ej L Ei si j # k, alors les vecteurs aléatoires

projg, (£) = PrZ, 1 < k < r, sont gaussiens indépendant avec PZ ~ .4 (0, 0%Py) dans R”.

Démonstration. Comme les E; sont L et comme la loi de Z est invariante par rotation, on peut se ramener au
cas oll Ex =vect(e; :i € I}), 1 <k < r, pour une partition I U---U I = {1,..., n}. Le résultat découle alors du
théoréme 1.2.2 : la matrice Py de projection orthogonale sur Ej est diagonale et (Py); ; = T;¢;, pour touti. O

Corollaire 1.2.5. Studentisation.

Siles Xj,..., X,, sontii.d. & (m,c?) alors la moyenne empirique et la variance empirique

X1+ + X o (Xi=mp)® 4+ (X — my)*
mpy.=—— et 0,:=
n n-1
2 _
sont indépendantes, m, ~ A (m, %), ’Z—_Zla% ~x%?(n-1),d o \/ﬁm;—nm ~ % =: Student(n —1).
x<(n-1)
n-1

— On qualifie d’empirique ce qui est issu de 'expérience, ici I'échantillonnage d'un phénomeéne aléatoire.
Démonstration. Onpose R" = E1®E,, E; :=R(1,...,1), E, = Ef-, d’ou projg, (X) = my etprojg, (X) = X-my. O
Remarque 1.2.6. Caractérisations de la gaussienne.

Voici trois propriétés qui caractérisent la gaussienne sous certaines conditions :
— Moments:si Z ~ .4(0,1) alors

2n-1 oy _ T 2n)!
EZ*" =0 et E(Z*")=]][@k+1)=—— pourtoutnz1l.
=0 2"n!

— Intégration par parties gaussienne ou équation de Stein : si Z ~ .A4(0,1) alors
E(Zf(2)) =E(f'(Z)) pour tout f € E,.

— Formule de Wick : si X ~ A4(0,K) est un vecteur gaussien centré de R? et si fi,..., fon estun
nombre pair de formes linéaires R? — R alors

n
E(fi(X) - fon(X)) =Y [ [ E(fi, (XD fj, (X))

apr=1

ol o/, désigne 'ensemble des appariements : suites non-ordonnées de paires non-ordonnées

{{i1, j1},...,{in, ju}} ol chacun des entiers 1,...,2n apparait exactement une fois. Formule d’Is-
serlis : Card(s#),) = (zznnrz: Chaque appariement peut étre numéroté de maniére unique de sorte
que i) <---<ipetir < j,pourtoutl<r < n.Les éléments de o, par exemple sont {{1,2},{3,4}},
{{1,3},12,4}}, {{1,4},{2,3}}. Si par exemple X est gaussien centré de R? avec E(X?) = 2, E(X?) =3,

et E(X; X») =1, alors la formule de Wick avec n = 2, f1(x) = fo(x) = x1 et f3(x) = fa(x) = x2, donne

E(X?XZ) =E(X1 X1 X2X2) =2x3+1x1+1x1=8.

Deux caractérisations des gaussiennes issues de la physique statistique dues 2 Maxwell' et Boltzmann?.

1. James Clerk Maxwell (1831 —1879).
2. Ludwig Eduard Boltzmann (1844 - 1906).
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Théoreme 1.2.7. Caractérisation géométrique de Maxwell des gaussiennes isotropes.

Une loi de probabilité p sur R”, n = 2, est produit et invariante par rotation ssi u =y} pour un o = 0.

— Quand o =0, on dispose de la convention trés naturelle y(’)l =0p= 5(‘?”.

— Quand 7 =1, toute loi est produit, et I'invariance par rotation devient la symétrie, or toute loi centrée
symétrique n’est pas gaussienne, le théoréme n’a donc pas lieu pour »n = 1. La loi de Rademacher %6 o+
%6 o est centrée et symétrique, ses deux premiers moments, 0 et o2, sont identiques a ceux de yl, eton
pourrait la considérer comme une gaussienne binaire, pour rendre hommage a Maxwell!

— La motivation de Maxwell était de deviner la distribution des vitesses des molécules d'un gaz isolé et a
I'équilibre. Dans ce cas, n = 3, et les contraintes d'indépendance des trois composantes et d’'invariance
par rotation, naturelles du point de vue physique, imposent finalement le caractére gaussien isotrope.
Cette découverte a fait que les gaussiennes isotropes sont appelées lois de Maxwell en théorie cinétique
des gaz, ancétre de la physique statistique et de la mécanique statistique. Le caractere gaussien de la
distribution des vitesses a été retrouvé ensuite par Boltzmann par une méthode variationnelle, abordée
plus loin, tout aussi élémentaire, et d'un impact important bien au-dela du cadre initial.

— Il existe une version pour les matrices aléatoires : si X est une matrice symétrique réelle aléatoire dont
les coefficients sont indépendants et dont la loi est invariante par conjugaison par toute matrice or-
thogonale alors la loi de X a une densité gaussienne de la forme x — cexp(—aTr(x?) + bTr(x)) pour des
constantes a >0, beR, c = c(a, b), le cas b = 0 est appelé Gaussian Orthogonal Ensemble (GOE).

1 oevano?
Démonstration. Pour tout o > 0, laloiy” = A (0,6%1,) = A (0,6%)®", de densité e 202 nlogv2mo™ ot produit et

invariante par rotation. Réciproquement, soit p une loi produit et invariante par rotation. Quitte a remplacer
upar u*x AN (0,ely), € >0, cest-a-dire X + £Z en terme de variables aléatoires, on peut supposer sans perte de
généralité3 que p a une densité lisse f : R" — (0,00). Linvariance par rotation donne log(f(x)) = g(|x|2) et donc

d;log(f(x)) = 28’ (1x1*)x;.
D’autre part la nature produit donne log(f(x)) = hy(x1) + -+ h,(x,) et donc
0;log(f(x)) = h(x;).

Donc d;log(f (x)), qui dépend de | x| via g’(|x]), ne dépend que de x;. Comme n = 2, il vient que g’ est constante
(il faut au moins deux coordonnées!). Comme g’ est constante, il existe a, b € R tels que g(u) = au+ b pour tout
u, et donc f(x) = e@**+b_ Comme f estune densité, a<0ete’ = (1/a)™"?, et u=y aveco? = -1/2a). O

Remarque 1.2.8. Entropie a la Boltzmann ou Shannon.

Pour toute loi de probabilité u de R”, on pose
S(w) := —ff(x) log(f(x))dx

si —dll(x) =f(x) et flo € Ll (dx), et S(u) := +oo sinon. On a
dx & K

S(A(m,K)) =logv/ (2me)" det K.

C’est'entropie de Boltzmann (physique statistique) et aussi I’entropie de Shannon ¢ (théorie de I'infor-
mation). Il est utile et éclairant d'introduire I'entropie exponentielle de Shannon

eaSw

N(u) := de sorte que N(A (m, K)) = (detK)Y", eten particulier N(y}}) = o,

2me ’

Liaison entre désordre, information, et volume. Pour en savoir plus : [2, Ch. 10], [81], [27]. La fonction S
apparait en analyse via 0, || f II? = (fP,log(f)), en physique statistique et en théorie de 'information via

3. Comme X; := X+¢€Z et Z sontdans 12 car gaussiens, et centrés, le vecteur X 'est aussi. Si K est la matrice de covariance de X, alors la
matrice de covariance de Xg est K¢ := K+e2 Ip, et donc pour 7 € R", par indépendance, ¢ x (1) = ox, (O] pz(€r) =exp(— % (K¢ —¢2 It )=
©_x (0,x) (1). Cela ne nécessite pas € — 0. Alternativement, quand € — 0, d'une part ¢ x, (£) = px (1) z(et) — @ x (£) et d’autre part les deux
premiers moments de X; convergent vers ceux de X, et comme X, est gaussien, on obtient que X 'est aussi.
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I'analyse asymptotique combinatoire (découle de la formule de Stirling n! ~ v2nn(n/e)")

1 n r n
—1 —S = 1 i ‘est-a-di ~ nS(p)’
- Og(nl,...,n,) (p) i;nz og(pi) Cc'est-a-dire (mnr) e

quand n:=n; +---+n, — coavec n;/n — p;, en statistique via la log-vraisemblance, etc. Certains de ces
aspects sont revisités dans le chapitre 4 de ces notes. Lentropie S, mesure extensive a la fois du désordre
et de l'information, peut également étre caractérisée par un nombre restreint d’axiomes naturels pour
son interprétation, incluant notamment la sous-additivité.

a. « My greatest concern was what to call it. I thought of calling it ‘information’. But the word was overly used, so I decided to call
it ‘uncertainty. When I discussed it with John von Neumann, he had a better idea. He told me : “You should call it entropy, for two
reasons. In first place your uncertainty has been used in statistical mechanics under that name, so it already has a name. In second
place, and more important, no one knows what entropy really is, so in a debate you will always have the advantage.” ». Claude
Shannon (1916 - 2001), a propos de I'entropie qui porte son nom en théorie de I'information, cité dans [81], lui méme citant [57].

Théoréme 1.2.9. Caractérisation variationnelle de Boltzmann des gaussiennes.

Soit £ une loi de probabilité sur R”, n = 1, d’entropie finie : S(u) < oo.

Si f lx12dp(x) = f lezdy(’}(x) pour un o > 0, alors S(u) < S(y}}) avec égalité ssi =y}l

— Lentropie étant invariante par translation, la contrainte porte donc ici sur la variance. La gaussienne y}
réalise le désordre maximal a variance fixée.

— Théoréme-H de Boltzmann : loi de conservation de I'énergie (second moment) et monotonie de I'en-
tropie le long de I'’équation d’évolution de la densité (équation de Boltzmann), d’ol11'équilibre gaussien
isotrope en temps grand par caractérisation variationnelle des gaussiennes comme maximum d’entro-
pie a second moment fixé. Ce caractere gaussien del’équilibre était déja connu de Maxwell, directement,
en utilisant les invariances de I'équilibre et la caractérisation géométrique des gaussiennes isotropes.

— Point de vue de Shannon sur le TLC inspiré du théoreme-H de Boltzmann : loi de conservation du se-
cond moment et monotonie de I'entropie, d’oi convergence vers maximum d’entropie a variance fixée.
Le TLC est donc vu comme une équation d’évolution de loi, a temps discret. Pour en savoir plus : [23].

— Les lois obtenues par maximum d’entropie sous contrainte de moment sont essentielles en statistique
bayésienne, en rapport avec la dualité entre lois a priori et a posteriori relativement a 1’observation.
Lentropie y apparait via la log-vraisemblance qu’on maximise aussi. Pour en savoir plus : [70] et [27].

, . L . .
Démonstration. On écrit, en notant f, =e 202 " la densité de yZ, ¢, := nlogv2n0?, et f la densité de y,

|x]?

Sty -S(w) = ffg(x) -5 —Cn dx+ff(x)log(f(x))dx

20
= ff( ) ———cn dx+ff(x)log(f(x))dx
= —ff(x)log(fg(x))dx+ff(x)log(f(x))dx
f (x) f (x)
= dx =E(®(Zy)) = D(E(Zy)) =21
fa(x) fg( )fa(x) x=E(®(Zs)) = P(E(Z5)) =D(1) =
par I'inégalité de Jensen pour la fonction strictement convexe ®(u) = ulog(u), avec égalité ssi f = f;. O

— Soit K < R" un compact non-vide, adhérence de son intérieur. Le maximum d’entropie parmi les lois a
support dans K est donné par la loi uniforme sur K, de densité par rapport a la mesure de Lebesgue

! 1
T K
K|

ol |K| est la mesure de Lebesgue ou volume de K. Il s’agit de la caractérisation variationnelle de Boltz-
mann de la mesure de Boltzmann-Gibbs %e’v ol V:=0surKetV:=+oohorsde K, tandis que Z = |K].
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— La caractérisation variationnelle de Boltzmann se généralise bien au-dela des gaussiennes aux lois de
Boltzmann-Gibbs : si dpg(x) := Ziﬂe‘ﬁv(’”dx et [V(x)du(x) = [ V(x)dug(x) et S(u) < oo alors*
S(u) =S(up) avec égalité ssi pu = ug.

On a alors S(up) = B [ Vdug +log Zg. La preuve est identique : on vérifie que S(pg) —S(u) = H(u | ppg) ox
H est'entropie relative ou divergence de Kullback-Leibler (statistique, théorie de I'information) :

H(v| )—fdvlo dVd —/lo dvdv>0 avec égalité ssiv =
W= | g8, du= | log g dv= g =p

et la convention H(v | p) = +oo si v &« p ou si I'intégrale diverge. En pratique, on fixe une énergie
moyenne m admissible au sens ol il existe f = B, tel que [ Vdug = m, et on obtient que la loi pg
maximise |'entropie parmi les lois d’énergie moyenne m et d’entropie finie. Plutét que de fixer 'énergie
moyenne, on peut fixer 5. Cela revient a adopter un point de vue lagrangien en incorporant la contrainte
dans la fonctionnelle : I'énergie libre de Helmholtz (énergie moyenne — température x entropie) :

F(v)::dev—%S(v).

On a alors F(ug) = —% log(Zp), tandis que la mesure de Boltzmann-Gibbs pg est un minimum global :
1
B

Lénergie libre peut également étre vue comme une transformée de Legendre, cf. remarque 2.5.6, ou
comme une fonction génératrice des moments, elle joue un role clé en mécanique statistique.

F(u) —F(up) = —H(u|pp) =0 avec égalité ssi p = ugp.

FIGURE 1.1 - Planche de Galton, dispositif expérimental portable illustrant le phénomene TLC.

1.3 Théoréme limite central
La variance d’'une somme de v.a.r. i.i.d. Xj,..., X,, de variance o2 est linéaire en 7 :

n
Var(Xi +-+++X,) = Y Cov(X;, X;) = no®.
ij=1

Si Xi,..., X, sont des v.a.r. i.i.d. de carré intégrable de moyenne m et de variance o2 alors

Xi+-+ X, X1 +--+ X, 2 X1+ + X, nO’Z 0.2
(Mt X)Xy et
n n n n n n—oo

d’ot1 le phénomene loi faible des grands nombres :

Xi+-+Xy 12 o X1+t X, op
m, en particulier m.
n n—oo n n—oo

Xi++Xy

=1 — m par \/n stabilise la variance, et méme la loi : c’est le phénomene limite central® :

Dilater

4. Aretenir au passage : la température dans une mesure de Boltzmann-Gibbs joue le méme role qu'une variance de gaussienne.
5. Henri Poincaré (1854 —1912), a propos de laloi normale du théoreme limite central, désigné sous le nom de loi des erreurs al’époque :
« Cette loi ne s'obtient pas par des déductions rigoureuses; plus d’une démonstration qu'on a voulu en donner est grossiere, entre autres celle
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Théoréme 1.3.1. Théoréme limite central (TLC).

Si (X;;) ,=1 est une suite de v.a.r. i.i.d. de carré intégrable, de moyenne m et de variance g > 0, alors

RS A S L By

(o n
~~ N——
point de vue statistique point de vue géométrique
n =taille échantillon n =dimension
fluctuation de moyenne empirique  projection unidimensionnelle

ln:(ﬁ,...,ﬁkS"‘l

Plus généralement, si (X,),>; est une suite de vecteurs aléatoires de R?, indépendants et identique-
ment distribués, de carré intégrable avec un vecteur moyenne m et une matrice de covariance K, alors

vn

(X1+...+Xn_m) nlj;o N(0.K).

— Le TLC est un théoréme limite® : analyse asymptotique quand n — co: Sy, := X; ++--+ X, = mn+/noZ
Du second ordre au sens oui il s’agit d’étudier I'échelle et la distribution des fluctuations pour la LGN.
Pour la marche aléatoire (S;),>; : comportement linéaire dii a la moyenne et correction ou fluctuations
asymptotiquement gaussiennes d’ordre y/z. Outre le cas gaussien, voici deux autres cas remarquables :
— SiXj ~Bernoulli, (1) = pé1+(1—p)6_; alors S, alaloide ¢(U) ol p(x) =2x—n et U ~ Binom(n, p).

Dans ce cas S, prend ses valeurs dans [—n, n], tandis que (m,02) = (p,p(1—p)).
Le cas Rademacher p = 1/2 donne (m,o2) = (0,1) comme pour la gaussienne A4/ (0, 1).
— Si X; ~Gamma(a, A) alors S,, ~Gamma(na, 1), (m,0%) = (a/A, alA?), \S/—% ~ Gamma(na, vnA).

— Stabilité des gaussiennes : si X; ~ .4 (0,1) alors (m,0?) = (0,1), et X1+—n+X,, ~ 4 (0,1), non-asymptotique.

— Phénomene d’'universalité : 1a loi limite .4°(0, 1) ne dépend pas de la loi des Xj,.
— La normalisation en translation/dilatation ou position/échelle du TLC assure la conservation des deux
premiers moments, calibrés pour étre égaux aux deux premiers moments de la loi limite .A7(0,1) :

Vvn

) A X1+ +Xp
E(Z)=0=E(Z) et E(Z3)=1=E(Z%), ol Z,,::—(—
g

- m) et Z~N01).
n

o L. ) ~ Xi+-+X . . .
— Statlsthuement, la moyenne empirique my = S22 Ton egt un estimateur de la moyenne m, sans biais

car E(7%,) = m, consistant car 7, — m dans L?, et de vitesse /7 car \/n(7,, — m) — A (0,1) en loi.
— Géométriquement, peut-on remplacer dans (X;—’", 1,)levecteurl,, = ( \/Lﬁ, e \/Lﬁ) esn1 par un vecteur

6 € S""! quelconque. La réponse est évidemment négative si 6 est un vecteur de la base canonique, en
revanche elle est positive si 8 est suffisamment délocalisé : TLC a profil de variance abordé en TD.
— SiYg,..., Y, sontdes va.r. ii.d. avec E(Y7) =0, [E(le) =1, alors dans L2, V3,..., Y, sont des vecteurs or-
thogonaux, de norme unité, et la diagonale de leur parallélépipede est de longueur /7 :
g((t o+ Y Xi—-m
(=% -

— Le TLC est en fait un théoréme sur un tableau triangulaire de v.a. (la convergence en loi est marginale).
— Le TLC repose sur la finitude du moment d’ordre 2, mais se généralise au-dela en modifiant la norma-
lisation (TLC stable). Par ailleurs, il existe une sorte de réciproque au TLC : si les (X,),,»; sont des v.a.r.
ii.d. intégrables avec E(X;) = 0 et telles que X”—\/ﬁ”{" — N (0,0?) en loi quand 1 — oo, pour un certain

)2) =1, parexemple Y;:=

0? >0, alors les X; sont de carré intégrable et de variance 2. Pour en savoir plus : [62].

qui s'appuie sur Uaffirmation que la probabilité des écarts est proportionnelle aux écarts. Tout le monde y croit cependant, me disait un
Jjour M. Lippmann, car les expérimentateurs s'imaginent que c'est un théoreme de mathématiques, et les mathématiciens que c'est un fait
expérimental. » In Le calcul des Probabilités (1896) p. 149. Comme le dit le physicien Oriol Bohigas (1937 — 2013), « De nos jours, nous
savons que c’est a la fois un fait expérimental et un théoreme de mathématiques! ».

6. Le théoreme limite central a été développé notamment par Abraham Moivre (1667 — 1754), Pierre-Simon Laplace (1749 — 1827), Paf-
nouti Tchebychev (1821 — 1894), Alexandre Liapounov (1857 — 1918), Jarl Lindeberg (1876 — 1932), et Paul Lévy (1886 — 1971). George Pélya
(1887 — 1985) publie pendant les années folles un article intitulé « Uber den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung
und das Momentenproblem », ot il qualifie ce « théoréme limite » (Grenzwertsatz) de « zentral » (primordial, principal) en raison de son
caractere universel. Si la traduction anglaise semble fixée (« central limit theorem » souvent abrégé en CLT), 'usage francophone, partant
de la traduction littérale « théoréme limite central » (TLC), attribue souvent la centralité a la limite en parlant de « théoréme de la limite
centrale », allant parfois méme jusqu’a I'audacieux « théoréme central limite » (TCL). Note de bas de page adaptée de [26].
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— Le TLC contient toujours une loi faible des grands nombres car du TLC on tire

Xi—m+-+Xp—m loi . Xi++X, P
— 0¢ autrementdit ——— — m.
n n—oo n n—oo

— Version condensée du TLC, analytique, tweetée par Gabriel Peyré :

X2

, _ en( X)) Joi, &7
f(l,x,x )fdx=(1,01) = f (\/ﬁ) o

Démonstration. On se ramene pas translation et dilatation au cas m = 0 et X = I,,. Donnons la preuve du cas
d =1, celle du cas d > 1 étant semblable. L'idée est de montrer asymptotiquement, les cumulants d’ordre > 2

s’annulent. Comme @y, (s) =1+ %2 +0(s?) car E(X;) =0 et [E(Xl.z) =1, il vient, grace au caracteére i.i.d. des X;,

i (X1 ++Xp n i-—X; 2 2
) S TTEE V) = g (&) = A+ 5+ 03" = 5+ 0() —— @y (8).

P Xy ++Xn (t) =E(e
vn i=1

Remarque 1.3.2. Quelques variantes célebres du TLC.

1. Profil de variance. Soit (X,,) ,»1 des v.a.r. indépendantes telles que E(X,,) = 0 et 02 := E(X?).
Soit s2 := Var(Xj + -+ + X;;) = 0 + -+ + 0. Sila condition de Lindeberg est vérifiée : Ve >0,

X1+ + Xy loi

. 1
lim — 3 E(XpUxyi>es,)) =0, alors

N(0,1).
n—oo §¢ 1 Sn n—oo
2
— Laréciproque est vraie lorsque la condition de Feller est vérifiée : lim,—. % =0.
— SiT,:=E(X,[® alors on a un TLC uniforme (inégalité de Berry—Esseen) :
Xi+-+X E(XI3) 2+
sup|P(Z——" < x)-P(Z=n)|<C— 2 =Cc—; M
xeR Sn E(1X[5)3/2 (OF +--+03)3?

ou C est une constante universelle et o Z ~ .4(0,1). Phénomene TLC quand la variance

totale s2 est délocalisée sur les coordonnées. Le phénomene TLC n’apparait pas si la variance

totale sfl est trés localisée (sparsité). Localisation et sparsité. Pour en savoir plus : [38] et TD.
2. Variables dépendantes.

— Corps convexes. Soit X un vecteur de R” de loi uniforme sur un corps convexe (convexe com-
pact non-vide) K, centré E(X) = 0 et isotrope normalisé E(XX") = I,. Soit 8 € S"1. Alors
(X,0) — A (0,1) en loi quand n — co, du moment que 6 est suffisamment délocalisé. Dans le
cas du cube® K = (v/3[-1,1])", les coordonnées sont i.i.d. et le résultat découle par exemple
de I'inégalité de Berry-Esseen, et dans ce cas il est clair que le résultat n’a pas lieu pour tout
0 € S" 1, caril suffit de prendre par exemple 8 = e;. Pour en savoir plus : [46, 47].

— Martingales et Markov. Le phénomeéne TLC a lieu pour les martingales de carré intégrable,
ainsi que pour les fonctionnelles additives des processus de Markov ergodiques, et plus géné-
ralement encore comme analyse asymptotique des fluctuations dans le théoreme ergodique.
Pour en savoir plus : cours de M1 S1 Processus stochastiques et Systemes dynamiques.

— Matrices aléatoires. Si M est une matrice aléatoire n x n remplie de variables aléatoires gaus-
siennes complexes i.i.d. A (0, 7-I5) de sorte que E(Mji) = 0 et E(Mji?) = 1, et si Ay,..., A,
sont ses valeurs propres, alors pour toute fonction f : C — R a support dans le disque unité,

& loi 1 2
k;(fmk) ~E(f() —— w(o, o f IV ()| dx).

On notera I’absence de normalisation due a la répulsion! Pour en savoir plus : [69].

3. Cadre algébrique. Il est possible d’établir le TLC en utilisant la méthode des moments. En rempla-
cant la notion de variable aléatoire par la notion d’élément d’algebre, la notion d’espérance par
une forme linéaire, la notion de loi par la notion de moments, la notion d’indépendance par une
notion de liberté, Dan Virgil Voiculescu a établi un TLC algébrique, dans lequel la loi du demi-
cercle joue le role de la loi gaussienne. Pour en savoir plus : [59].

. . . T . 3
a. Laloiuniforme sur [-1,1] a pour densité %, de moyenne 0 et de variance %f—ll x2dx = %[%]il = %
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Remarque 1.3.3. Quelques approches alternatives célebres pour le TLC.

1. Principe de remplacement de Lindeberg. Soient 73, ..., Z, desv.a.r.ii.d.deloi A (0,1) et f:R—R
une fonction test lisse. On remplace les X; par les Z; un a un, via I'interpolation télescopique

Xi+--+X i+ +Z n-l . i+ + Zi+ Xjp1 ++ X
M55 = LU®=f ki) ou Ri= e .

Ensuite on utilise une formule de Taylor a 'ordre 2 pour controéler f(R;) — f(R;+1) et on se sert de
I’égalité des deux premiers moments pour se ramener au seul controle du reste.

2. Méthode de Stein. La gaussienne .4 (0, 1) est caractérisée par 'intégration par parties gaussienne
E(f'(2)=E(Zf(Z)) pour Z~.#(0,1) et toute fonction test f € ‘601

Cela donne I'équation de Stein E(Az(f)) = 0 ol A,(f) := f'(z) — zf(z) est 'opérateur de Stein.
Lidée est alors d’étudier une version ou1 Z est remplacé par X”—\/gx” et d’en déduire le TLC, dans

0 pour une classe & bien choisie.

une version quantitative du type sup pe gz E(A xy+-+xa (f)) -
2 —00

[

Pour en savoir plus dans le contexte des probabilités en grande dimension : [77].

Remarque 1.3.4. Marche aléatoire, principe d’invariance de Donsker, mouvement Brownien.
La marche aléatoire (S;),>; est définie par
Sp=X1+--+X,
ol (X;),>1 sont des v.a.r. i.i.d. Supposons que E(X;) =0 et [E(Xlz) = 1. Le TLC donne, pour tout ¢ > 0,

S .
B =2 L 40,

T \/ﬁ n—oo

Plus généralement, pour tout entier k = 1 ettousréels0 < f; <--- < t,
(n) (n), loi .
(Byy ye- By ) ———Loi(By, ..., By,)

ot (By) g, est une famille de v.a.r. a accroissements gaussiens indépendants et stationnaires : pour
tout k=1lettous0=:fy < f; <...<fy:=t,onalasomme télescopique en accroissements

Btthl_Bt0+"'+Btk_Btk,1

avec By, — By, ..., By, — By, indépendantes et de lois respectives A (0, t1 — fp), ..., A (0, I — fx—1).

Cela exprime une convergence en loi de la suite de processus (B"),>1 vers un processus limite B, qui
est universel : ne dépend pas de la loi des ingrédients initiaux. C’est le principe d’invariance de Donsker.
Il est possible de construire le processus limite de sorte que ses trajectoires soient continues, et on parle
alors de mouvement brownien. Sa loi est une gaussienne sur 'espace de dimension infinie € (R, R).
On peut relier le principe de Donsker au théoréme de Kolmogorov-Smirnov abordé en TD. D’autre part
la convergence peut étre renforcée (topologie uniforme de Skorokhod). Pour aller plus loin“ : [48].

a. Et encore plus loin : un théoréme de Komlés-Major-Tusnddy affirme qu’on peut coupler la marche aléatoire et le mouve-
ment brownien et controler leur écart uniformément en temps et presque stirement, on parle d’approximation forte KMT.
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1.4 Loides grands nombres

Théoréme 1.4.1. Loi des grands nombres.

Si (X,) ;=1 st une suite de vecteurs aléatoires de RY i.i.d. intégrables de vecteur moyenne m, alors

X1+ + Xy R 1
——————— — m presque sGrement et dans L'.
n n—oo

— LaLGN est un théoreme limite’, comme le TLC.
En combinant LGN et TLC on obtient I'analyse asymptotique X; + -+ X, * nm++/no Z, Z ~ ¥ (0,1).
— On parle de loi forte des grands nombres car la convergence est p.s. et la condition de moment optimale.
— Point de vue statistique : la moyenne empirique est un estimateur fortement consistant de la moyenne.
Combiné au TLC, cela fournit un test statistique pour tester '’hypothése m = 0 par exemple.
— Lapreuve subsiste pour des v.a.r. indépendantes centrées, bornées dans L?, pas forcément de méme loi.

P . PR X1++X, 2
— Réciproque : si (X;),»; sonti.i.d. et % — m p.s. quand n — oo, pour un réel m, alors les X, sont

intégrables et de moyenne m. En effet, % = S—,f - ”T_l “i”fll converge p.s. vers 0. Or comme les (X,,) sont
indépendantes, le lemme de Borel-Cantelli donne ), P(|X;| = en) < co pour tout € > 0, et comme les
(X5) sont de méme loi, on obtient )", P(| X;]| = en) < oo, d'ou E(| X;]) < 0.

— Lois stables : Siles X; suivent la loi de Cauchy standard, alors on peut vérifier que suitla méme
loi, et en particulier ne peut pas converger vers 0. Il n'y a pas de contradiction car la loi de Cauchy n'a
pas d’espérance. Sa propriété de stabilité par convolution a I’échelle n est analogue de celle de la loi
gaussienne A4(0,1) al’échelle \/n. Létude de telles loi stables est abordée plus loin.

— La convergence compléte nécessite plus d’'intégrabilité : moment exponentiel par exemple.

Xi++Xy
n

Démonstration. Cette preuve est essentiellement tirée de [76].

— Onseramene a m = 0 par translation et a d = 1 en appliquant le cas d = 1 a chacune des d coordonnées.

— Cas ol les X; sont indépendantes, centrées, et bornées dans L* (pas forcément de méme loi). En posant
M, := w, il vient, par centrage, Cauchy-Schwarz, et bornitude dans L4
EMy) =4 Y E(XGX; X X)) = & B +12n(n - DEXTXP) < 5 (E(X)) + 12n(n—- DEX])) = O(),

i,j.k,l

donc E(Y,, M}) < oo donc ¥, M} < oo p.s. donc M,, — 0 p.s. comme dans la preuve de Borel-Cantelli.
Alternativement, par Markov P(M4 = €) = O(E#), d'ou ¥, P(M} = ¢) < oo, puis Borel-Cantelli.

— Lemme de troncature. Si X est intégrable centrée alors pour tout d > 0, il existe Y centrée bornée telle
que E(|X-Y) < €. En effet, par convergence dominée, pour tout 6 > 0, il existe r > 0 tel que E(| X|1,x|>,) <
8.80it Y':= XTx<r et Y := Y —E(Y"). Alors

lY|<C:=2r, E(Y)=0, E(X-YD)<E(X-Y'D+IEX)-E(Y)| <2E(X-Y']) <26.

— Casde X; ii.d. centrées et intégrables. Soit Y; := X;1x;> —E(X;Tx,)>r) avec r =1 (), Sp:i= X1 +---+ Xy,
T, :=Xj+---+ X,. Alors les (Y;) sont centrées et bornées, en particulier bornées dans L4, donc % -0
p.s. etdans L! par convergence dominée car les (% T,) sont bornées par r. D’autre part

[E(lsn - Tn|)

1
—— =) E(Xi-Yi) <0.

i=1

D’ou En_.m w <. Comme 0 est arbitraire, cela donne S—n” — 0 dans L! et donc en P (loi faible).
— Convergence p.s. (loi forte). Il suffit d’établir que pour une constante C > 0,
=— Z1++2Zy N
lim ——— =< CE(Zy), ou Z;:=|X;-Yl
n

n—oo
Par dilatation on peut supposer que E(Z;) = 1. Par Borel-Cantelli, il suffit d’établir que

ZIP( max MEC}<OO,
k

2k<p<pk+l n

7. La LGN a été étudiée et raffinée par de nombreux mathématiciens, comme Jacques Bernoulli (1654 — 1705), Siméon Denis Poisson
(1781 - 1840) qui semble lui avoir donné son nom de LGN avec loi comme dans loi de la nature, Alexandre Khintchine (1894 — 1959) qui
semble avoir optimisé 'hypothése de moment, Andrei Kolmogorov (1903 — 1987), et bien d’autres. On lit dans [50] que Andrei Markov
(1856-1922) a introduit ses fameuses chaines pour démontrer que la loi des grands nombres restait valide au dela de I'indépendance deux
a deux et répondre ainsi aux mystiques pour qui cette émergence d'un déterminisme a partir du hasard était une négation du libre arbitre!
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et comme Z; = 0 il suffit d’établir que

ok+1
YP( X 2= C2k)<oo,
k i=1

En posant U; := ZiﬂZiSZk et V;:=U; —E(U;), et C =3, il vient
2k+1 ok+1
P( Y Zi=3-2%)<p@i<2"': 22U +P( L Ui =3-2).
i=1 i=1
Or comme Y2, E(U;) < X2 E(Z3) = 2" 'E(Z)) = 25+ il vient
2k+1 2k+1
IP( Y Z 23.2")su3>(3i52"+1 L 7 # Ul-)+IP( Y v 22").
i=1 i=1

Comme les Z; sont de méme loi et intégrables, on a

Y P@i<2M:z; 20 <Y 2M1p(Z; > 28 < o0,
k k

tandis que par Markov et I'inégalité E(W — EW)?) < E(W?), il vient

2k+1 2k+1 2
k 2 2
P(Y viz2 )SZT]C. EVD) S B, o).
i=1 i=1
Enfin, pour tout £ = 1, ¥ jca, zlk < % ouA;:={k=0: 2k > 1. D'ouy, par Fubini-Tonelli ou CV monotone,

« 1 2 2 1
Y LB, =2 Y k) <2+426Z) <oo.
k=0 2 kEAma.x(Zl,l)

Remarque 1.4.2. Quelques variantes célébres de la LGN.

1. 1l existe de nombreuses preuve de la LGN, notamment via une marche aléatoire [29].

2. Indépendance. Etemadi a démontré dans les années 1980 que la LGN subsiste pour des v.a.r.
intégrables centrées et indépendantes deux a deux. Pour en savoir plus : [15].

3. LaLGN revient a la convergence p.s. de la mesure empirique vers la loi commune, ou a la conver-
gence p.s. ponctuelle de la fonction de répartition empirique, et cette convergence est uniforme
(théoreme de Glivenko—Cantelli). Pour aller plus loin : TD.

)2t (X — )2
4. Auto-normalisation. Sous les hypotheses du TLC, si 02 := (X —mp) 4t (X i)

n - n-1
M, alors [E(O'%l) =¢2,1a LGN donne U%l — m p.s. et par le TLC et le lemme de Slutsky,

avec my =

m,;—m i
ynZn 1ol | 40,1).
n—oo

On

En statistique, on parle de méthode plug-in : on remplace ¢ par un estimateur.

5. Dépendance. La LGN existe pour les martingales et pour les fonctionnelles additives des proces-
sus de Markov ergodiques La LGN peut étre vue comme une instance du théoréme ergodique.
Pour en savoir plus : cours du M1 S1 Processus stochastique et Systemes dynamiques.

6. Si (X;);>1 est une suite de v.a. a valeurs dans un espace d’états quelconque E (graphe, groupe
symétrique, variété, etc) dans lequel la notion d’addition et d’espérance ne font pas sens, on peut
toujours utiliser une fonction test f : E — R et considérer la LGN pour les v.a.r. (f (X)) ,=o. C'est
le point de vue adopté pour les fonctions additives des processus de Markov.

7. 1l existe des analogues de la LGN et du TLC dans des espaces de dimension infinie comme les
Hilbert et les Banach. Pour en savoir plus : [54].
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8. Loi du logarithme itéré de Strassen. Sous les hypotheses du TLC, presque stirement,

Xi—-m+-+X,—m

ValeursAdhérence n_,oo( ) =[-0o,0].

2nlog(log(n))
En pratique n — log(log(n)) est tres plate, a méditer! Pour en savoir plus : [48].

9. LGN de Marcinkiewicz—Zygmung. Soient (X,) ,»1 v.a.r. i.i.d., E(|X; |9V « oo avec 1 < a < 2. Alors

X1+...+Xn p.s.

nl/a’ n—oo

0.

Recentrage superflu : la moyenne est écrasée par la normalisation. Pour en savoir plus : [48].

10. LGN de Marcinkiewicz-Zygmung multiple avec sa réciproque de Kolmogorov, de Bai-Silverstein.
Soient (Xl'j)i j=1Une matrice infinie de va.r.i.i.d. et 0 < @ < 2, =0, M > 0 des constantes. Alors
E(X1,1) sia=>1

max ) i .
réel quelconque sia<1

1<j<Mnp

n
n‘”“Z(Xij—c)‘ﬂo ssi E(X),11%0%P) <00 et c=
i=1 oo

De plus, si E(|X;,1*1*P) = 0o alors lim,, .o Max; _ iy, In~Yey" (Xij-c)l=ocops.
Luniformité exige de I'intégrabilité accrue. Cette LGN est utile pour I'analyse spectrale asympto-
tique des matrices aléatoires de grande dimension. Pour en savoir plus : [5, Lem. B25] et [14].

1.5 Algorithme de Monte—Carlo

Considérons le probleme de I'évaluation numérique approchée de I'intégrale

pf)i= [ fopun
oi1  est une loi de probabilité sur R? simulable et oi1 f: R% — R est une fonction p-intégrable évaluable.
Si X ~ palors pu(f) =E(f(X)) etsiles (X;),,»1 sont des copies i.i.d. de X alors par la LGN

FXD)+-+f(Xn) ps.
n n—oo

p(f).

De plus, si f(X) est de carré intégrable, alors le TLC donne M =u(f)+ U“\/(g) Z,7Z ~N(0,1), car

Vvn (f(X1)+"'+f(Xn)
U/,L(f)

Ceci fournit un intervalle de confiance asymptotique : pour tout intervalle [-¢g, g] < R, on obtient

) Pt (VS R0 :=f(f(x)—,u(f))2u(dx)S[f(x)zy(dx).

lim Pu(f) £ 1a,b) =P(Z e [-q,q) ot la,b):= LENE =t 0Dy 7 w0,
n—oo n \/ﬁ
utile lorsque g est assez grand pour que P(Z € [—g, q]) soit petit. La largeur de I'intervalle de confiance [a, b]
— diminue quand »n augmente, le cotit de ’algorithme est typiquement linéaire en n.
— diminue quand o (f) diminue, voir réduction de variance ci-dessous.
— augmente quand P(Z € [- ¢, g]) diminue, et on souhaite que P(Z € [—g, g]) soit petit.

Remarque 1.5.1. Améliorations et variantes.

— Dépendance en la dimension : la dépendance en d ne se fait que via o, (f).

— Controdle del'erreur : la majoration Ui( f) < [ f?dupindique que [ f2du contréle I'erreur sur I'ap-
proximation de [ fdu. Une majoration a priori sur f permet de rendre ce controle utile.

— Information a priori : la majoration de la variance o, (f) nécessite des informations sur f et .

— Réduction de variance : réécrire f(x)u(dx)) = f(x)ﬁ(dx) de sorte que u(f) = ﬁ(f) et U(f) =oulf).

— MCMC. Il n’est pas toujours facile de simuler p, c’est-a-dire de générer une suite i.i.d. (X);>q
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de loi p. Lorsque p est une mesure de Boltzmann-Gibbs de densité %e‘v, l'algorithme de
Metropolis-Hastings fournit a partir de V une chaine de Markov (M},) > qui converge en loi
vers y, et pour laquelle on peut également utiliser une variante de la LGN et du TLC. Il s’agit
d’'une méthode MCMC = Monte-Carlo Markov Chains. Il en existe de nombreuses variantes :
échantillonneur de Gibbs, algorithme de Propp-Wilson, systémes de particules en interaction,
Metropolis-Adjusted Langevin (MALA), Hamiltonian Monte—Carlo (HMC), etc.

Pour en savoir plus : [71] pour la statistique, et [13] via des probabilités discretes élémentaires.

1.6 Géométrie convexe en grande dimension

Abordé en cours :
— Loi uniforme sur les convexes comme mesure de Boltzmann-Gibbs log-concave
— Phénomene couche mince pour les vecteurs a coordonnées i.i.d.
Cas du cube et de la boule euclidienne et réle des points extrémaux
— Gaussiennes et loi uniforme sur la sphere, TLC pour la sphere
— Géométrie de la sphere en grande dimension
Concentration autour des équateurs et orthogonalité asymptotique des vecteurs indépendants
— Principe d’Archimede, TLC pour la boule.

1.6.1 Corps convexes et lois log-concaves

Un corps convexe K c R" est une partie convexe compacte non-vide, par exemple une boule By ou un
ellipsoide AB”. La loi uniforme sur K, de densité |—11(‘1] K, estlog-concave : une mesure de Boltzmann-Gibbs

Ee_v avec V:R" — (—o0, +00] convexe,

puisque V = 0 sur K et V = +oco en dehors de K. Etudier les lois log-concaves sur R” comme généralisation ou
relaxation du concept de loi uniforme sur les corps convexes s’est avéré étre un point de vue fructueux, entre
probabilités et analyse fonctionnelle. Soit une loi log-concave et X un vecteur la suivant, on dit que X est

— centré lorsque E(X) =0,

— isotrope normalisé lorsque Cov(X) = I,

cette notion est relative a la base canonique, a ne pas confondre avec I'invariance par rotation!

— produit (tensoriel) lorsque les composantes de X sont indépendantes.
Si X est produit, alors Cov(X) est diagonale, et la réciproque est vraie dans le cas gaussien.
Si X ales symétries du cube?8, alors X est centré et Cov(X) est un multiple de 'identité.

Les composantes d'un vecteur aléatoire log-concave isotrope ne sont pas indépendantes en général. Leur
dépendance est géométrique, issue d'une généralisation de I'appartenance a un corps convexe.

Voici quelques exemples élémentaires de lois log-concaves :

V(x) Nom ou description
%(K‘l(x—m),x—m>,K>0 Gaussienne A (m, K)

", U(x;), U convexe Produit générique

T, U) +Xi<jW(x; —xj), U, W convexes | Non-produit avec interaction a deux corps
x| = |x12 = X1 %2 Gaussienne A/(0, 3 1,)
lxly = X7, |xl Double exponentielle produit
Ixlp =X 1xilP, p=1 Schatten

1 log(1 +1x;1%) Produit a queue lourdes
(Ax,x)+|x|1, A=0 Mixte gaussienne-exponentielle

— Laloi uniforme sur le cube B, est produit, mais elle n’est pas invariante par rotation.

Cependant elle hérite des symétries du cube, donc centrée, de matrice de covariance multiple de I;,.
— Laloi uniforme sur la boule euclidienne B} n’est pas produit, mais elle est invariante par rotation.

Cette symétrie sphérique continue inclut les symétries du cube.

Nous allons voir qu’en grande dimension, elle ressemble a une gaussienne isotrope, qui est produit.
— Laloi uniforme sur [EBZ, p € [1,00], a les symétries du cube, mais n’est produit que pour p = 1.

Nous allons voir qu’en grande dimension, elle ressemble a une loi produit.

8. Invariance par changement de signe sur coordonnée quelconque, et par permutation de deux coordonnées quelconques.
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La log-concavité est une propriété stable par produit tensoriel, projection, et transformation affine.

Entre probabilités, analyse fonctionnelle, et géométrie convexe, une question importante consiste a déter-
miner a quel point les lois log-concaves se comportent en grande dimension comme des lois log-concave pro-
duit, notamment des lois gaussiennes ou exponentielle double, a quel point le TLC est vrai, etc. Voici quelques
phénomenes célebres pour les lois de probabilité log-concaves, en rapport avec 'histoire et 'actualité :

— le théoréme de Dvoretzky sur les sections ellipsoidales®

https://en.wikipedia.org/wiki/Dvoretzky’s_theorem

— le théoreme de Paouris sur I'existence de directions sous-exponentielles,

— le TLC et le phénomeéne couche mince,

— la conjecture de la variance,

— la conjecture de Kannan-Lovdasz-Simonovits (KLS) sur 'inégalité de Poincaré,

— la conjecture de '’hyperplan de Bourgain (Bourgain slicing problem)

Ce domaine des mathématiques, dont les héros sont Grothendieck, Dvoretzky, Milman, Maurey, Pisier, Bour-
gain, Talagrand, etc, porte plusieurs noms, pas tout a fait synonymes : analyse fonctionnelle probabiliste, ana-
lyse géométrique asymptotique, théorie locale des espaces de Banach, probabilités de grande dimension, etc.

Dans ce cours, on se contente d’étudier certaines lois log-concaves spéciales pour faire émerger de maniere
trés accessible des phénomeénes de grande dimension emblématiques. Pour en savoir plus: [8, 47, 46, 18, 3, 51].

1.6.2 Phénomene couche mince
Théoréme 1.6.1. Phénomene couche mince ou couronne mince (thin shell).

Si Xj,..., X, sontdes v.a.r.ii.d. vérifiant m; =E(X7) =0, my = [E(Xlz) =1l,etmy = [E(Xf) < 00, alors

fﬂm 1| = (0, 7).

En particulier, pour tout réel a telque 0 < @ < 1/2,

ol 1 X1
NG

P

n—oo

-1

— Ainsi, en grande dimension, la loi de X se concentre dans une mince couronne autour du rayon /n :
c’est le phénomene couche mince. Cela reste-t-il valable pour les loi log-concaves centrées isotropes
normalisées? La réponse est positive, et peut s'obtenir via le phénomene TLC pour les lois log-concaves.

— En particulier, le phénomene couche mince suggere que la loi uniforme sur un corps convexe en grande
dimension ressemble en quelque sorte au cytoplasme d’une cellule végétale déshydratée, toile étirée,
tendue, épinglée en les points extrémausx, soulignant la subtilité des phénomenes de grande dimension!

— Examinons le cas o1 X est uniforme sur le cube B’ (v/3) = (v/3[-1,1])", corps convexe produit, compo-
santes de X indépendantes uniformes sur \/_[—1,1 .OnaEX)=0etK:=Cov(X) =E(XX") =1, et X
est isotrope normalisé. Les points extrémaux de [EBgO(\/§) sont {x € [EBgO(\/§) :3i:x;=+V3}, ce qui inclut
notamment les points les plus extrémaux { + v/3}", qui sont de norme v/37. Le théoréme 1.6.1 dit qu’en
grande dimension, X est concentré autour de la sphére euclidienne $S"~!(,/7), avec une fluctuation a
I'échelle /7. Le rayon de cette sphere critique est a une distance bornée des points les plus extrémaux.

— Examinons le cas ou X est uniforme sur B” = [Bg(l), corps convexe non-produit, composantes de X
non-indépendantes. Le théoreme 1.6.1 ne s’applique pas, mais nous pouvons tenter d’explorer le phé-
nomeéne. Comme B” a les symétries du cube, E(X) =0 et K := Cov(X) =E(XX ) = 01, avec

, Te(K) E(XP)
o= = .
n n

d’ot E(| X|? )———»1 et /nX est

n+2’ n+2
asymptotiquement (c’est-a-dire en grande dimension) isotrope normalisé. De plus,

Or | X| a pour densité r € [0,1] — nr'*~ 1 de second moment -2

E(X) = —— et Var(X])=— _( n )2_ n —o(i)
T n+l “n+2 \n+1) T m+2(m+12 0 \n2)

donc en grande dimension, v/nX, de loi uniforme sur B"(y/n), est approximativement isotrope norma-
lisé, concentré autour de la sphere euclidienne $"1(y/n), et on a bien un phénomene couche mince

9. Et son approche probabiliste de Vitali Milman par concentration de la mesure!
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au-dela du cas i.i.d.! De plus, le phénoméne TLC a bien lieu également pour /nX, cf. corollaire 1.6.9
plus loin. Notons au passage qu’en grande dimension, la loi uniforme sur le corps convexe isotrope
normalisé B" (y/7) s'écrase sur 'ensemble de ses points extrémaux S~ (y/n).

"

V3n

FIGURE 1.2 - Vue d’artiste schématique du phénomeéne couche mince (thin shell).

Démonstration. La LGN donne

2 2

|X|2 ‘)(1 +...+Xn ps. N L. | X| p-s.

—= my =1 oude maniére équivalente |— -1 ——0.
n n n—o0 NI n—o0

Le TLC pour les (Xfl)n21 donne ﬁ(% —1) — A (0,ms—1) enloj, et il en découle par la méthode delta pour la

fonction /- etle point 1 que \/ﬁ| % - 1| — | (0, m44_1)| en loi. Par conséquent, pour tout @ telque 0 < a < 1/2,
par le lemme de Slutsky, \’;—aﬁ vn | % - 1’ — 69 en loi, et donc en probabilité car la limite est constante. O

Remarque 1.6.2. Cube entre deux boules euclidiennes en grande dimension.

Pour le cube BY, = [-1,1]", le ratio de volume avec la plus petite boule euclidienne qui le contient vérifie

B"(VA) _ IB"(/A)| _ mZn? nin? 1 (ne)g
B! 2t TGHN2tne fpnenygon VAt 2 ) nme

Par ailleurs, concernant la plus grande boule euclidienne qu’il contient, cela donne

BL) 2n T(E+D2n /2715 (5)22" _(2n)%
= —= ~ = an|— > OQ.
B I1B” n? n—co n? e’ n—eo
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FIGURE 1.3 - Illustration du phénomeéne couche mince (thin shell). Dans le cas de la boule euclidienne B} (1/7),
asymptotiquement isotrope, a gauche, la mesure uniforme s’écrase en grande dimension 7z sur la sphere
S$"~1(,/n) qui en constitue 'ensemble des points extrémaux. Plus la dimension n augmente, plus la propor-
tion du bord de la boule par rapport au centre augmente. Dans le cas du cube B/ (v/3n), isotrope, a droite, la
mesure uniforme se concentre en grande dimension 7 autour de la sphere $”!(y/n), qui est a distance bor-
née de I'ensemble des points extrémaux v/37n{+1}". Plus la dimension n augmente, plus I'aspect « pointu » des
points extrémaux du cube s’exacerbe et s’éloigne de I'intuition liée aux basses dimensions visuelles 1, 2, et 3.

Remarque 1.6.3. Volume de la boule unité et de la boule normalisée.

(SE]

T 7'[g ﬂ%n% Zneg
T n ——0 et [B"(Vn)l ~ _ 2o 0.
= —00 nen\% n—oo
2 5 (55)2

n—oo nen n \/ITn n—oo
V275 (3¢)2

IB"| =

1.6.3 Géométrie dela sphére et gaussiennes

Dans des cas symétriques rigides, la loi uniforme a une représentation a base d’ingrédients indépendants.
Théoreme 1.6.4. Gaussiennes et loi uniforme sur les spheéres.

i) Les composantes d'un vecteur aléatoire Z de R” sont i.i.d. de loi A/(0,1) ssi

VA
— et |Z]
|Z]

sont indépendantes de loi Uniforme(S"™!) et y(n) respectivement.

ii) Si X =(X,...,X,) suitla loi uniforme sur $”1 (/%) alors pour tout k = 1 fixé,

loi

prOij(Xl,...,Xn) = (le---ka) m '/V(OJ Ik)-

iii) Si X suit la loi uniforme sur $”~!(,/n) alors pour tout 8 € S 1,

(X,00 =2~ 40, 1).
n—oo

— Le (i) est une représentation de la loi uniforme sur s 1 avec des ingrédients i.i.d.

— Dans (i) 'uniformité de Z/| Z| et son indépendance de | Z| vient de I'invariance par rotation de Z.

— Dans (i) la division de Z par | Z| permet de coller a la géométrie de la sphere, mais rend les composantes
de Z/|Z| dépendantes. Cependant, comme les composantes de Z sont indépendantes, la somme nor-
malisée | Z|?/n = (le +oeot Z,%) /n est déterministe en grande dimension par la LGN, c’est aussi le cas de
|Z|/v/n, d ot I'indépendance en grande dimension (asymptotique n — oo) des composantes de Z/|Z|.

— Linvariance par rotation de la loi de Z n’est compatible avec 'indépendance des composantes de Z que
dans le cas gaussien isotrope d’apres la caractérisation géométrique de Maxwell (théoréeme 1.2.7).

— Le (i) est a comparer avec le (et a distinguer du) théoréme de Cochran.

— Le (ii), connu sous le nom d’observation/lemme/théoréme de Poincaré/Borel, est encore plus ancien!

— Le (iii) est un TLC pour des variables aléatoires dépendantes dont la dépendance est géométrique :
appartenance 2 la spheére. La sphére $”~1(y/n) n'est pas un corps convexe. En revanche le (ii) affirme
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qu’en grande dimension, la loi uniforme sur $~!(,/n) ressemble a la gaussienne, qui est log-concave.
Cela suggere d’étudier le TLC pour le corps convexe B", ce qui qui fait plus loin dans le chapitre.

— Bien qu’isotrope, la sphere $"~!(y/n) n'est pas un corps convexe, mais au vu du phénomeéne couche
mince, elle en est la caricature en grande dimension en quelque sorte, concentrée sur le rayon /7.

— Toutes les projections de dimension k se valent en raison de I'invariance par rotation de la loi. En parti-

loi +.4+X, loi

—— N (0,1), et pour 0 =(\/Lﬁ,..., \/Lﬁ), % ——AOD.

— S""1(y/n) est la plus petite sphére contenant le cube discret : {+1}" ¢ $"!(y/n). Cela conduit 4 appro-
cher certains modeles discrets par des modeles continus gaussiens. Exemple : verres de spins.

— Un théoreme démontré par Gérard Letac en 1981 affirme que si X est un vecteur aléatoire de R", n =3,
tel que P(X = 0) = 0, X a des composantes indépendantes, et X/|X| suit la loi uniforme sur s 1 alors

X est gaussien isotrope. Ce théoréme est plus fort que la caractérisation de Maxwell (théoréeme 1.2.7).

culier, par (iii), pour 8 = e;, X;

Démonstration.

e‘ﬁdx _ rn-le=% drdo.

ii) Nous avons X loi VnZl\Z| avec Z ~ N (0,1) par (i), or (Z,...,Z;) ~ A (0,I}) tandis que la LGN donne
|ZIIyn = \[(Z2+---+ Z3)In 1 en probabilité. Donc 71 (Z1,..., Z) /| Z|

n—oo n—oo
lemme de Slutsky. Alternativement, il est possible de coupler toutes les lois uniformes sur les sphéres en

considérant une unique suite infinie 71, Z,... de v.a.r. i.i.d. de loi .47(0,1), et d’'utiliser la LGN forte pour
obtenir | Z|/n=/(Z?+---+ Z3)In—1ps.dou va(Z,..., Zp) | Z| - (Z1,...,Z;) p.s. donc en loi.
—00

iii) Par invariance par rotation, on peut prendre 8 = e;, et le résultat découle alors du (ii) avec k = 1.

i) Découle d'un passage en coordonnées sphériques ' :

(0, ;) en loi par le

Corollaire 1.6.5. Concentration autour des équateurs et orthogonalité en grande dimension.

i) Soit@eS" !, Hp:= (RO)*, et Eg := HynS"! I'équateur (grand cercle quand 7 = 3) orthogonal 4 6.
Soit X un vecteur aléatoire de loi uniforme sur "~ 1.
Alors en grande dimension, X est concentré dans un voisinage de I'équateur Ey : pour tout r = 0,

S}

r

P(v/ndistgs (X, Hp) = 1) P~ P(Zlzr)<e 2z, Z~AN(01).

ii) Soient X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants de loi uniforme sur $”!.
Alors en grande dimension, ils sont approximativement orthogonaux : pour tout r = 0,

[}

I

P(VnIX, V)= 1) —oPUZlzn=e2, Z~N(0D.

Dessin !

— Tous les équateurs se valent car la loi de X est invariante par rotation (cela peut dérouter I'intuition).
— Le phénomene de concentration gaussien est exploré dans le chapitre suivant.
— Leii) se généralise a un nombre arbitraire fixé N de vecteurs i.i.d. de loi uniforme sur $"1.
Le cas ou N dépend de n donne lieu a un phénomene de seuil étudié dans [20].
— Labsence de préfacteur 2 devant 'expoentielle peut surprendre. Il s’avere que la queue de distribution
gaussienne est encore plus petite! Des développements récents se trouvent dans [4].

)

Démonstration. Laloi A (0,1) est concentrée autour de I'origine : pour tout 7 =20, P(|1Z| = 1) = erfc(\%) <e 7.
i) Découle du fait que distrn (X, Hp) = [(X,0)| et du théoréme précédent (théoreme 1.6.4). Intuition géomé-

trique : en grande dimension, X estloin de 8, c’est-a-dire presque orthogonal, donc proche de Ey (dessin!).
ii) En combinant le théoréme de Fubini-Tonelli, 'indépendance 11 de X et Y, I'invariance par rotation de la

loi de X, et le théoreme précédent (théoreme 1.6.4), il vient

POWAIKX, Y 2 1) = EQ iy pyer) = f ( f Uy ior Px (A0 Py (dy)

(S}

r

=f|F’(I<\/ﬁX,y>| = Pydy) =P(VnX, el zr) — P(Zlzr)<e 7.

10. Au passage, cela fournit une astuce géométrico-probabiliste pour retrouver sans effort la formule de la densité de la loi y (n).
11. Avec un peu plus de culture en probabilités, cela revient a conditionner par Y = 6 et a exploiter I'indépendance de X et Y. Cet
exemple illustre un fait général : en cas d’'indépendance, conditionner est superflu et I'usage du théoreme Fubini-Tonelli suffit.
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Alternativement, on peut écrire X = % etY = % avec Z et Z' indépendants de loi A4 (0, I,,), et utiliser le

TLC pour variables i.i.d., la loi des grands nombires, et le lemme de Slutsky, pour obtenir

n_zz n_z7

=170 =TT () 4 o(1) — N,
—00

Wn+o1)2  Vn

Vi(X,Y)=vn

Remarque 1.6.6. Isopérimétrie de Lévy-Gromov.

Un équateur partage la sphere S~! en deux hémispheres, et les hémispheres sont des calottes sphé-
riques particulieres. Plus généralement, a une calotte sphérique est associée une calotte sphérique
complémentaire, et 'une des deux est de mesure > 1/2 pour la loi uniforme sur $”~!. La plus grande
peut étre vue comme un voisinage d'une hémisphere, et en particulier d'un équateur, et il découle du
corollaire 1.6.5 que sa mesure est tres rapidement proche de 1. Vers 1919, Paul Lévy a découvert un
raffinement géométrique de ce phénomene : les calottes sphériques ont une mesure de bord minimale
parmi les parties de la spheére de méme mesure, et ce sont les seules, c’est-a-dire qu’elles constituent
les ensembles extrémaux pour le probléme isopérimétrique sphérique. Le caractére adimensionnel de
I'isopérimétrie sphérique est gaussien : en projetant comme dans le théoréme 1.6.4, I'isopérimétrie
sphérique donne 'isopérimétrie gaussienne, pour laquelle les ensembles extrémaux sont les demi-es-
paces, projetés des calottes sphériques en grande dimension. D’autre part, 'extrémalité isopérimé-
trique des calottes sphériques fait sens intuitivement au vu du fait que les boules euclidiennes sont
les ensembles extrémaux pour le probleme isopérimétrique sur R” (équipé de la mesure de Lebesgue).
Vitali Milman a utilisé vers 1971 le phénomeéne de concentration de la mesure gaussien lié a I'isopé-
rimétrie sphérique pour fournir une preuve probabiliste du théoreme de Dvoretzky sur I'existence de
sections presque ellipsoidales des corps convexes en grande dimension, un résultat emblématique du
domaine. Cette approche novatrice a séduit Mikhail Gromov, qui a notamment démontré ensuite vers
1980 que le phénomene découvert par Paul Lévy restait valable pour les variétés riemanniennes com-
pactes a courbure de Ricci minorée par une constante positive, ce qui est une comparaison a la sphere.
Vers 1996, ce théoréme de Gromov a été revisité et étendu grace aux semi-groupes de Markov par Domi-
nique Bakry et Michel Ledoux, en s’appuyant sur une traduction fonctionnelle de type Sobolev obtenue
par Sergey Bobkov, et explorée a nouveau vers 2000 notamment par Franck Barthe et Bernard Maurey.

1.6.4 Principe d’Archimede et TLC pour la boule euclidienne

Géomeétrie et probabilités élémentaires :

Lemme 1.6.7. Loi des projections sphériques.

Si X = (Xi,...,X,) suit la loi uniforme sur $”~! alors pour tout 1 < k < n,

(X X2 = x2 2 k n-k
Lo X7 = X7 +---+ X[ ~Beta 5 .

— Toutes les projections de dimension k se valent car la loi est invariante par rotation.
. . . loi — _
— Lorsque n = 2 et k = 1, par invariance par rotation, [(X,0)| 2 | X3 12 ~ Beta(%, ”Tl), pour tout 0 € sk-1,
Donc la projection (X,0) = 01 Xj +--- + 0, X,, sur un diameétre quelconque 6 € S"~! a pour densité
n
I'(3)
n-1
Var(%5)

C’est la formule de Funk-Hecke. Il s’agit d'une loi Beta sur [-1, 1]. En particulier :

— sin=2, c'estlaloidel'arsinus de densité ﬁﬂm[—l,ll

n=3
reER— (1—=1%)"2 Teo11)-

— sin=3, c'estlaloi uniforme de densité %ﬂte[—l,l] (cas particulier du principe d’Archimede)

— sin=4, c’estlaloi du demi-cercle de densité 2 }I’tz Trer-1,11
. 2 _2 loi L L
— sin — oo, comme (1-— %)” — e~z ontrouve /n(X,0) LN A(0,1), ce quirejoint le théoreme 1.6.4,
n—oo

etil en découle en particulier que (X, 6) converge en loi vers 6, quand n — oo (donc en probabilité).
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Démonstration. Par le théoréme 1.6.4, x'Y % avec Z ~ A (0,1,),donc Y := (X, ..., X) vérifie

2101 Z12+"‘+Z]%
= (Z24-+ 7))+ (22 +---+ 7%
1 k k+1 n
Or il est connu que si A et B sont indépendantes avec A ~ y?(a) et B ~ y(b) alors ATAB ~ Beta(, g). O

De la sphere (euclidienne) a la boule (euclidienne) par projection :
Théoréme 1.6.8. Principe d’Archimede et représentation de la loi uniforme sur la boule euclidienne.

i) Principe d’Archimede :
Sin=3etsi X =(Xj,...,X,) est un vecteur aléatoire de R” de loi uniforme sur la sphére sn-1
alors sa projection (Xj, ..., X;—2) sur R"~2 suit la loi uniforme sur la boule unité B" 2.

ii) Principe d’Archimede renversé ou représentation de la loi uniforme sur la boule :
Sinz=1let 7,...,Z, sonti.i.d. deloi .#(0,1) indépendantes de E ~ Exp(1), alors

(Z1,...,2Zn)
\/Z2+-+Z2+2E

— 11 s'agit bien de '’Archimeéde !? de la Gréce antique, celui donc de la poussée du méme nom. Mais on
prendra garde a ne pas confondre ce qu'on appelle ici principe d’Archimeéde, théoréme sur la sphere et
le cylindre, avec le principe du méme Archimede lié a la poussée d’Archimede et au fameux Euréka.

— Toutes les projections de dimension k se valent car la loi est invariante par rotation.

— Pourle cas n = 3, considéré historiquement par Archimede, la projection de la loi uniforme sur la sphere
de R3 sur un diamétre suit la loi uniforme sur le diameétre. Cela coincide avec la formule de Funk-Hecke.

— On ne peut pas remplacer n—2 par n—1 dans le principe d’Archimeéde, contre-exemple : cas n =2 de la
formule de Funk-Hecke, pour lequel la projection suit la loi de I'arcsinus et non pas la loi uniforme.

suit la loi uniforme sur la boule B".

Démonstration.

i) Quand n = 3, il s’agit d’établir que la projection sur un diametre est uniforme, cela coincide avec la formule
de Funk-Hecke, et découle également du résultat antique d’Archimeéde (cylindre et sphere) : la surface
d’une calotte sphérique est égale a I’élévation entre son bord et son pole (fois 27). Le lien entre géométrie
et probabilité se fait ici, et comme souvent, via la proportionnalité entre surfaces ou volumes.

Pour le cas général, on pose Y := (X,..., X;—2), qui prend ses valeurs dans B”~2. La loi de Y hérite de celle
de X l'invariance par rotation. Son uniformité s'obtient en examinant la loi de |Y|. Le lemme 1.6.7 avec

k=n-2 donne |Y|? ~ Beta(”T_z,l), qui a pour densité r € [0,1] — ”T_zrnT_‘l, et donc |Y| a pour densité

ref0,1]— ”T*ZZr(rz)"Tf4 = (n—-2)r"3, qui est bien la loi du rayon de la loi uniforme sur B" 2.

+22,, ~ (x*(1))*? = Gamma(3, 1) = Exp(}).

ii) Découle du (i) et du théoreme 1.6.4 via Z> oy

n+1

Corollaire 1.6.9. TLC pour la loi uniforme sur la boule euclidienne.

Si X suit la loi uniforme sur la boule B" (/) alors pour toute direction 6 € S”~! on a

(X,0) —— ¥ (0,1).

lo
n—oo

— C’est’analogue pour les boules du TLC pour les sphéres du théoréeme 1.6.4.
C’est un TLC pour un corps convexe non-produit.
Cela compléte les TLC déja démontrés : spheres (non-convexe), et cube (produit).

12. Archimede de Syracuse (-287 — -212) a démontré que si on place une sphere dans un cylindre ajusté alors I'aire du cylindre est égale
al'aire de la sphere elle-méme. Archimede était si fier de ce résultat qu'il a fait graver la figure sur sa pierre tombale. C’est cette gravure qui
a permis a son admirateur Cicéron (-106 — -43) d’identifier sa tombe et de la restaurer, en -75, pres d’'un siécle et demi aprés son meurtre
lors du siege de Syracuse par un soldat romain ignorant. En fait Archimede est méme plus précis : si on coupe le tout en deux par un plan
perpendiculaire au cylindre, les parties supérieure et inférieure vérifient encore la propriété. Pour en savoir plus : [55, 64, 10].

Voir aussi https://en.wikipedia.org/wiki/On_the_Sphere_and_Cylinder
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— Toutes les directions se valent car la loi est invariante par rotation. Ce TLC pour le corps convexe B" est
donc valable quelque soit la direction . Comme déja mentionné, certaines directions sont impossibles
pour certains corps convexes comme le cube par exemple.

loi _( 1 1
— W(O,l)etpour@-(\/ﬁ,...,\/ﬁ), 7

Xi+-+ X, lo

— En particulier, pour 8 = ey, on obtient X3 ;—1——» N(0,1).
—00

Démonstration. Parle principe d’Archimede renversé (théoréme 1.6.8), X loi VI(ZE+-+ Z242E) V(2. Zy)
otiles Z1,...,Z, sontii.d. ./ (0,1) indépendantes de E ~ Exp(1). Donc pour tout § € S"~!,

<(Zl)--"Zn),0>
\/ZE 4+ Z2+2E

Or {(Z1,...,7Zn),0) ~ A (0,10)> = 1), le +eeet Z,% +2E =v/n(1+0(1)) p.s. par LGN, et par le lemme de Slutsky,

X002 vn

(X,0) —— 0; N(0,1).

1

Unif(B" (v/n) = Unif(S" ™! (V) = A (0, I,) = Unif({-1,1}")

FIGURE 1.4 — Equivalences en grande dimension 7.

Remarque 1.6.10. Loi uniforme sur 82‘1 etB).

Si la loi uniforme sur 82‘1 et B;, pour p =2 est représentable avec des gaussiennes, quid du cas p # 2?2

i) Les composantes d'un vecteur aléatoire X de RY sont i.i.d. de loi Exp(1) = Gamma(l, 1) ssi

— et | Xh=X3+--+X
X1 g

sont indépendantes, de loi Uniforme(S{"l NRY) et Gamma(n,1) = (Exp(1))*". Plus généralement,
pour tout p, les composantes d’un vecteur aléatoire X de RY sonti.i.d. deloi L, de densité

X
= pfl e 1z ssi —— et [X|h=X] 4+ X]
I'(p™) X1,

sont indépendantes de lois Uniforme(§l’§‘1 NRY) et L,,". Pour en savoir plus : [73].

ii) X f ~ Exp(1). Laloi uniforme sur Sl’;‘l et [EBZ s’obtiennent respectivement avec des signes aléatoires
(symétrisation), puis en rajoutant une variable aléatoire indépendante au dénominateur comme
dans le principe d’Archimede renversé. Cette représentation a base d’ingrédients indépendants
permet d’établir le TLC et couche mince pour [EBZ pour tout p. Pour en savoir plus : [9].

Remarque 1.6.11. Algorithme de simulation.

La représentation de la loi uniforme sur SQ‘I et [EBZ a base d’ingrédients indépendants permet I'ana-
lyse mathématique, mais aussi la simulation. Pour p = 2 via des v.a.r. i.i.d. gaussiennes, pour p = 1 via
des v.a.r. i.i.d. exponentielles, etc. Dans le cas spécial p = 1, la loi uniforme sur le simplexe S?‘l nRY
n'est rien d’autre que Dirichlet(l,..., 1), simulable via le réordonnement de v.a.r. i.i.d. uniformes sur
[0,1] (statistique d’ordre), et il s’agit la d'une représentation alternative a base d’ingrédient indépen-
dants. C’est 'occasion de souligner qu’au bout du compte, la simulation, méme en grande dimension,
se réduit a celle d'une suite de 0 et de 1 de loi de Bernoulli symétrique, trinité universelle : 0, 1, co.
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Remarque 1.6.12. Loi uniforme sur la sphére et projection stéréographique.

Soit 7 la projection stéréographique de la sphére $"~! de R”, n = 2, sur I'hyperplan de R” d’équation
X, = 0 orthogonal a e, identifié 4 R"~!. Pour tout x € $"~!, ona“

(%) :( X1 Xn-1 )

1-x, " 1=x,)

Le pole nord e, est bien singulier et joue le réle de point a I'infini, tandis que les points de 'équateur

n-1 ~mn-1 _ n-1., _ 2 1=xh  l4xp a1 n-1
S NR ={xeS : X, = 0} sont fixes. Comme |7 (x)|° = T = Toxy il vient, pour tout y e R,
n n

25 2y1 |J’|2—1)

-1 _
T (y)—(1+|y|2,..., 1Ty e+

La projection stéréographique 7 est un difféomorphisme entre $"~ !\ {e,} et R""!, qui est de plus
conforme (préserve les angles). Soit X de loi uniforme sur $"~!. Un calcul de jacobien (changement
de variable) montre que 7(X) suit la loi a queue lourde radiale (loi de Cauchy quand 7 = 2) de densité

1 7'[%

XERn_l*—’— ouw £L=——F7-—.
ZA+]x2)n-1 2n-21(Z)

. . . . o 2 (e _ _—
Laloi de #(X) estinvariante par rotation. Peut-on exploiter lim,, ., (1+ %) =) = e="2" ce quirevient

a comparer la loi de 7 (X) ala loi gaussienne A4 (0 L 1 1) dans R"~!? En fait |7(X)| a pour densité

12n
r? T(2-DI(%)
r—————— ou Z;i=—"—7—>
Zn(1+r2)”‘1 r(nT—l)z
(reliée a la loi de Student). Par conséquent
o] n—1 r(2-1\T(2
[E(In(X)|)=/ A (z-1r(5) )
0 Zn(1+r2)” 1 r(n__l)z n—o0
2
“ 2 n-3 n n+l
*® n on=2p (23 (2 (2Ll
[E(|n(X)|2)=f " = ( z_)1 (2)r (%)
Zy(l+r=)n \/ﬁr(”T)l"(n_l) n—00

en particulier Var(| (X)) —— 0, ce qui évoque le phénomene couche mince.
n—oo

a. Pour en mesurer I'impact symbolique : c’est 'unique formule figurant dans le mémoire d’habilitation de quelques pages
de Bernhard Riemann (1826 — 1866), achevé a Gottingen en 1854, et intitulé A propos des hypothéses sous-jacentes a la géométrie.

Dessin

FIGURE 1.5 — Une projection stéréographique, symbole du portail Wikipédia de la géométrie.
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FIGURE 1.6 — A gauche, un portrait d’Archimede sur I'avers de la médaille Fields, son nom en grec, une date,
et une citation latine du poéte Marcus Manilius : « Transire suum pectus mundoque potiri (s'élever au-dessus de
soi-méme et conquérir le monde) ». A droite, au revers de la médaille, une phrase en latin : « Congregati ex toto
orbe mathematici ob scripta insignia tribuere (les mathématiciens rassemblés du monde entier ont récompensé
pour des contributions exceptionnelles) » et aI'arriere-plan, la tombe d’Archimede, avec la gravure de son théo-
reme « De la sphere et du cylindre » disposée derriere un rameau, ce qui correspond au cas n = 3 du théoréeme
1.6.8. La tranche de la médaille, non reproduite ici, porte le nom du lauréat.

1.6.5 Théoréme de Carathéodory et méthode empirique de Maurey

Rappelons que 'enveloppe convexe d’'une partie A d'un espace vectoriel est définie par

co(d) = ) con(4) ot con(A) ={¥ Aixiixie AN e01,) Ai=1},

n=1 i=1 i=1
C’est donc I'ensemble des moyennes des lois de probabilité discrétes, a nombre fini d’atomes, portées par A.

Théoréme 1.6.13. Représentation probabiliste de Carathéodory de I'enveloppe convexe.

Pour tout Ac [R{d, nous avons co(A) = UZ:% coy,(A).

Démonstration. Soient x = Z?zl Aixijeco(A),n=1,x;€ A A; €[0,1], ?:1 Ai=1.A présent, si n > d +1, alors
les n—1 > d vecteurs x; — Xy, ..., Xn—1 — X, de R? sont linéairements dépendants, donc Z?:1 Wix; =0 pour des
réels uy,..., ty—1 non tous nuls, avec y, := _Z?:_ll U;. Par conséquent, nous avons x = Z?zl()t,- +60u;)x; pour
tout réel 8. Nous pouvons maintenant sélectionner 6 pour exprimer x comme une combinaison convexe de
n—1 points. Le résultat désiré s’obtient enfin en répétant 'argument n — (d + 1) fois.

Cette preuve est constructive. Le cas du simplexe A = {0, ey,...,e4} R“ montre que d + 1 est optimal. O
Théoreme 1.6.14. Variante empirique et adimensionnelle.

Si E est un espace de Hilbert séparable et A c E borné, alors il existe une constante ¢ = c¢(A) t.q. pour

tout x € co(A) et tout n = 1, il existe x1,...,x, € At.q. Ix—% ?:1 Xil < \/Lﬁ

Ce théoréme est utile notamment pour étudier les discrétisations des corps convexes.
Lorsque H est de dimension infinie, la définition de I’espérance des v.a. a valeur dans H et sa compabilité
avec I'indépendance se fait avec une base hilbertienne ou avec le théoréme de représentation de Riesz.

Démonstration. Nous adoptons la méthode empirique de (Bernard) Maurey ou méthode probabiliste de (Paul)
Erdés. Elle devient constructive par Monte Carlo. Comme x € co(A), il existe une mesure de probabilité p portée
par A et de moyenne x. Soient (X;);>; des v.a.i.i.d. de loi u. Alors E(X;) = x, et pour tout n =1,

[E(|x—liX'|2):i i E((X; -2, X - ) = ~E(X —x|2):c—2
= n?z ! no n

Par conséquent, il existe au moins w tel que |x — % ?:1 Xi(w)| < \/iﬁ 11 suffit alors de poser x; = X;(w). O
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Chapitre 2

Phénomeéne de concentration de la mesure
Me 12/02
Abordé en cours :
— Inégalité de Hoeffding en admettant transformée de Laplace sur [a, b]
— Inégalité de Hoeffding auto-normalisée
— ISL gaussienne en admettant la régularisation
— ISL et Laplace des Lipschitz sous-gaussienne (méthode de Herbst) en admettant la régularisation
— ISL et concentration de la moyenne empirique sous ISL

2.1 Inégalité de Hoeffding et concentration de la mesure

Le phénomene de concentration de la mesure en gros et en bref : si (Xj,..., X)) est un vecteur aléatoire
a composantes suffisamment peu dépendantes et si f,(Xj,...,X,) en est une fonction suffisamment inté-
grable et suffisamment peu dépendante en chaque composante, alors f;,(X,..., X;) se rapproche de son espé-
rance E(f,(X;,..., X)) en grande dimension 7n. La mesure qui se concentre en grande dimension est la loi de
fn(Xa,..., X;). Lamoyenne empirique f(Xy,...,X,) = % est I'exemple le plus emblématique. Plus géné-
ralement, pour capturer le phénomeéne de concentration, une approche consiste a utiliser I'inégalité de Markov
pour controdler une déviation d'une fonction croissante de la fonctionnelle aléatoire d’'intérét, ce qui revient a
contréler un moment : d’ordre 2 pour I'inégalité de Tchebychev, exponentiel pour I'inégalité de Chernoff.

Une instance simple et emblématique du phénomene de concentration de la mesure est la suivante :

Théoreme 2.1.1. Inégalité de Hoeffding pour une somme de variables bornées.
SiS,:=X;+---+X,o0uXj,..., X, sontindépendantes, X; a valeurs dans [a;, b;], alors pour tout ¢ =0,

212 )

P(S;,—-E(Sy) =1 < exp(— m
=1\t 4

— Contient la « gaussienne binaire » %(6 _1+01), loi de Rademacher, Bernoulli symétrique sur {—1, 1}.

— Oscillation : osc(X;) = max(X;) — min(X;) < b; — a;, diametre de 'ensemble X (Q), < 2| X; |l et plus fin.
— La preuve est aussi importante que le théoreme.

— On passe de I'inégalité de déviation a la concentration en appliquant la déviation aux —X; :

21
PUS, —ES)I =10 =P(S, —ESp) =2 0) +P(=S, —E(-Sp) =1 =2 - |
(180 ~E(Sp)| = 1) SP(S, —E(S) = 1)+ P(=S, ~E(=$,) = 1) < 2exp| Z;Ll(bi—ai)z)

Démonstration. Inégalité sur la transformée de Laplace. Si X est a valeurs dans [a, b] alors pour tout 6 = 0,

Ee) <e” U soE 0,

En effet, par translation on se rameéne au cas E(X) = 0 et on alors forcément a < 0 < b. Ensuite, pour tout
x€[a,b],onael < %e(’“ + ﬁeeb par convexité de u — e pour la combinaison convexe x = %a +3=2b.

En posant p = —a/(b—a) et f(u) =log((1-p)e P¥+ pe(l‘p)”) =—pu+log(l-p+ pe"), il vient, grace aE(X) =0,

Fe@X)< D _o0a_ & 0b_ fOb-a)
" b-a b—a
Aprésent,ona f'(u) = —p+pe’/(1-p+pe)et! f'(u) = pA-p)e*/(1-p+pe')? < i, etcomme f(0) = f/(0) =0,
on obtient f(u) < u?/8, d’otr I'inégalité annoncée sur la transformée de Laplace de X a valeurs dans [a, b].

AB

1 _ -
A+ < gzavecA=1-petB=pe’.

1. 1l suffit d'utiliser I'inégalité
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Inégalité de déviation. Pour tout t = 0, en introduisant le parameétre libre 8 > 0, en utilisant I'inégalité de
Markov, I'indépendance, et la majoration de la transformée de Laplace précédente, on obtient? :

n 2 n
P(Sp—E(Sp) = £) = PO(S, — E(Sy) = 08) < e IE(e! S ES)) = o0 [ e Ki-EXD)) < o 01+ XL, bimai)?,
i=1

Le membre de droite est minimal pour le choix (optimal) 8 =4t/ Zl'.’zl (b; — a;)?, d’ol1 le résultat. O

Quand les X; sont i.i.d. et dans [a, b], on a (b; — a;)? + -+ + (b, — a,)? = n(b— a)?, d'oly, pour t = nr, r 20,

2nr?

p(| = b aE)

—[E(X1)| > r) SZexp(—

qui exprime une concentration quand n — oo, mais aussi, par dilatation ou avec t = v/nr, r =0,

B ] =)o - 2 )

qui est une version non-asymptotique, on dit quantitative, du TLC. Le membre de droite ne dépend pas de n.

Linégalité de Hoeffding possede de nombreuses variantes et extensions, comme l'inégalité de Bernstein,
démontrée en TD, pour les sommes de variables aléatoires de variance finie (plutdt que bornées).

Plus généralement, on parle de concentration sous-gaussienne, sous-poissonienne, et sous-exponentielle
quand la borne est en exp(—crz), exp(—crlogr), exp(—cr), par comparaison a la queue de distribution de ces
lois. Idem pour les majorations sur la transformée de Laplace. Dans le fil des travaux de Chernoff, Hoeffding,
et Bernstein, mais aussi Kolmogorov et Prokhorov, les inégalités de concentration ont été développées pour les
besoins de la statistique, de I'analyse des algorithmes, et de 'optimisation combinatoire randomisée : inégalité
de Dvoretzky-Kiefer-Wolfovitz, de Azuma, de McDiarmid, d’Efron-Stein, etc.

P(va

n

Corollaire 2.1.2. Inégalité de Hoeffding pour somme de variables symétriques auto-normalisée.

Si Xi,..., X, sont réelles indépendantes, symétriques, et sans atome en 0, alors pour tout réel £ = 0,

2 Xy +-+ X,
P(T,zH=<e 2 ou Tji=——.
\VXP++ XA

— Ce résultat suivant est dti a Bradley Efron (1969), cf. [34].

— Comme les hypothéses sont vérifiées par les — X;, on obtient P(|T,| = 1) < 2e_§ .

— On apprécie I'absence d’hypothése de support ou de moment sur les X;. Queues lourdes admises.

— La preuve est plus importante que le résultat : exploitation de 1’aléa des signes pour concentrer.

— X est symétrique lorsque X et —X ont méme loi, et X a un atome en x lorsque P(X = x) > 0.

— La symétrie assure que le signe de X; est de loi de Rademacher %6 1+ %6 -1, indépendant de la valeur
absolue | X;|, tandis que la normalisation X12 +o 4 Xfl ne dépend que des valeurs absolues. Si X; = €; R;
avec R; =0ete¢; deloi pd, + (1 - p)d_1, indépendante de R;, alors E(X;) = E(e;)E(R;) = 2p — DE(R)).

— Labsence d’atome en 0 assure que X12 +++-+ X2 >0 p.s. et permet donc de diviser par cette quantité.

— SiE(X?) < oo alors parla LGN, X? + -+ X7 ~ .o 1 p.s. €t par lemme de Slutsky etle TLC, T, — .A4/(0,1)
en loi quand n — oo. Siles X; ne sont pas de carré intégrable, 'analyse est différente, cf. chapitre 5.

— Linégalité de Cauchy-Schwarz indique que T, prend ses valeurs dans [-+/n,/n]. Lorsque Xj,..., X,
sonti.i.d. de loi %6_1 + %61, alors X12 +eet X,21 = n, et on retrouve le S;, du théoreme 2.1.1.

— Dans un esprit géométrique, T, = (Uy,0,) ou Uy, := Ty et0,:=(1,...,1)/\/ne S"1 Par conséquent,
siles X; sont deloi .4 (0,1), alors U, suit la loi uniforme sur la sphére $”~!(/n), et on retrouve un com-
portement sous-gaussien compatible avec le TLC pour la loi uniforme sur la sphere (théoréme 1.6.4). Le
vecteur aléatoire Uy, a les symétries du cube [—1,1]", qui viennent des signes €1, ..., €.

— Dans un esprit statistique, pour tout r = 0,

2 n Y2
nr -  Xi++X 2 (Xi—Xp)
—) U X,:= AT o G2 = Zi=1 7t TN
2(n—1+r?2) n n-1

’

P(’\/ﬁz—:

= r) SZexp(—

X2 X
Car (n—1)6% = X2 + -+ + X2 - B2 et pour tout r 2 0, {\/ﬁfff—: > r} ={Tn >r, /#} Lorsque
les X; sont ./ (0,1), alors la studentisation qui découle du théoréme de Cochran indique que v/7X,,/Gp,
suit une loi de Student £(n — 1) qui est 2 queue lourde, de densité u — (1 + u?/(n—1))""'2.

2. On parle parfois d’inégalité de déviation a droite par transformée de Laplace, ou de borne de Chernoff.
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Démonstration. Comme pour tout i les variables X; et —X; ont méme loi sans atome en 0, la variable ¢; :=
sign(X;) vérifie P(e; = +1) = 1/2 (loi de Rademacher, Bernoulli symétrique sur {—1,1}), et (| X1],...,1X,]) et
(€1,...,€,) sont indépendants. Par le théoreme de Fubini-Tonelli3, en notant T}, := v(Xil,..., 1 Xnl, €1,...,€n),

P(Ty =z 1) =E(17,2,) = ff Ty=edPxp),... 1%, AP e

E1r +--+Epry
Oy, 1) =By, e menzt) =P@W 0L, Tn €1, Q) 2 ) =P | —/——— =71
rEde s

Or @(r1,...,tn) =P(Zy+-++ Zy = 1) o Zi i=&;ri/\[ 17 +---+ 75, et T osc(Z)? = X1 4r?/(rE +---+ 1) < 4,
E(Z;) = 0. Par I'inégalité de Hoeffding du théoreme 2.1.1, P(Z; +---+ Z, = 1) < exp(—tZ/Z), uniformeenr;! 0O

Sur le versant géométrique, le phénomene de concentration de la mesure a été exploré a l’origine notam-
ment par Vitali Milman*, en rapport avec la concentration gaussienne autour des équateurs de la mesure uni-
forme sur la spheére (mise en évidence par le corollaire 1.6.5 du théoréme 1.6.4). Cela s’exprime également pour
les fonctions Lipschitz sous la mesure gaussienne comme suit : si F : R” — R est une fonction Lipschitz avec

I FllLip < 1, par exemple F(xy, ..., Xp) = %, alors pour tout r = 0,

" F—dey”

Cette estimée quantitative estindépendante de la dimension 7, on dit adimensionnelle. Elle s’étend a des gaus-
siennes de dimension infinie®, et est emblématique de I’analyse gaussienne. Par ailleurs, et comme nous allons
le voir, la concentration de la mesure gaussienne pour les fonctions Lipschitz découle de I'inégalité de Sobo-
lev logarithmique, une inégalité fonctionnelle qui s’avere étre adimensionnelle, vraie pour les gaussiennes, et
reliée au probleme du transport optimal (et aux processus de Markov). Suite a I'impulsion de Vitali Milman, la
concentration de la mesure géométrique et fonctionnelle a été popularisée et développée notamment par Mi-
khail Gromov, Michel Talagrand, Bernard Maurey, Gilles Pisier, Michel Ledoux, Sergey Bobkov, et bien d’autres.

r2
> r) <2e 2.

2.2 Lemme de Johnson-Lindenstrauss sur la réduction de dimension

Lemme 2.2.1. de Johnson - Lindenstrauss pour la réduction de dimension.

Pour tous n, N = 1 et toute partie S < R” de cardinal N, tout 0 < &€ < 1, et tout k > i—ﬁ logN,
il existe A € 4, ,(R) telle que pour tous x, y € S, x # y,

Ax—A
\/l—ss%s 1+e.
xX=y

En d’autres termes, il est possible de plonger quasi-isométriquement N points de R” dans RO108N)
Démonstration. La propriété s’écrit aussi ||A(x—y) 12—|x— y|2| <eglx— y|2. SiRy,...,Ri sontleslignes de A, alors
2_ % 2
JA(x=))I° =Y _(Ri,x—p)°.
i=1

Si A est une matrice aléatoire avec Ry,..., Ry ii.d. A4(0, %In), alors (R;,x — y) ~ H&(0, %Ix - y|2), tandis que
(R;,x— y)? est y?, et cela suggere d’exploiter le phénomene de concentration de la mesure de la loi du y? pour
obtenir que |A(x — y)|? est proche de sa moyenne |x — y|?, pour de petites déviations par rapport a la moyenne.

Soient Zi, ..., Z; des v.a.r. i.i.d. de loi .4 (0,02). Pour tout 6 < =+

2927
-00? 2 —-00?
e 2_ u? e
E(e?% ") = —feg” 2? dy= ————.
210 V1-2002

3. En termes probabilistes, cela revient a conditionner par les valeurs absolues, et exploiter leur indépendance avec les signes.
4. Inspiré par I'inégalité isopérimétrique de Paul Lévy, pour démontrer le théoreme de Dvoretzky sur les corps convexes.
5. Comme par exemple la mesure de Wiener, gaussienne sur 6 (R4, [R{d), loi des trajectoires du mouvement brownien.
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Par inégalité de Markov, pourtous0<e<let0<f< 2%,
1& _ 2 2052
IP(% Z(Ziz_o_z) 2502) < e k(00> (1+e)+logV1-200?)
i=1

La valeur optimale de 0 = < # et 'inégalité ¢ —log(1+¢€) = é, 0< e <1, donnent

e
202(1+¢)
1 & k
IP(% Y (Zi-0%) = 502) <e v
i=1

La méme méthode pour —(Z7 - 0%) avec 6 = et—e—log(l—¢) = £ 0<e<1,donne

£
202(1-¢)

k
IP(— Z(Ziz_az) 2502) < e~ 5007 (e-1)+logV1+2007) _ o~5e®

D’ol, par la borne de I'union, pour tout 0 < £ < 1, la majoration suivante qui ne dépend pas de o :
1 k k2
P('E > Zl-2 —02| > 80'2) <2e 8%,
i=1

Maintenant, comme Ry, ..., R sonti.i.d. de loi A4(0, %In), il vient que pour tout x € R", |Ax|? = Zle (R;, x)? est
de méme loi que %Zle Z% avec 0% = |x|?, donc pour tout 0 <& <1,

P(|lAGE - x| = elx?) < 265",
La borne ne dépend pas de x. Par conséquent, en utilisant la borne de I'union, pour tout0 < ¢ <1,
P(3x,y € S:[1AG— )P ~Lx = yI?| > elx = yP) < 15 maxP(|| ACe= ) =6 - yI2| > elx - yI?) < 2N%e 5"
X,y€

2
Sik> %, alors la probabilité a gauche est < 1, donc il existe w pour lequel || A(x - y)[> = |x— y|?| < €| x— y|?
pour tous x, y € S. Cette méthode probabiliste devient constructive avec Monte Carlo. La probabilité de trouver

un tel w diminue lorsque € ou k diminuent, ou lorsque N augmente, ce qui fait sens. O

2.3 Inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne

Pour toute mesure de probabilité u sur E et f: E — R, telle que f € L' (i), on pose, avec 0log(0) := 0,

f
——dp.
[ fdu
Linégalité de Jensen pour la fonction strictement convexe u € R, — ulog(u) assure que Ent,(f) € [0, +o0] et
Ent,(f) = 0ssi f =0 (presque sirement pour ). Selon le point de vue, la fonctionnelle Ent, est une...
— entropie relative ou divergence de Kullback-Leibler (théorie de I'information, statistique)
— énergie libre de Helmholtz (physique statistique).

Ent,(f) _/flog(f)du ffdulogffdu H(vlu)ffdu ou dv:=

Lemme 2.3.1. Formule variationnelle pour I'entropie relative.

Pour toute mesure de probabilité u sur E et tout f: E — Ry, f € L'(u), on ala linéarisation
Ent,(f) = sup{ffgdu : fegdu < 1}, supremum atteint pour g =log(f) —logffdu.
En particulier, 'inégalité < 1 peut étre remplacée par |'égalité = 1.

Démonstration. Découle de I'inégalité de convexité élémentaire uv < ulog(u) — u + e valable pour u = 0 et
v € R. Alternativement, et dans un registre plus fonctionnel, aprés s'étre ramené par homogénéité a [ fdu =1,
il est possible d’utiliser I'inégalité de Jensen pour la fonction concave log et la mesure de probabilité fdu:

ffgdy:fflog(f)d,u+flog(§)fdysfflog(f)dy+logf ?fd,us[flog(f)du.

Voir aussi la remarque 2.5.6 pour l'interprétation en terme de transformée de Legendre (dualité convexe). [
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Lemme 2.3.2. Tensorisation de I'entropie relative.

Si yy,..., 4, sont des mesures de probabilités sur Ej,...,E, etsi yp = ®--- ® 4, estla mesure produit

sur I'espace produit E = Ej x --- x E,, alors pour tout f: E—R,, f € L'(u), ona
n
Ent,(f) < )_ | Ent,, (Hdpy,
i=1

ou Enty, (f) désigne I'entropie relative calculée sur la i-éme coordonnée en fixant les autres.

Démonstration. Par récurrence sur n, il suffit de traiter le cas n = 2. Soit g : E — R telle que [e8du=1.0na

g=g1+g avec g1::g—logfegdu1 et gg:zlogfegdul,

de sorte que fe8'du; =1 et [e82dyy = 1. La formule variationnelle du lemme 2.3.1 pour y; et g; donne

ffgld,u1+ffg2d,u2sEntMl(f)+Ent”2(f), d’ou ffgd,ustntH1 (f)du1+fEntﬂ2(f)d,u2,

et il ne reste plus qu’a utiliser a nouveau la formule variationnelle du lemme 2.3.1, cette fois pour et g.

Théoreme 2.3.3. Inégalité de Sobolev logarithmique (ISL) gaussienne.

Pour tout n = 1 et toute fonction f € 1?2 yYHne 2R, R), I'inégalité suivante a lieu dans [0, +o0] :
Enty (f?) < 2[ IV f12dy".

De plus la constante 2 est optimale au sens oi1 I'égalité est atteinte pour f2(x) = e, 1 e R".

O

— ISL compare deux quantités, homogenes d’ordre 2, qui mesurent la non-constance de f.

On dit aussi « log-Sobolev », «log-Sob », et méme parfois « sobolog ».

La classe de fonctions test et les deux membres sont homogeénes par multiplication par une constante.
Linégalité n’est utile que lorsque le second membre est fini: |V f| € L?(y").

Des techniques de régularisation permettent d’étendre I'inégalité 4 I’espace de Sobolev H? (y") = W12 (y™).
C’est une inégalité fonctionnelle, tout comme I'inégalité de Sobolev, qui a inspiré son nom. En I'écrivant

fleog(fz)dy”sffzdy"logffzdy”+2fIVfIZd)/",

elle permet d’affirmer que f?log(f?) € L' (y") dés que f2 € L' (y") et [Vf|? € L' (y").

Par un changement de variable affine, on obtient une ISL pour .4 (m, X), de constante || Z || gp. Au-dela des
gaussiennes, un théoréme de Bakry et Emery (processus de Markov) mais aussi de Caffarelli (transport
optimal) affirme qu'une mesure de Boltzmann-Gibbs du(x) = %e‘vm dx vérifie une ISL lorsqu'’il existe
une constante p > 0 telle que (HessV)(x) = p au sens des formes quadratiques, pour tout x € R”. Cela
est équivalent a dire que y est a densité log-concave par rapport a la gaussienne isotrope y7, o En mé-
canique statistique, plusieurs techniques ont été développées pour I'établissement d’'une ISL pour les
mesures de Boltzmann—-Gibbs non-produit décrivant des systémes de spins en interactions. Par ailleurs,
les ISL sont étudiées en analyse fonctionnelle en rapport avec la géométrie des corps convexes.
Lalinéarisation de ISL via f 2=+ fg)2 donne une inégalité de Poincaré, cf. TD

ffzdy"—(ffdy”]zSfIVfIZdY”-

Démonstration. Etape 1 : inégalité a deux points. Si v = %(6 _1 +01) désigne la loi uniforme sur {-1, 1}, alors

(g() - g(-1))?

Ent,(g%) < 5

pour tout g:{-1,1} — R,

qui peut également se réduire, par homogénéité, a I'inégalité optimale univariée (égalité atteinte quand u = 1)

ulog(u) + 2 - wlog2-uw) < Vu-v2-u? 0<u<2.
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E'mpe2: TLC Soit a présent f € <€02 (R,R) et g: {—1,1}"* — R donnée par

x1+---+xn)

g(xl,...,xn)=f( NG

Soit & := v®" la loi uniforme sur le cube {—1,1}". Par tensorisation (lemme 2.3.2) et par I'inégalité sur {—1, 1},

1 n . .
Ent,(g*) < 5 | L™= g(x")2dp
i=1

ol x;'i :=xjsij#iet:=+1sij=1i. Uneformule de Taylor al'ordre 1 pour f en L\/ﬁ”” donne

gxi) = if/(xl Tt Xn

1
n v )+o(ﬁ)

avec un o uniforme en x car f est 62 et donc a dérivée seconde bornée. D’oty, grace au TLC,

i,+) _

glx

Enty, (f%) <2 f f2ayl.

Linégalité pour y" = (y1)®" s’en déduit en tensorisant & nouveau!

Etape 3 : approximation. Si f € €*R",R) n L2(y"), IVfl € L2(y™), [ f2dy" = 1, et si n,, € E2(R",R) avec
Txi=m < NMm < Nxjzm+1 €t IVl < Tu<ix<m+1, m = 1, alors en considérant la troncature lisse a support compact
fm:=nmf € €% < L?(y™), et en procédant par le lemme de Fatou, I'ISL, puis par convergence dominée,

fleog(fz)d“r" < lim | f2log(f3)dy" < lim Ianf+anmI2dY”+ffidY"10gff31dY” =f|VfI2dY”-

m—oo m—oo
Si [ f2dy" # 1, on se réduit au cas précédent par homogénéité :

f
S fAdy”

Enfin, si|Vf| ¢ [2 (y™) alors le membre de droite de I'ISL est infini ce qui la rend a la fois vraie et inutile.
Détaillons enfin un argument alternatif a la troncature a support compact. Soit ¢,, € €*(R,R) telle que
O 20,10 o =1, 190" lo £ 1, @1 (x) = x pour tout x € [-m, m], |Qm| < (M+1), pp(x)=—-(m+1)six<—(m+1)
et o;n(x) = m+1six = m+1. Supposons qu'on a établi I'ISL pour f € %”ﬁ (R, R) : €2, bornée, et a dérivées
premiere et seconde bornées. Soit f € €2 (R",R)NL(y") telle que |V f|* € L2(y™), et [ f2dy" = 1. Alors pour tout
mz1, fpi=@nofe <€§(IR{”, R), et en procédant par le lemme de Fatou, I'ISL, puis par convergence dominée,

Entyn (f?) :(ffzdy")fgzlog(gz)dy” avec g:= qui vérifie bien fgzdy" =1.

| rrogstiay” < tim [ fhiogisiiay < tim [, 29 rtayt+ [ fhaymiog [ faay” = 19y

m—oo m—oo

Cette méthode de troncature dans 'espace d’arrivée plutdt qu’en support dans I'espace de départ a I’avantage
d’étre également efficace pour 'inégalité de Poincaré. Notons au passage qu’en quelque sorte 1, = ¢,,. O

2.4 Inégalité de Sobolev logarithmique et concentration sous-gaussienne

Rappelons que f : R" — R est Lipschitz quand || fllLip := sup,, 'f(f;—:{,l(y)' < oo. Une fonction Lipschitz

est toujours uniformément continue et en particulier continue, et un théoréme de Hans Rademacher affirme
qu’elle est dérivable presque partout. Quand f est ¢! alors I flILip = supepn VS ()] = 11V flllco-

Théoréme 2.4.1. ISL = Transformée de Laplace sous-gaussienne.

Soit ¢ une mesure de probabilité sur R”, n = 1, qui vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique

JceR,y, Vfe > (wne€*R",R), Entu(fz)SCfIVflzd,u.
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Alors les fonctions Lipschitz et intégrables ont une transformée de Laplace sous-gaussienne :

V f:R" — R Lipschitz et dans Ll(,u),VH eR, L(O) :zfexp(@f)dps exp (szllflliip +0/fdu).

— Gréce au théoreme 2.3.3, le résultat est donc valable pour p = y" avec ¢ = 1.
De plus dans ce cas I'inégalité devient une égalité lorsque f = (:, u) avec u € R”, |u| = 1.
— Lerésultat s’écrit de maniere équivalente sous forme de majoration adimensionnelle pour f recentrée :

[exvlo(r- [ rau))au=exp(o®Suriz,)

— Linégalité sur L est un analogue Lipschitz(gaussien) de celle de Hoeffding pour variables bornées.

— Notons que f est Lipschitz donc sous-linéaire : | f(x)| < || fllLip|x| + | £(0)I.

— Largument de tensorisation dans la preuve du théoréme 2.3.3 indique que si u,v vérifient ISL avec
constantes ¢, et ¢, alors u® v vérifie ISL avec constante max(cy, ¢y). En particulier si y vérifie ISL avec
constante c alors u®" vérifie ISL avec la méme constante ¢, pour tout N. Ce comportement adimension-
nel de ISL implique une borne adimensionnelle sur la transformée de Laplace des fonctions Lipschitz.

— Contrairement a ISL, la sous-gaussianité de la transformée de Laplace des fonctions Lipschitz ne se
tensorise pas, au sens ol1 on ne sait pas déduire la propriété pour la mesure de probabilité produit y® v
a partir de celles pour pu et v avec le maximum des constantes. D’ol1 I'intérét de ISL quand elle a lieu!

— La mesure de probabilité - e M dx sur R, a > 0, Z, := fpe ™" dx < oo, vérifie ISL ssi a = 2, et une
inégalité de Poincaré ssi a = > 1 cf. [2, Chapitre 6]. La gaussienne correspond a a = 2.

— En utilisant le changement de fonction g = f2, I'ISL peut-étre réécrite en terme d’entropie relative
comme suit : pour toute mesure de probabilité v sur R” telle que v < p et g:= € LY () N6 [R",R),

4 Vg|?
H(v|p) sil(vlp) ou I(vlu)::4f|V\/§|2du:f%du:flwog(g)lzdv.

Le second membre est 'information de Fisher de v par rapport a p.

— Le concept d'ISL a été dégagé par Leonard Gross vers 1973, auteur également de la preuve de I'ISL gaus-
sienne en utilisant le TLC pour le cube discret. La variante ci-dessous basée sur la tensorisation de I'en-
tropie est due a Sergey Bobkov. LISL gaussienne était déja présente dans les travaux de Paul Federbush.

Démonstration. Observons qu’on peut supposer sans perte de généralité que f est bornée et € en utilisant
une approximation par troncature et régularisation, détaillée plus loin. On peut également supposer que 8 >0
quitte a remplacer f par - f, que f est centrée pour y, et que || f||Li, = 1 par translation et dilatation.

Lidée est maintenant la suivante® : pour tout 6 > 0, 'inégalité de Sobolev logarithmique pour u du théo-

reme 2.3.3 avec e/ au lieu de f2 donne, via |Ve29f| = IGVeref et [IVflleo = Il fllLip < 1, que
0L'(0) - L(O)1ogL(0) < £6°L(), c'est-a-dire K'< £ ott K(6):= logL(6).

Le résultat découle alors de K(0) = (logL)'(0) = L' (0)/L(0) = u(f), qui vient de L(0) = 1 et L' (0) = u(f).
Détaillons enfin I'argument d’approximation. Si f est Lipschitz, on définit, pour tous k =1 et € > 0, la fonc-
tion f ¢ := max(—k, min(f, k) * p, oll p; € €°[R",R) vérifie’

supp(pe) c{xeR™:|x|<e}, pe =0, etf Pe(x)dx =1.
Rﬂ

alors || fiellLip < Il fllLip et fke — f ponctuellement et dans Ll(u) quand k — oo et € — 0. En effet, on a tout
d’abord fi . = fk * pe, [k 1= max(—k, min(f, k)), et ”fk”Llp ”f”Llp Maintenant ”fkg”Llp = ”f”Llp car

[fr,e () = fre (W= /Rn |fix(x=2) = fi(y = 2)Ipe(2)dz < || fllLiplx = ¥l
Pour la convergence ponctuelle de fi . vers f, on observe tout d’abord que si |x — y| < € alors

1feO) = FOI=1fe D) = fr D1+ 1fie () = FOI < €l flluip + 1f I =k fand 0,

e—0

6. On parle d’argument de Herbst. Ira Herbst I'a communiqué a Leonard Gross, inventeur du concept d’'ISL en 1975, et Oscar Rothaus,
qui l'on publié en 1998. Michel Ledoux I'a ensuite popularisé dans ses écrits synthétiques sur la concentration de la mesure.

)ﬂ\x\<1

7. C'est un noyau régularisant (mollifier). Exemple : p¢ (x) = £ " p(e~}|x]) avec p(x) := ¢! exp( - x2
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et dong, pour tout x € R”,

Ifx() = fOlpe(x—y)dy < el fllLip + 1 f (I )12k k:;oo'

e—0

fee) = OOl < f

|x—ylse

La convergence dans L' (i) de fi . vers f s'obtient par convergence dominée

[ et o = [[ 10 - Flpete- payuia

sff‘ | Ifk(J/)—fk(x)lps(x—y)dyu(dx)+[f|fk(x)—f(x)|pe(x_y)dy#(dx)
x-ylse

<ell flp + [ @M=k pdn) — o.

e—0
Au bout du compte, si le résultat est vrai pour f . alors, par le lemme de Fatou (premiére inégalité),
f e dp= | lim e"kedp< lim | eecdy < lim exp(ezgnfk,eniip +6 f fiedu)
e—0

k—o0 k—o0
e—0 e—0

c
<exp(02 5171, +0 [ Fau).

Corollaire 2.4.2. ISL = Concentration sous-gaussienne.

Soit y une mesure de probabilité sur R” vérifiant une inégalité de Sobolev logarithmique de constante
¢ comme dans le théoréme 2.4.1. Soit f : R"” — R Lipschitz et dans L' (u). Si X ~ y alors pour tout r >0,

[FD(‘f(X) —[E(f(X))) >r)<2exp (— C”;;Z )
Lip

Plus généralement, si X3,..., Xy, N =1, sont i.i.d. de loi y, alors pour tout r = 0,

Nr?
_[E(f(Xl))‘ > r) < 2exp(—W).
Lip

P(f(X1)+"'+f(XN)
N

— La preuve donne en fait des inégalités de déviation, sans valeur absolue ni préfacteur 2 devant exp.
— Sip=y"etsi f(x)=(x,0),10|=1,alorsc=1, m(w —[E(f(Xl))) ~7l, et I fllLip = 1.
— Il est possible de réécrire I'inégalité sous une forme adimensionnelle :

2
P(m‘f(X1)+...+f(XN) —[E(f(X1))| > r) <2exp " 1
N Cllfllfip

— La concentration n’est pas directement tensorisable, d’ou1 'avantage de passer par ISL dans la preuve.
— Une conséquence est I'intégrabilité exponentielle pour Y = f(X), cf. TD :
1

o0
E(efY E)?y :6/ ref’P(Y —E(Y)| = r)dr <oco  deés qued < ———.
b fIE,

Lintégrabilité exponentielle du carré joue un role important dans I’analyse gaussienne.

Démonstration. Premiere inégalité. On se ramene a || fllLip = 1 et u(f) = [ f dpu = 0 pas translation et dilatation.
Ensuite, pour tous r = 0 et § > 0, par I'inégalité de Markov et le théoréme 2.4.1,

2

.

u(f=r)= u(eef = egr) < e_grfeefdy <e Uit <o 7

ol la derniere inégalité est obtenue avec le choix optimal 8 = 2r/c. En utilisant le résultat pour f et —f il vient

,u(‘f—ffdu‘ = r) <2exp (—ﬁ)

Lip
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Deuxieme inégalité. On observe que la fonction x € RMN — F(x):= %(f(xl) +---+ f(xn)) est Lipschitz avec

N
Ithlm Ligglxi—yil 1 fluip

I FllLip < < )
N Vi
Y YN 1xi - yil? N

DeplusE(F(Xy,..., XN)) =E(f(X1), et (X3,..., XN) ~ u®N vérifie une inégalité de log-Sobolevde méme constante
2c¢ (ne dépend pas de N, procéder par tensorisation comme dans la preuve du théoreme 2.3.3). O

2.5 Inégalité de transport de Talagrand

Je 13/02

Abordé en cours :
— Lintégralité jusqu’a la fin du chapitre sauf preuve de la formulation duale de Kantorovich-Rubinstein

Soit (E,d) un espace polonais comme (R",[-]), muni de sa tribu borélienne, et soit 22, (E) I'’ensemble des
mesures de probabilités u sur E possédant un moment d’ordre 1 : pour un xp € E,

f d(x,xp)u(dx) <oco, propriété alors valable pour tout xj € E par 'inégalité triangulaire.
La distance de couplage, de transport, de Kantorovitch, ou de Wasserstein sur 22, (E) est définie par8

Wiy, v):= inf f d(x,y)n(dx,dy)= inf E(d(X,Y)), pourtous y,ve? (E),
mell(u,v) JJExE (X'g')
~ILY ~v

ol I(,v) est I'ensemble? des mesures de probabilités sur 'espace produit E x E de lois marginales y et v.
L'ensemble I1(y, v) est convexe, non-vide car p ® v € I1(y, v). En interprétant 7 comme un plan de transport 10,
la quantité W (i, v) est un cotit optimal du transport entre p et v.

Lemme 2.5.1. Distance de couplage / de transport / de Kantorovich / de Wasserstein.

W est une distance sur & (E).

Démonstration. La symétrie est immédiate. Pour tous y,ve 2 (E) et x,y,z€ E,onad(x,y) <d(x,z)+d(z,y),
et comme II n’est pas vide, W; (i, v) < Wy (u,8,) + W1(62,v), qui est < oo car ¢ et v ont un moment d’ordre 1.
Cet argument donne I'inégalité triangulaire pour Wj, en considérant un triplage ou collage : une mesure de
probabilité sur E x E x E dont les projections sur les deux premiers et les deux derniers facteurs sont prescrites
et compatibles, dont on trouve une preuve dans [79, Le. 7.6] ou [72, Sec. 5.1] par désintégration de mesure 1.
11 est clair que Wy (i, 1) = 0. Enfin, si W; (i, v) = 0, alors la définition variationnelle de W; (i, v) donne une

suite (X, Yy) telle que E(d (X, Y5,)) — 0, donc pour tout f: E — R telle que || flloo < oo et || fllLip < oo,

) f fd(u—v)) = [E(f(Xn) = FOG < EAF(X0) = FOYD < 1 IipE(d (X, V) =0,

donc p = v sont égales sur les fonctions test Lipschitz bornées, donc p = v. O

Si u et v sont des mesures de probabilités sur E, rappelons que H(v | ) := Ent,(f) € [0, +oo] désigne I'en-
tropie relative de v par rapport a u, ot f :=dv/dy, avec la convention H(v | p) = +oco siv & (.

Théoreéme 2.5.2. Inégalité de transport de Talagrand et concentration : argument de Marton.

Supposons que p € 22 (E) vérifie une inégalité de transport de Talagrand :

dceRy, VVeP(E), Wi(u,v)<+/cHW|p).

8. Comment construire une v.a. qui suit une loi prescrite arbitraire sur un espace mesuré quelconque? Il est possible de procéder par
approximation si la tribu ou la topologie qui I'’engendre se rameéne au discret fini, ce que permet par exemple le caractére polonais de E.
9. Lorsque E est fini et u et v sont uniformes, cet ensemble est celui des matrices doublement stochastiques.

10. Ces distances ont été étudiées par Leonid Vitalievitch Kantorovitch (1912 — 1986), prix Nobel d’économie 1975, un exploit pour un
mathématicien soviétique, mais aussi Cédric Villani (1973 —), médaillé Fields 2010, comme relaxation convexe du probleme du transport
optimal de Gaspard Monge (1746 — 1818). Citons également Yann Brenier (1957 — ), Luis Caffarelli (1948 —), et Alessio Figalli (1984 -).

11. La désintégration de mesure est liée a la notion de conditionnement, mais ici seule une formulation élémentaire pour les mesures
est nécessaire, sous forme de lemme, en particulier nul besoin ici de variables aléatoires ni d’espérance conditionnelle.
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Alors pour tout f : E — R Lipschitz, il existe 7. € R, tel que pour tout r = 7.,

(r—r.)?

alr= [ rauerifiug) <exp( - =)

— Ce théoreme est du a Katalin Marton (1941 — 2019).
— Pour I'esthétique, c’est ici la déviation qui incorpore | flLjp plutdt que la borne exponentielle.

Lf ) =f)]
d(x,y) <

— Comme pu € 2, (E) et f est Lipschitz, on a f € L' (1) automatiquement.

— Rappel: f: E — Rest Lipschitz ssi || fllLip := SUP

Démonstration. Soient A, B c E des boréliens, 1(A) > 0 et u(B) > 0, et soient les mesures de probabilités 12

_HCnA
u(A)

_HCNB)

Pp— ﬂB
UB: B fB:

_IE.

Ha: , dedensités f4:=

4
p(A)
Linégalité triangulaire pour W; donne Wy (14, tp) < Wy (ua, 1) + Wi (1p, 1), ce qui permet d’utiliser I'inégalité
de transport de Talagrand Wy (4, v) <,/ cEnt, (dv/du), ce qui donne

Wi (1a, p) < \/cEntu(fA) + \/cEnt”(fB) = \/—clog/,t(A) + \/—clogu(B).
A présent, choisissons I'’ensemble B a partir de 'ensemble A en posant, pour un réel r = 0 arbitraire,
B:=(A;):={xe E:dist(x, A) = r}.

Pour un tel choix, la distance entre les supports des mesures de probabilités u et up est = r, donc par la
définition « couplage » de Wy, ona r < Wy (ua, ug), etdonc, sir = r, :=y/—clogu(A), alors

RV
(AN = u(B) < exp (—%) :

Siaprésent f: E — R est Lipschitz, alors par I'inégalité triangulaire, pour tout réel r > 0,

{f < ffdp}r c {f < ffd/.H r||f||Lip}.
En prenant a présent A = {f < u(f)}, on obtient, pour tout r = r,, la borne gaussienne

u(f—ffdu> r”f"Lip) Sem(—@).

O

Linégalité de déviation fournie par le théoréeme 2.5.2 n’est pas satisfaisante en raison notamment de la
contrainte r = r.. Le dépassement de cette difficulté passe par une reformulation de W; sous forme de su-
premum, qui ouvre la voie a une équivalence entre inégalité de transport de Talagrand et concentration sous-
gaussienne pour les fonctions Lipschitz, exprimée par le théoréme 2.5.5 ci-dessous.

La définition variationnelle de W ci-dessus met en jeu une expression linéaire par rapport a 7 optimisée
sur une contrainte convexe sur 7 (de dimension infinie). Une telle structure permet une analyse par dualité.

Théoréme 2.5.3. Formulation variationnelle duale de W; de Kantorovich-Rubinstein.

Pour tous y,v e & (E),onaWp(u,v) = sup (ffdp—ffdv).
I fllLip<1

— Par translation, on peut supposer par exemple que [ fdu =0 car u et v sont de méme masse.

12. En termes probabilistes élémentaires, ce sont des lois conditionnelles : 4 = (- | A) et ug = pu(- | B).
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Démonstration. Si f: E — R est Lipschitz avec || f|ip < 1 alors pour tous x, y € E, f(x) — f(y) < d(x,y), et donc
pour tout couplage 7 € [1(u,v) sur Ex Ede petv,ona [ fdu— [ fdv < [ d(x, y)n(dx,dy), d’ot

sup (ffd,u—ffdv)s inf ffd(x,y)n(dx,dy)=W1(p,v).

I fllLip=1 well(y,v)

L'égalité provient du théoreme de dualité de Kantorovich : si E et F sont des espaces polonais munis de leurs
tribus boréliennes, si 1 et v sont des mesures de probabilités sur E et F, et si ¢ : E x E — [0,+00] est semi-
continue inférieurement (c’est-a-dire avec des ensembles de sous-niveau fermés), alors

inf ff c(x,y)r(dx,dy) = sup (f(bd,u+f1//dv)

el (p.y)edc

ol @, := {(¢,w) € L' () x L (v) : p(x) +(y) < c(x, y) pour u® v presque tous (x, y) € E x F}. Ce théoréme est une
conséquence d'un théoreme de représentation de Riesz, cf. [79, Th. 1.3 p.19 et sec. 1.1.7 p. 25] et [40, Sec. 2.6].

Comme présenté dans [79, Th. 1.14 p. 34], considérons le cas E = F et ¢ = d une distance. La distance
dy:=d/(1+d/n) <d est bornée, et d, / d quand n — oo, en particulier, si || fllLip < 1 pour dj, alors c’est
aussi le cas pour d. Cela permet de supposer que d est bornée, et dans ce cas, toutes les fonctions Lipschitz
sont bornées donc intégrables pour toutes les mesures de probabilités. De plus, dans le théoréme de dualité de
Kantorovich, on peut se restreindre a (¢, ¥) = (f,— f) avec || fllLip < 1. Eneffet, si f : E — R, lafonction c-concave
conjuguée f°: E — RU {—oo} définie par f°(x) := infyecp(d(x, y) - f(y)) vérifie || fllLip <1 comme infimum de
fonctions Lipschitz. De plus si || flLjp < 1 alors f ¢ = —f. Ensuite, pour tout (¢, ) € @, et tout (x,y) € Ex E,ona
w(y) <d(x,y)—¢(x), donc w(y) < ¢p°(y), d' ot

f P(x)pu(dx) + f w(y)vdy) < f G p(dx) + f P (y)v(dy)

Sf(cpc)c(x),u(dx)+fqb“(y)v(dy) =/¢C(y)(v—u)(dy).

Remarque 2.5.4. Variation totale.

Si d est la distance atomique d(x, y) = lxz), alors E(d(X, Y)) = E(Txzy) = P(X # Y), | fllLip = osc(f), et
par le théoreme 2.5.3, on obtient la distance en variation totale :

Wi (y,v) = (;{I};)P(X £ZY)= sup | fd(p-v).

I flloo=%

Le théoréme suivant renforce le théoréme 2.5.2 en affirmant une équivalence!
Théoréme 2.5.5. Inégalité de transportation de Talagrand W, : caractérisation de Bobkov-Gotze.

Pour tout u € 27 (E) et toute constante c € R, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Borne sous-gaussienne pour la transformée de Laplace des fonctions Lipschitz :
Vf:E— R Lipschitz et dans L' (), VO R, L(0):= f exp(@f)du < exp(@zgll FI2,+6 f fdu)

(ii) Inégalité de transport de Talagrand :
VYveP(E), Wi(v,u) <+/cHMV|W.

— En particulier, en combinant cela avec le théoréme 2.4.1, on obtient que pour tout n = 1, la gaussienne
@ =7y" sur E = R" vérifie une inégalité de Talagrand de constante ¢ = 2.

— Lethéoréme 2.5.5 a été publié en 1999 par Sergey Bobkov et Friedrich Gotze. Depuis une trentaine d’an-
nées, les inégalités fonctionnelles, leurs liens, et leurs conséquences ont fait et font encore 1'objet d’'in-
tenses recherches en analyse fonctionnelle probabiliste et géométrique, avec les travaux de Sergey Bob-
kov, Michel Ledoux, Cédric Villani, Sourav Chatterjee, Ronen Eldan, Ramon van Handel, et bien d’autres.

— La concentration sous-gaussienne des fonctions Lipschitz (et donc I'inégalité de transport de Talagrand
W) n’est pas tensorisable, contrairement aux inégalités de log-Soboley, cf. [2, Ch. 8]. Cela signifie qu'on
ne parvient pas a en déduire une inégalité pour u®" avec une constante indépendante de 7.
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— Le (i) s’écrit aussi logfefdu < £ ||f||fip + [ fdu.

— Pour tout p = 1, il est possible de définir I'ensemble 22, (E) des mesures possédant un moment fini
d’ordre p, et sur cet ensemble la distance W, (u, v) := (inf(x y) E(d (X, Y)P) UP 1l se trouve que sur E = R",
I'inégalité de transport de Talagrand W (i, v) < y/cH(v | p) est tensorisable. Par analogie avec la preuve
de I'inégalité de log-Sobolev du théoréme 2.3.3, il est possible de démontrer une inégalité de Talagrand
W, sur I'espace a deux points {—1, 1}, puis d’en déduire, par tensorisation et TLC I'inégalité de Talagrand
W, pour y! puis pour y" avec sa constante optimale ¢ = 2. Cette approche ne fonctionne pas pour Wj.
Il se trouve que I'inégalité de Talagrand W» est équivalente a la concentration (sous-gaussienne pour les
fonctions Lipschitz) tensorisable, et implique I'inégalité de Talagrand W, cf. [2, Ch. 8].

Démonstration. Tout d’abord dans (i) on peut supposer sans perte que 8 > 0 en remplacant f par —f et que
Jfdu=0et|f llLip = 1 par translation et dilatation. A présent, (i) se réécrit, pour une telle fonction f: E — R,

fegdpsl ot g:=0f-6%¢,

et la formule variationnelle pour 'entropie relative du lemme 2.3.1 donne, pour tout h: E - Ry, h e ) (W,

f(@f_ezg)hd,u <Ent, (h).

0

. e . _p2¢ o s
Réciproquement, cette inégalité redonne (i) en prenant k = e?7-9°1 car (i) découle de 13

(feef_ezgd,u) logfeef_ezgd,u <0.

A présent, par homogénéité, 'analyse peut se réduire au cas o1 & est une densité de probabilité par rapport a
U, et comme f est de moyenne nulle pour y, la propriété entropique précédente se reformule en

f(fh—f)dy < 29 + %fhlog(h)du

En prenant I'infimum sur 8 > 0 on obtient

/(fh—f)dus\/cfhlog(h)du.

En considérant dv := hdy puis le supremum sur f, on obtient, grace a la dualité de Kantorovich-Rubinstein du
théoreme 2.5.3, I'inégalité (ii). Il ne reste plus qu’a observer que I’argument est réversible. O

Remarque 2.5.6. Convexité, transformée de Legendre, entropie relative, log-Laplace.
Considérons la formule variationnelle de I'entropie relative du lemme 2.3.1, pour une fonction f = 0

vérifiant [ fdu = 1. En remplagant g tel que [e8du =1 par g —log [ e€du pour un g arbitraire on voit
que Ent,, est la transformée de Legendre de la log-Laplace (voir la section 3.2) au sens ou

Ent,(f) = sup{ffgdp—logfegdp}.
4
Réciproquement (dualité convexe) la log-Laplace est la transformée de Legendre de I'entropie relative :

sup | [ rgdu—Ent (1)} =1og [ efd
=0,/ fdu=1

En fait, la formule variationnelle de I'entropie relative du lemme 2.3.1 est équivalente a la convexité de
la fonctionnelle f = 0+— Ent,(f) via sa représentation comme enveloppe de ses tangentes affines :

Ent,(f) = sgt;lg{f(log(g) —log(fgdp))(f—g)dy+Entu(g)}

=SUP{ f (log(g)—log( f gdu))fdu}= sup { f flog(g)du}=fsm) { f fgdu}-

820 820, [ gdu=1 e8du=1

Pour aller plus loin, on peut consulter par exemple [52, 53, 16].

13. Pour tout u =0, ulog(u) < 0ssi u € [0,1].
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Chapitre 3

Principe de grandes déviations de Cramér

Me 19/02

Abordé en cours :

— Concept de grandes déviations par rapport au comportement typique

— Analyse asymptotique exacte du cas gaussien (cas Bernoulli non abordé)

— Transfo de Legendre (sans preuve) et lemme sur transfo de Cramér (avec 'essentiel de la preuve)
— Exemples de transformée de Cramér (Bernoulli et Gaussienne)

— Inégalité de Cramér—Chernoff et I'essentiel de la preuve sous moment exponentiel.

3.1 Concept de grandes déviations, cas Bernoulli et gaussien

Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées, inté-
grables de moyenne m. Soit S;, := X; + -+ X;. La LGN (faible) indique que

& loi

n n—oo

c’est-a-dire que laloi y,, de s—n” converge étroitement vers 6, quand 7 — oo. Pour tout borélien B R:
— sime B, alorsil existe! ¢ : R — [0,1] continue telle que 1z = ¢ et ¢(m) = 1, et donc

Sn
[P’(; € B) > f(pd,un — - om)=1,

— sim¢ B, alors il existe ¢ :R— [0,1] continue telle que 1p < ¢ et p(m) =0, et donc
P(ﬁe3)< odp, —— p(m) =0
n - " oo ’

Pour la loi de 57”, I'événement B constitue une grande déviation par rapport a la valeur typique m.
Alternativement, on retrouve la topologie du probleme avec la LGN forte qui donne lim,—.co sy 5 = Tmes
n

presque stirement lorsque m est un point de continuité de 15, d’ol1, par convergence dominée,
. S T . _
r}glgolp(# €B)= r}glolofE(ﬂ%,,eB) = [E(r}ggoﬂ%"GB) = T,ueB-
Lorsque B = [x, +00), le principe de grandes déviations (PGD) de Cramér du théoréme 3.4.1 précise le com-

portement asymptotique de [F"(S—n” €B) = [F’(S—r;Z >x) = IP’(‘%” = m+r) en fournissant un contrdle du type

1 S S
—log(—n > x) =~ —I(x) Ccest-a-dire IP’(—" > x) ~ cp(x)e ™MW,
n n n—oo n n—oo

ot I(x) € [0,+o0], I atteint son minimum 0 en x = m, et ol ¢, (x) est écrasée : lim;, .o, % logc,(x) = 0. Ce type

d’analyse asymptotique a I’échelle exponentielle ou logarithmique peut différer de celle issue du TLC :

IP(% > x) ~P(Z = Valx—m)) = erf(@(x— m)), Z~N01),

et chacune des deux approximations peut avoir son régime d’optimalité, y compris quand X; ~ Bernoulli.
Une approche pour établir le PGD est d’obtenir d’abord une majoration de p,([x,00)) = [FD(%" = x) via une
inégalité de Markov exponentielle, ce qui fait intervenir la transformée de Laplace

L(A) := E(eM).

1. Comme m ¢ B est équivalent & m € intérieur(B€), et 1zc = 1 — 1, ce cas est équivalent au cas précédent, en remplacant ¢ par 1 — .
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Pour obtenir une minoration du méme ordre, on consideére la loi de densité y — e*?/L(A) par rapport a la loi
de X;, de moyenne x pour A bien choisi, et on utilise la LGN (faible) pour cette loi. La valeur x, qui est une
déviation par rapport a m pour la loi de X;, devient une valeur typique de la loi déformée exponentiellement.

Historiquement, le premier principe de grandes déviations a été obtenu vers 1938 par Harald Cramér, ma-
thématicien, statisticien, et actuaire?. Il était inspiré notamment a la fois par I'inégalité de Markov exponen-
tielle pour la majoration et, pour la minoration, par la technique de la transformation exponentielle introduite
par l'actuaire Frederik Esscher pour I'obtention d’'une estimée plus fine que celle produite par le TLC dans
certains régimes. Les techniques pour obtenir et exploiter les principes de grandes déviations ont été concep-
tualisées et développées pendant la seconde moitié du vingtiéme siécle, par de nombreux mathématiciens,
notamment par Srinivasa Varadhan, dont les travaux ont été récompensés par le prix Abel en 2007. Les PGD
jouent aujourd’hui un réle important en probabilités, mécanique statistique, et physique statistique.

Dans les cas Bernoulli et gaussien, la loi de Sj, est explicite, et on peut procéder par estimation directe.

Théoréme 3.1.1. Grandes déviations par rapport a la moyenne dans le cas Bernoulli symétrique.
Si (X)) ;>1 sontii.d. Bernoulli P(X; =0) =P(X; =1) =1/2, S, := X1 +---+ X, alors pour tout x = 1/2,

log(2) + xlog(x) + (1 —x)log(1-x) sixe[0,1]

n—oo n +00 sinon

lim —logIP(S ) =—I(x) ou I(x):= {

S—:—%‘zr)z—l(%+r).

et par symétrie, pour tout r = 0, lim . logIP(
n—oo

— Idem pour IP( < x) pour x < 1/2, en notant que I(x) = I(1 - x).

— Lafonction I est symétrique par rapport a I’axe vertical d’abscisse 1/2, infinie sur [0, 1]¢, prend la valeur
log(2) en 0 et 1, strictement convexe sur [0, 1], avec un unique minimum global 0 atteint en 1/2.

— On en déduit que pour € > 0 petit, ), IP(I%S” - %I > ¢) < oo, d’ot1 la LGN forte lim,, . %Sn =1/2ps. Le
point critique de I en 1/2 correspond a la LGN. La dérivée seconde de I en 1/2 correspond au TLC.

Démonstration. Soit x € (1/2,1] (sinon il n'y a rien 4 démontrer). On a alors P(S; = nx) =27"Y js iy (',Z), d’ou

nx<ksn

27"Qu(x) =P(Spznx) < (n+1)27"Qu(x) ol Qu(x):= max (Z)

Ce maximum est atteint pour k = [nx], le plus petit entier = nx. A présent, la formule de Stirling dans sa version
semi-quantitative n! = v2rnn""e”"*(1+ O(1/n)) donne alors %log Qn(x) ~ —xlog(x) — (1 — x)log(1 — x). Enfin les
bornes inférieures et supérieures de I'’encadrement se confondent a I'échelle exponentielle quand 7 — oco. On
retrouve ici 'entropie comme analyse asymptotique de la combinatoire (remarque 1.2.8 avec r = 2).

Enfin, nous avons IP(I— — —| >r)= [P’(S—” 1 s+ + IP(S—” < l - r) = 2[P’(S—” l + r) car les deux événements
sont disjoints, et de méme probabilité par symetrle delaloi de -3 le prefacteur 2 est écrasé par o, Liog. O

Théoréme 3.1.2. Grandes déviations par rapport a la moyenne dans le cas gaussien.

Si (X,) ;=1 est une suite de v.a.r. i.i.d. de loi .4 (m,0?), m€ R, o > 0, alors pour tout r >0,

Sn 202 _nw? 1 S

P(‘——m’zr) ~ e 22, dou lim —logIP(—e(m—r,m+r) )
n n—oo \/mnr n—oo p n

t stri tout =0, lim ~1 [FD(S"> ) (= m)*
et par symétrie, pour tout x =0, lim —logP|— =z x|=-——5—.
par sy p o, 7, 08— 252
— Lapremiére expression est plus précise en raison du préfacteur devant!’exponentielle. Dans la seconde,
led - log écrase le préfacteur et ne retient que le terme d’ordre n al'échelle exponentielle.

— lLa Valeur typique de =2 est m, avec des fluctuations de I'ordre de -= NG tandis qu'une valeur déviante de

m de r se produit avec une probabilité trés petite de I'ordre de exp(—— n+o(n)).
— Dans ce cas gaussien, I'approximation coincide avec celle fournie par le TLC.

2. Professionnel spécialiste de I'application du calcul des probabilités et de la statistique aux questions d’assurances, de prévention, de
comptabilité et analyse financiére associée, et de prévoyance sociale. Fixer le prix de polices d’assurance est un art quantitatif de ’aléatoire.
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z . 2 BN 3 o,z
Démonstration. Comme S—n" -m~ A0, "7), on a, en posant u = n(x — r) pour la derniére égalité,

S S © 2 2¢ 207 [ _ 2
P(|—n—m|2r)=2|]3>(—"—m2r)=2 \/ﬁf ©
n n r

- _ru
N e 202dx= e 2n02 o2 du.
2no

ru 2

o [ © _y ot
Or par convergence dominée, lim e 202 o2du= e o2du=—, d'oule résultat.
n—o00 0 0 r

3.2 Transformée de Cramér : transformée de Legendre de la log-Laplace

Examinons le cas o1 X; a des moments exponentiels de tout ordre, c’est-a-dire que L(A) := E(e**1) < oo
pour tout A € R, et ou1 B = [x, +00), x € R. On a alors, pour tout A > 0, par I'inégalité de Markov,

IP(& c B) —P(S, = nx) = IP(eAS” > en/lx) < e—n)Lx+logﬂE(e“") _ e—n/lx+nlog[E(e”1) < e—nsupbo(ﬂtx—logﬂi(e“l)).
n

Nous voyons poindre une transformée de la log-Laplace qui ressemble a la transformée de Legendre. Rappe-
lons que si @ : R — (—oo, +00], @ # +00, alors sa transformée de Legendre3 ®* : R — (—o00, +00] est définie par

®*(x):=sup(Ax—PA) = sup (Ax—D(A)).

AeR PD(A)<+00
D) {® < +o0} D" (x) {®* < 400}
1w L1y, L1 _
p|/1|,1<p<oo R qlxl,p+q_1 R
Al R 0 [-1,1]
®(A) = et R xlog(x) —x [0, +00)

TABLE 3.1 — Quelques exemples de transformées de Legendre de fonctions convexes.

La transformée de Legendre est fondamentale en analyse non-linéaire, en raison de son affinité avec la
convexité. Elle est tout aussi importante en physique, notamment en thermodynamique : 'énergie libre de
Helmbholtz est une transformée de Legendre. Au passage, la remarque 2.5.6 incite a interpréter la transformée
de Legendre de la log-Laplace comme une entropie relative, idem dans le chapitre suivant (théoréme de Sanov).

Lemme 3.2.1. Quelques propriétés de la transformée de Legendre.

(i) Latransformée de Legendre ®* est convexe et semi-continue inférieurement (s.c.i.).

(ii) Si ® est convexe, dérivable deux fois sur un intervalle ouvert I < {® < +oo} avec @' injective,
alors ®* est dérivable sur @' (I) et (®*)' = (@')~L.

(iii) Inégalité de Young ou de Fenchel : ®(A) + ®* (x) = Ax pour tous A et x.

— Le (ii) indique que le graphe de (®*)’ s’obtient en retournant la feuille sur laquelle est tracé celui de @'.

— Dans (ii), sur /, la fonction @’ est croissante car @ est convexe, et comme elle est supposée injective, il
vient qu’elle est strictement croissante, donc ® est strictement convexe? sur I.

— Si ®@* £ +o0, alors ©** : R — (—o00, +00] et I'inégalité de Young donne @ = ®**. La fonction ®** est une
convexification de ®. Comme le suggere le (ii), lorsque ® est convexe, alors ® = ®**, et ® et ®* sont
transformées de Legendre I'une de I'autre : fonctions convexes conjuguées et dualité convexe.

Démonstration.

3. Ou transformée de Fenchel-Legendre. Au-dela de R, si @ : H — (—oo, +00] avec H Hilbert réel alors ®* (x) := sup ¢ (A, x) — ®(1)),
voire si @ : E — (—oo, +00] avec E espace vectoriel topologique réel alors ®* (x) := sup 3 g (A(x) = ®(A)). Dualité pour la dualité.
4. La convexité stricte n’'implique pas la dérivabilité, comme le montre par exemple x — x% +|x| en x = 0.

44

Dessin !



(i) @* est convexe car enveloppe d'une famille de fonctions affines : pour tous x;, x € Ret tout 6 € (0, 1),

0D* (x1) + (1 —0)D* (xp) = sup(BAx; —OD(A)) +sup((1 —0)Axy — (1 —0)D(A))

AER AER
>sup((Ox; + (1 -0)x2)A —D(A)) = O* (O x1 + (1 —0) x2).
AER

(ii) Six; — xdansR alors pour tout A € R,

lim ®* (x,) = lim (Ax, —®(A)) =Ax—®(A), d'ou lim ®*(x,)=sup(Ax— D)) = D" (x).

n—oo n—oo n—oo AeR

(iii) Les hypotheses assurent que A — Ax—®(A) est concave et atteint son maximum? en A = (®)"1(x), ce qui
donne la formule de Legendre ®* (x) = x(®") ™! (x) — ®((®') ! (x)). Il en découle que ®* est dérivable et

@*) (%) = (@) () + x( @) () - @' (@) ) (@) (1) = (@) ().

(iv) On peut supposer sans perte de généralité que ®(A) < +oo. Or pour tout x € R et tout A tel que ®(A) < +oo,
la définition de ®* (x) entraine que ®(1) + ®* (x) = ®(A) + Ax — P(A) = Ax.

O

La transformée de Cramér A* d'une variable aléaroire réelle X est la transformée de Legendre du logarithme
de sa transformée de Laplace (appelée log-Laplace pour faire court). Elle ne dépend que de la loi de X.

L) := [E(e’lX) €(0,+00], A(A):=logL(A) € (—oo,+00], A*(x):=sup(Ax— A(A)) € (—oo, +oo].
A€R

Notons que L(0) =1 donc A(0) =0 et donc A # +oo, ce qui permet de définir A*.

Lemme 3.2.2. Transformée de Cramér : transformée de Legendre de la log-Laplace.

Soit X une variable aléatoire réelle, A =logL salog-Laplace, et A* sa transformée de Cramér. Alors :
(i) AetA* sontconvexes, A* est semi-continue inférieurement, et A* = 0.

(i) Si{A < +oo} ={0} (c'est-a-dire que X n'a aucun moment exponentiel) alors A* = 0.
Si A(1) < oo pour un A > 0, alors E(X) € [—o0, +00), et pour tout x = E(X),

A*(x) =sup(Ax—A(A)), et cette fonction est croissante pour x > E(X).
Az0

Si A(1) < oo pour un A < 0, alors E(X) € (—o0, +o<], et pour tout x < E(X),

A" (x) =sup(Ax— A(A)), et cette fonction est décroissante pour x < E(X).
A<0

Dans chacun de ces deux cas, si X est intégrable, alors A* (E(X)) = 0.
De plus nous avons toujours i%fA* =0.

(iii) A est deux fois dérivable sur 'intérieur de {A < 400} et pour tout A dans cet ensemble on a

AX 2 X\ _ AX\2
EXe™) gy - B —EXet)

! _
N = L(A) L(A)?

En particulier, si {A < +oo} contient un voisinage de 0 alors
A0 =EX) et A"(0)=Var(X).

(iv) Comparaison au cas gaussien : si {A < +oo} contient un voisinage de 0 sur lequel A” > 0, alors

A" EX) =0, (AYEX)=0, (AM)'EX)=

Var(X)

— A* estla transformée de Legendre de la log-Laplace A. On dit que c’est la transformée de Cramér de X.
— Latransformée de Laplace L est la fonction génératrice des moments : L (0) = E(X"), n = 0.

5. On utilise ici le fait qu'une fonction convexe dérivable en un point avec une dérivée nulle admet ce point comme minimum global.
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— Lalog-Laplace A =logL est la fonction génératrice des cumulants, notamment les formules de (iii).
— On a toujours 0 € {A < o0} car L(0) = 1. Dire que {A < +oo} contient un voisinage de 0 signifie que X
posseéde des moments exponentiels des deux signes sur A, et dans ce cas X € Np>1LP.

Démonstration.

(i) La convexité de A découle de I'inégalité de Holder et de la croissance du logarithme : pour tout 8 € [0, 1],
AOA + (1 - 0)A) = logE((eM¥)? (e!2%)179) <log(E(e" *)PE(’¥)' ™) = 0A (A1) + 1 - O)A(M2).

En particulier {A < +o0} est convexe. La convexité et la semi-continuité inférieure de A* viennent du fait

que c’est une transformée de Legendre (lemme 3.2.1). Enfin A(0) =logE(1) =0, d’out A* (x) = 0x— A(0) = 0.
(i) Si{A <+oo}={0}alors A*(x) = sup,p(Ax—A(A)) = —A(0) = 0 pour tout x € R.

Si A(A) =logL(A) < oo pour un A > 0, alors I'inégalité A max(x,0) < e’ donne

L(A) .
E(X,y) < o <oo, doncE(X)=[E(X,;)—-E(X_) fait sens dans [—oo, +00).

De plus, pour tout A € R, si E(X) est fini, alors I'inégalité de Jensen donne
A(A) =logE(eM) = Edoge™) = AE(X)
donc A*(E(X)) <0 donc =0 car A* =0, et de plus, pour tout x = E(X) et tout A <0,
Ax—AA) < AE(X)-A) = A" ([EX)) =0,

d’olt A* (x) = sup,~¢(Ax— A(A)). Cette formule est immédiate quand E(X) = —oo car dans ce cas I'inégalité
de Jensen précédente donne A(A) = +oo pour tout A < 0. Cette formule implique également la croissance
de A* sur (E(X), +oo) comme supremum de fonctions croissantes.

Si A(A) < oo pour un A < 0, on raisonne symétriquement avec — X.

Il reste a établir que infg A* = 0. Nous le savons déja si {A < +oo} = {0}, ainsi que si E(X) est fini avec un
moment exponentiel fini, et dans ce cas, comme nous venons de le voir, A* (E(X)) = 0. Considérons le cas
ol E(X) = —oco et A(A) < oo pour un A > 0. Alors par I'inégalité de Markov et un résultat précédent,

logP(X = x) < /iln(f)log[E(eMX_X)) = —sup(Ax— A(L) = —A* (x),
= 120

donc
lim A*(x) < lim (—logP(X = x)) =0,
X——00 X——00

d’otiinfg A* = 0. Le cas o1 E(X) = +o0 et A(1) < oo pour un A < 0 se traite symétriquement avec — X.

(iii) Laformule pour A’(1) découle d’une dérivation sous le signe intégral, licite par convergence dominée car

e(/l-H:)x_e]Lx Olxl _

e
fex) = xe™ et IfE(x)Ise’“
€ £—0

1
=: hs(x) pourtoutee€ (-6,0),

tandis que E(|2(X)]) < oo pour § > 0 assez petit car A est dans I'intérieur de {A < +oo}. Idem pour A”(A).

(iv) De (i) A*(E(X)) = 0. Le (iii) donne A’(0) = E(X) et A" (0) = Var(X) > 0. Comme A" > 0, le lemme 3.2.1 (ii)
donne (A*)' = (A7, d’oit (A)"HEX)) =0, (A*)" = (A)H = et (A)"(E(X)) = A+(0) = va+(x)

O

1
(b’

3.3 Inégalité de Cramér-Chernoff

Théoreéme 3.3.1. Inégalité de Cramér-Chernoff.

SiS,:=X;+---+ X, avec Xj,..., X, va.rii.d. de transformée de Cramér A*, alors pour tout fermé F c R,

Sn . % .. — 1 Sn . %
IP(—(—:F) sZexp(—nmfA ) en particulier lim —logIP(— EF) < -—infA™.
n F n—co n n F
— Autrement dit, en notant ,, laloi de S—r:‘, pour tout fermé F c R, i, (F) < 2e~"nfF A",
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Loi AQQ) A*(x)
xlog% + (1-x)logi=x sixe[0,1]
1-p)So+pd1,0<p<1 log(pet + (1 - p)) &b 81-p ]
Bernoulli +00 sinon
n O0-x+xlogZ six=0
e 0y 25,650 gt~ 1) &o o
POiSS.OH +00 sinon
log-2- siA<0 Ox—1-log@x) six>0
0e 0 1,20dx, 6 >0 { 8g-1 ° { gl0x) s
Exponentielle +00 sinon +o0 sinon
1 e_(x;arg)zdx meR, c>0 Am+ T2 G=m)?
V2no? ! ! 2 202
Gaussienne

TABLE 3.2 — Quelques exemples de transformées de Cramér.
lois non exotiques comme la loi exponentielle par exemple,

Par ailleurs, la loi de densité f(x) = c(|x|"*1 <o+ €™ 1x>0),

La fonction A peut prendre la valeur +oo pour des
ce qui explique 'intérét d’'inclure cette possibilité.
avecl <a <2, f>1,etc>0 constante de norma-

lisation, vérifie E(X) < 0o, E(X) = —oo, A(A1) < +oo pour tout A = 0, et A(1) = +oo pour tout A < 0. Cet exemple
donne sens au degré de généralité considéré dans le lemme 3.2.2. Enfin la loi de Bernoulli est un exemple de
loi dont la fonction A est finie partout tandis que la fonction A* peut prendre la valeur +oo.

— On ne suppose pas que les variables sont exponentiellement intégrables ni intégrables. Si les variables
ne possedent aucun moment exponentiel, autrement dit si {A < +oo} = {0}, alors par le lemme 3.2.2 (ii)
ona A* =0, etlaborne P <2 fournie par le théoréeme est vraie (mais sans intérét).

— Si les variables possédent une moyenne m € R, et si pour tout € > 0, en posant F := B(m,¢)¢, on a
infp A* > 0, alors par le lemme 1.1.1 de Borel-Cantelli (premiére partie), il vient }_,, IP’(%" € F) < oo, d’olt

lim;;—co 57" =

m presque stirement, et il s’agit d'une convergence complete au sens du théoréeme 1.1.2.

Ainsil'inégalité de Cramér-Chernoff peut entrainer une LGN forte.
— Lapreuve révele que le préfacteur 2 peut étre remplacé par 1 si F = (—oo,m—r]ou F = [m+71,+00), r = 0.
2
— Sous les hypotheses du lemme 3.2.2 (iv) ona A* (m+x) = ;7 +05_0(x%), d’ot1 un lien entre PGD et TLC :

P(\/ﬁ(s—:—m)zr):P(S—JZm+%)5e

—-nA* (m+in)

2
vn 55 +t0n—oo(l)

_r
=e 202
n

En ce sens, PGD et TLC sont équivalents pour les petites déviations par rapport a la moyenne.
En revanche, pour les grandes déviations, 'estimée par PGD peut étre meilleure que celle issue du TLC.
La figure 3.1 permet de comparer a I’échelle exponentielle I'approximation par PGD et par TLC.

Approximation TLC vs PGD

000

=005 |

))

T

Zp

o =010 b

Tlog(P

1
n

-0.15

: Bernoulli p=0.8, n=100

Exact
TLC
— PGD

0.00 005

010 015

FIGURE 3.1 — Approximation par PGD versus TLC dans le cas Bernoulli.

using LaTeXStrings, Printf, Plots, Distributions
100 ; p = .8 ; q = 1-p ; dx = .01
Distributions.ccdf.(Binomial(n,p),n*x)
Distributions.ccdf.(Normal (n*p,sqrt(n*p*q)) ,n*x)
exp.(-n.*(x.*log.(x./p)+(1 .-x).*log.((1 .-x)./q)))

n =
exa =
tlc =
pgd =
plot(r,log.(exa)./n,color=[:black],lw=2,label="Exact")
plot!(r,log.(tlc)./n,color=[:red],lw=2,label="TLC")

plot!(r,log.(pgd)./n,color=[:bluel,lw=2,label="PGD")

title!(@sprintf ("Approximation TLC vs PGD :
xlabel!("r")
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; T = collect(0:dx:1-p-dx)

Bernoulli p=%2.1f,
; ylabel!(L"\frac{1}{n}\log(\mathbb{P}(S_n\geq p+r))") ;

;X = r.+p

n=%d",p,n))

savefig("pgd-tlc-ber.png") ; gui()
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Démonstration. Soit F ¢ R un fermé tel que infr A* > 0 (sinon il n'y a rien & démontrer). Par le lemme 3.2.2 (ii),
m:=[E(X;) aun sens (éventuellement infini). Pour tous x et A = 0, par 'inégalité de Markov et 'indépendance,

S
[P’(—n > x) = IP(AS,Z > Axn) = IP(e’lS" > e”’lx) < e MY (ASn) = g~ n(AX-A)
n
Si m < +o0 alors par le lemme 3.2.2 (ii), pour tout x > m,
IP(& = x) <e NV
n

Similairement, si m > —oo alors pour tout x < m, en notant que A_x, (1) = A(-A) et A* x, (=%) = A*(x),
n n

Considérons le cas olt m est fini. Alors A*(m) = 0 par le lemme 3.2.2, et comme infg A* > 0, il vient que m
est dans I'ouvert F¢ = R\ F. Soit (m_, my) le plus grand intervalle ouvert (obtenu par réunion) contenant m et
inclus dans F¢. On a forcément m_ < m,, et 'une de ces deux bornes doit étre finie car F est non-vide. Si m_
est fini alors m_ € F car F est fermé, et donc A*(m_) = infr A*. De méme si m, est fini alors m, € F, et donc
A*(my) = infr A*. En utilisant les bornes exponentielles précédentes avec x = m_ et x = m, on obtient

P(S—; € F) < [FD(S—n” < m,) + P(S—n” > m+) < 2 "infF A"

Considérons le cas m = —oco. Comme la fonction A* est croissante et infg A* = 0 par le lemme 3.2.2 (ii), on a
limy_, oo A*(x) = 0, et donc m, est fini sinon on aurait infz A* = 0. Comme F est fermé, on a m, € F et donc
A*(my) = infg A*. De plus F c [m4,00), d’oy, cette fois-ci avec x = m.,

I]JJ(ﬁ € F) < IP(& > m+) < A (my) < gmninfE AT
n n
Le cas m = +oo se traite symétriquement de la méme maniere. O

3.4 Théoréme de Cramér dans R

Abordé en cours :

— Théoréme de Cramér et sa preuve dans le cas réduit.

— Théoréme sur les propriétés de la fonction de taux.

— Théoréme de Laplace-Varadhan et sa preuve (lemme d’analyse sans sa preuve)
— Notion générale de PGD de Varadhan.

Théoréme 3.4.1. de Cramér dans R.
Soient (X,) ;> des v.a.r. i.i.d. de transformée de Cramér A*, et S;,:= X; +--- + X;,. Alors :

. .1 Sn A
(i) Pour tout ouvert OcR,ona lim — log[F’(— € O) >—infA".
—oo 1 n 0

— 1 S
(ii) Pour tout fermé FcR, ona lim —logIP(—" € F) < —infA*.
n—oo i n F

Autrement dit, en notant u, laloi de S—n”, pour tout borélien B c R,

infA* < lim ~1 B)< Iim ~1 B) < —infA*
—infA" < lim —logu,(B) < lim —logpin( )——1% .

B n—oo

b 6m (LGN). On dit que
n—oo

(tn) ;> satisfait & un principe de grandes déviations (PGD) de vitesse a, = n et de fonction de taux A*.
— On ne suppose pas que les variables sont exponentiellement intégrables ou intégrables. En revanche, et
comme déja mentionné, le résultat est vide si les variables n'ont aucun moment exponentiel.
— De méme que pour I'inégalité de Cramér-Chernoff du théoréme 3.3.1, la borne supérieure du PGD de
Cramér peut entrainer une LGN forte via le lemme de Borel-Cantelli, cf. TD.

— Analyse asymptotique a I’échelle exponentielle a, de la convergence p,
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Démonstration.
(i) Découle de I'inégalité de Cramér-Chernoff du théoréme 3.3.1 : le préfacteur 2 est écrasé par % log.

(ii) Supposons dans un premier temps que la loi ¢ des X; vérifie u((—oo,0)) > 0, 1((0,+00)) > 0, et que p est
a support borné. Il en découle que lim |, A(A) = oo, et que A(A) est fini pour tout A € R. Par le lemme
3.2.2 (iii), A est donc dérivable, et il existe 7 tel que

Am)=infAL) et A'(p)=0.
AER
Soit fi la mesure de probabilité sur R définie par

. e’ x—A()
f(dx) = w(dx) = e™ 2 y(dx).

L

On parle de transformation d’Esscher, de famille exponentielle, de tilt exponentiel. Par le lemme 3.2.2 (iii),
f xfi(dx) = L f xe™pu(dx) =A'(m) =0
L)
Soit a présent p,, laloi de 57" Alors pour tout € > 0,

Un((—€,€)) :fﬂ|x1+---+xn|<nsﬂ(dxl)"'/J(dxn)

= e—nfl’ﬂ f 1]IJC1+~~-+xn|<neen(xl+N+xn)IJ(dxl) a I“L(dx'l)
= "N ((—¢,¢)),
ol [i, estlaloi de la moyenne empirique de n v.a.r.i.i.d. de loi fi.

Lintervalle (—¢, €), pas forcément typique pour y,, est typique pour [, qui est de moyenne nulle.
La LGN (faible) donne lim,,_.o, fi((—¢,€)) = 1, d’ot1, pour tous 0 < € < §,

.1 L1
lim —logu,((=6,0)) = lim —logu,((—¢,¢)) = An) —elnl.
n—oo n—oo

En prenant la limite quand € — 0, il vient

lim — logi, ((~8,6)) = AGp) = inf A(1) = —A"(0).

n—oo

Comme Ax_x(A) = Ax(A)—Axet Ay_, (y) = A*(y+x), il vient par translation que pour tout x et tout 6 > 0,
.1 .
lim —logu,((x—6,x+0)) = -A"(x),

ce qui conduit, par emboitement, a la borne inférieure souhaitée pour tout ouvert O < R. Notons que ces
deux derniers arguments de translation et d’emboitement ne font pas appel aux hypotheses faites sur p.
Supposons a présent que u vérifie u((—oo,0)) > 0 et ((0, +00)) > 0, mais que p n'est pas a support borné.
Procédons par approximation par troncature. Soit M assez grand pour que u([—M,0)) > 0 et u((0, M]) > 0.
Soit v la mesure de probabilité sur R définie par v(B) = u(B n [-M, M])/u([-M, M]) pour tout borélien
B cR. Soit v, la loi de la moyenne empirique de n variables i.i.d. de loi v. Pour tout n et tout § > 0,

pn((=6,0)) =2 vp((=8,8)u((—M, MD)".

M
Commelalog-Laplace de v est Apr—logu([—M, M]) ot Aps(A) := logf e“,u(dx), le résultat pour v donne
-M

lim llogun((—&é)) zlogu([-M, M]) + lim llogvn((—&ﬁ)) EinﬂgAM(/l)-
€

n—oo n—oo

En notant I := —infr Aps et I :=limsupy,_,o, Im, il vient

1
li_m ;logﬂn((—6,6)) >—J".

n—oo
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Comme Ay est croissante en M, il en va de méme de —I ;. De plus — Iy < Aps(0) < A(0) =0, etdonc —I* <
0. A présent, comme —1Ij; est bornée pour M assez grand, on a —I* > —oo, donc les ensembles de sous-
niveau Ky := {1 : Aps(1) < —I*} sont non-vides. Comme ils sont compacts et emboités, leur intersection
Npm Ky est non-vide, et contient donc au moins un point A,.. Par convergence monotone,

A(Ay) = lim Apy(A,) <-T7,
M—o0

et ceci conduit au résultat pour O = (-9, 9), et ensuite pour tout ouvert O par translation et emboitement.

Supposons enfin que p vérifie p((—oo,0)) = 0 ou p((0, +00)) = 0. Dans ce cas A est une fonction monotone
etinfg A =logu({0}), et le résultat provient alors du fait que u,((—68,9)) = ©, ({0}) = pu({ohH™.

O
Théoreme 3.4.2. Variante raffinée du théoreme de Cramér dans R.

Sous les hypotheses et avec les notations du théoréeme 3.4.1 de Cramér dans R, pour tout y € R,

.1 Sn . *
lim —loglP(; > y) = —chrzlgA (x).

n—oon

De plus si {A < +oo} contient un voisinage de 0 alors infy>y, A* (x) = A* ().

Démonstration. Soit i, laloide S—,f Comme [x, x + 8) c [y, +00) pour tout x = y et tout § > 0, il vient

.1 .1
lim —logu,([y,+00)) = sup lim —logu,([x,x+6)).

n—oo XZY n—oo

Le résultat découle alors du renforcement suivant d'une inégalité dans la preuve du théoréme 3.4.1 de Cramér :

lim llog,u,,([x,x+6)) > —A%(x).

n—oo

Comme dans la preuve du théoreme 3.4.1 de Cramér, on se ramene par translation au cas x = 0, et on procede
avec [0,0) et [0,¢) en lieu et place de (—6,0) et (—¢,¢) dans toutes les étapes de la preuve de l'inégalité dans la
preuve du théoreme 3.4.1. Le point crucial est le remplacement de la LGN faible par le TLC, qui donne

A 1
lim 1, ([0,€) = 3
Enfin la propriété sous moments exponentiels vient de la monotonie fournie par le lemme 3.2.2 (ii). O

Théoréme 3.4.3. Propriétés de la fonction de taux.

(i Si{A < +oo} contient un voisinage de 0 (existence de moments exponentiels avec A <0 et A > 0)
alors les ensembles de sous-niveau de A* sont compacts.

A*
(i) Si{A < +oo}=Ralors lim () =00
lx|—oo | x|

— Le (i) fait qu'on qualifie A* de bonne fonction de taux pour le PGD de Cramér du théoréme 3.4.1.
— Sous certaines hypotheéses, la fonction de taux est €° et strictement convexe, cf. TD.
Démonstration.

(i) Comme il existe A <0et A, >0 dans {A < +oo}, et comme la définition de A* (x) donne, pour tout A € R,

A¥ AL A¥
W) = Asigne(x) - (—), onobtient lim W

| x| x| X—oco |XI

>min(A4,—-1_)>0.
En particulier lim|y—, A* (x) = 00, les ensembles de sous-niveau {x € R: A*(x) < r}, r = infg A*, de A*

sont bornés. Comme ils sont fermés car A* est s.c.i. d’apres le lemme 3.2.2 (i), ils sont compacts.

(i) Comme {A < 400} =R, on peut prendre A, = —A_ — oo dans la preuve du (i) d’ot1 le résultat.
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3.5 Méthode de Laplace et lemme de Varadhan

La méthode de Laplace, vue en TD, affirme que si ¢ : R — R est continue et bornée supérieurement, et si p
est une mesure de probabilité sur R chargeant tout intervalle non vide, alors

]' n
i — @p(x) —
nlglgo . logf e w(dx) ship ®.
En effet, d'une part [e"?™ u(dx) < e"S"Pr?, et d’autre part, comme ¢ est continue, pour tous x € R et £ > 0, il
existe un voisinage V; de x tel que (y) = ¢(x) — € pour tout y € Vy, d’ott [e"?™ p(dx) = "X~ (V) > 0.

Théoréme 3.5.1. ou lemme de Laplace-Varadhan.

Soit (Z,),=1 une suite de variables réelles, et I : R — [0,+00] a ensembles de sous-niveau compacts,
telles que pour tout borélien B c R,

1 — 1
—infl < lim —logP(Z, € B) < lim —logP(Z, € B) < —infI.
3 S n—oo n B

B n—oo

Alors pour toute fonction ¢ : R — R continue et bornée supérieurement,

1
lim — log[E(e"‘p(Z"
n

n—oo

)) =sup(p-1).
R

— Dans le cas ol les Z;, sont de méme loi y, la propriété sur les Z,, a lieu avec I = 0 pour les boréliens B
vérifiant u(B) > 0, et le résultat coincide avec la méthode de Laplace mentionnée plus haut dans le sens
ot E(e™?4n)y = S e (x) w(dx). La coincidence est formelle car I n'est pas a ensembles de sous-niveau
compacts. D’autre part, ce n’est pas une instance de Cramér : Z, n’est pas une moyenne empirique.

— Si (Xy);>1 sont des v.a.r. i.i.d. de log-Laplace A et de transformée de Cramér A* et si {A < +oo} contient
un voisinage de 0, alors, en combinant le théoréeme 3.4.1 de Cramér et le théoréme 3.4.3 sur A*, les
hypotheses du théoreme de Laplace-Varadhan sont vérifiées par Z,, = 57" et I = A*, et on obtient

im L ne(Sh)y _ *
’}Lr}gonlog[E(e )—sEp((p—A ).

— Un résultat analogue s’obtient en remplacant partout la vitesse n par ;.
Démonstration. On procéde en établissant la minoration et la majoration suivantes :

ne(Zy ng(Z

1
lim —logE(e

n—oo

— 1
)= -I) et lim —logE DE -.
Jzsuplp—1) et lim ~logE(e )=supl¢—1)

Preuve de la minoration. On procede par localisation par restriction et monotonie. Pour tout x € R, comme ¢
est continue en x, pour tout £ > 0 il existe un voisinage ouvert V de x tel que infy, ¢ = ¢(x) —¢, d’'ou

[E(emp(Z")) > [E(en(p(Zn)ﬂZnevx) > en(<P(x)—£)|]3>(Zn eVy),

et en utilisant la borne inférieure de la propriété sur les Z,, il vient alors

lim ! logE(e"?“n)) = ¢(x) —& —infI = ¢ (x) — & — I(x).
n—oo Vx
Ceci étant vrai pour tout x € R et tout € > 0, on obtient la minoration souhaitée.
Preuve de la majoration. Comme ¢ est bornée supérieurement : m := supg ¢ < +oo. D’autre part, comme
les ensembles de sous-niveau de I sont compacts, ils sont fermés et I est semi-continue inférieurement (s.c.i.).
Comme ¢ est continue et I est s.c.i., pour tous x € R et € > 0, il existe un voisinage ouvert V; de x tel que

supp<@x)+e et inflI=I(x)—e.
Vx

Vx

Localisons par compacité. Pour tout r > inf1, 'ensemble de sous-niveau K, := {x : I(x) < r} est compact par
hypotheése. On peut donc extraire de K, € Uyeg Vi un sous-recouvrement fini K c V := Uﬁ\i 1 Vx;- On a alors

N
E(e"?“n) = E(e™“ 1 ,0v) +E("?“" 14 ey) SEE™ 1 5,0v) + ) " @ OP(Z, e V).
i=1
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En utilisant le lemme d’analyse ci-dessous puis la borne supérieure de la propriété sur les Z,;, on obtient

— 1 — 1 — 1
lim —logE(e™?%")) < max(m+ lim —logP(Z, € V), max (¢(x;) + &+ lim —logP(Z, € Vx,-)))
n—oon n—oon 1<isN n—oon

Smax(m—inf[, max (¢ (x;) +£—ian)).
Ve '1<i<N V..

1

Or infye I = infge I = r par définition de V et K, tandis que infvTI = I(x;) — € par définition de Vy,, d'ou

— 1
lim — logE (e “n
n

) _ ) — R _ —
Jim. )Smax(m r’féﬁ’?\z(‘p(xl) I(xl)+2£))5max(m r,sgp(w I)+2£).

La majoration souhaitée s’obtient en faisant r — +oco et ¢ — 0. Note : les x; et N dépendentde c et r.
Lemme d’analyse. Si (a,,) et (b,,) sont des suites de réels strictement positifs, alors

1 — 1 — 1
lim —log(a, + by) = max( lim —log(ay,), lim —log(bn)).
n—oon n—oon n—oon
En effet, la croissante de log et la positivité de a,, et b,, donne
max( lim —log(ay,), lim —log(bn)) < lim —log(a, + by),
n—oon n—oon n—oon

tandis que d’autre part,

log(2)
n

1 1 1 1 1
- log(a, + by) < max(; log(2ay), - log(2bn)) < + max(; log(ay,), - log(bn)),

— 1 — 1 — 1
lim —log(a, + by) < Inax( lim —log(ay,), lim —log(bn)).
n—oon n—oo n n—oon

— Dans le théoréme 3.5.1 de Laplace-Varadhan, on peut remplacer '’hypothese de bornitude sur ¢ par

ng(Zn

— 1
lim lim —logE(e )ﬂw(Zn)zr) = —o0.

r—oon—oo n

En effet, en introduisant la troncature ¢, := min(¢, r), on obtient
E@e"? ")) = "1y z,)<) + EE" " Up(2,)51)

Par le lemme d’analyse utilisé dans la preuve précédente, on obtient
fim ~ logE(e"?%) = max( Tim L logE(eme @y ), Tim 2 logE(e"#%" )
a7, 108 a7, 08 ¢(Zy)<r) 10— 108 p(Zp)zr) |-

Or en utilisant le théoréme pour la fonction bornée supérieurement ¢, il vient

— 1 — 1
Jim —logE(e""“1y(z,1<r) < lim —logE(e"""“”) < sup(p; 1) = suplp— 1),

— — 1
et comme lim; _ o lim;—o %log[E(e"‘p(Z")ﬂ(p(Zn)zr) = —00, on obtient nlim —logE(e™'“") < sup(p - I).
oo R

3.6 A propos des principes de grandes déviations

Soit ((45),,»; une famille de mesures de probabilités sur un espace topologique E muni de sa tribu boré-
lienne. On dit qu’elle satisfait a un principe de grandes déviations (PGD) de vitesse (§,),; et de fonction de
taux I : E — [0,00] lorsque les trois conditions suivantes sont réalisées :

(i) Bn ./ +ooquand n— oco
(ii) Les ensembles de sous-niveau de I sont compacts (donc fermés c’est-a-dire que I est s.c.i.)

(iii) Pour tout borélien B < E, —infg I < li_rnn_> ﬁ_ln logu,(B) < Enqw ﬁLn logu,(B) < — infE 1.

(o0]
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La fonction de taux est unique et atteint son minimum global, égal 4 0.

— Si B contient les minimiseurs de I alors lim, oo 4y (B) = 1.

— Si B ne continent pas de minimiseur de I alors lim,, .o 14, (B) = 0.
Cela permet de concevoir approximativement y,, comme une mesure de Boltzmann-Gibbs : u,(B) = e~
En pratique, dans les modeles, n est le nombre de particules, ou la dimension du systéme. A 'opposé, pour la
mesure de Boltzmann - Gibbs d’'un modele, un PGD est une approximation énergétique en grande dimension.

Ce concept général de PGD a été introduit par Varadhan vers 1966. Le lemme de Laplace-Varadhan date de
la méme époque. Il affirme la convergence faible de i, quand n — oo vers une loi portée par les minimiseurs de
I, cette loi étant une Dirac lorsque I a un unique minimiseur comme dans le théoréme de Cramér. Varadhan a
développé ensuite amplement cette thématique notamment avec Donsker aux Etats-Unis, tandis que Freidlin
et Wentzell suivaient un chemin paralléle mais indépendant en Union soviétique.

Largument pour la borne supérieure utilisé dans la preuve du théoreme 3.4.1 de Cramér sur R est unidi-
mensionnel. Il est possible de le remplacer par un argument de réduction aux boules via compacité associé a
une tension exponentielle. Ceci conduit notamment au théoréeme de Cramér sur R, avec

n infB 1

A (x):= sup (A, x) —AA) et A(x):=logL(A) :=logE(eMX1),
AeRd

cf. [30, th. 2.2.30]. Le théoreme de Cramér a été obtenu par Cramér vers 1938 sous des hypotheses restrictives,
levées par Chernoff en 1952. Entre 1965 et 1975, Ruelle puis Lanford ont proposé une preuve des théoréemes
de Cramér basée sur la sous-additivité, sans faire appel a une déformation exponentielle, on la trouvera dans
[30, ch. 6] et [21, ch. 7]. Une preuve élémentaire du théoreme de Cramér dans R basée sur la sous-additivité se
trouve dans [22]. Donsker et Varadhan ont généralisé le théoréme de Cramér a un Banach en 1976 et Bahadur
et Zabell 'ont ensuite généralisé en 1979 a des espaces vectoriels topologiques localement convexes séparés.
Létude de théoremes de Cramér de dimension infinie est revisitée dans [21] et [61].

Le théoreme de Cramér posséde également une généralisation a des variables aléatoires dépendantes, qui
porte le nom de théoreme de Gértner—Ellis (1977, 1984). Des principes de grande déviation pour des mesures
de Boltzmann-Gibbs sont étudiés dans [66], et pour des processus de Markov en lien avec 'inégalité de Sobo-
lev logarithmique dans [32]. Un principe de grandes déviations est disponible pour le mouvement Brownien
en temps petit (théoreme de Schilder, 1962), pour la formule de Feynmann-Kac associée a un opérateur de
diffusion et son équation de Schrodinger réelle (théoréeme de Donsker-Varadhan, 1983), pour des systemes
dynamiques perturbés aléatoirement (théoreme de Freidlin-Wentzell, 1970).

Un exposé sur les PGD a la fois accessible et axé sur les modeles se trouve dans [31].

On trouvera dans [42] et [17], voir aussi [35], un PGD pour le modéle de Curie-Weiss pour lequel une transi-
tion a lieu entre un régime ot le minimiseur de la fonction de taux n’est pas unique et un régime ot la fonction
de taux est strictement convexe, en rapport avec un TLC non-standard a la valeur critique.

Le point de vue d’'un physicien sur les PGD pour la mécanique statistique est exposé dans [75].

Le développement asymptotique précis du cas gaussien fourni par le théoréme 3.1.2 posséde une générali-
sation au-dela du cas gaussien (théoréme de Bahadur-Rao, 1960), un raffinement du théoréme de Cramér.

11 est possible de déduire un TLC a partir d'un PGD, la variance asymptotique étant donnée par la dérivée
seconde de la fonction de taux en le minimiseur qui est la moyenne, cf. [19].

1l est possible de déduire une LGN forte a partir du PGD de Cramér via le lemme de Borel-Cantelli, cf. TD.

Le PGD de Cramér est relié au PGD de Sanov qui fait I’objet du chapitre suivant.

Ce chapitre est localement a la fois librement et fortement inspiré de [30], [76], et [31].
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Chapitre 4

Principe de grandes déviations de Sanov

Abordé en cours :

— Lemme et théoréme de Sanov discrets, lien avec analyse asymptotique du coefficient multinomial
— Cramér discret et sa preuve par contraction

— Enoncé du principe de contraction

Le théoreme de Sanov a été obtenu par Ivan Nikolaevich Sanov vers 1957, mais il semble que beaucoup n'y
ont pas cru. Nous étudions en détail la version pour des variables aléatoires discretes finies, ce qui correspond
au jeu de dé, et fait émerger trés naturellement 'entropie. Nous en déduisons le théoreme de Cramér pour
des variables aléatoires du méme type par une instance du principe de contraction. Nous présentons ensuite
brievement la version générale, explorée par Donsker et Varadhan et Bahadur et Zabell dans les années 1970.

4.1 Théoréme de Sanov pour le jeu de dé

Soit A ={ay,...,a,} un ensemble fini de cardinal r, interprétable comme un alphabet, muni de la topologie
et de la tribu discretes. Lensemble 22(A) des mesures de probabilités sur A est identifiable au simplexe

{(pr,.., pER :p1+--+pr =1},

et on note y; := p({a;}) si p € 2(A). Toute fonction f : A — R est continue et bornée. En identifiant aussi
bien les fonctions que les mesures a des vecteurs de R”, on a (f,u) = X7_, fiui = J fdu. La topologie induite
sur Z2(A) par celle de R" coincide avec la topologie de la convergence étroite. Pour tout u € 2(A) on note
supp(w) :={a; : p; > 0}. Si (X,,) ;1 sont des variables aléatoires a valeurs dans A et si y € 2(A) alors

loi

Xp——p ssi lim P(X,=x)=p(x) pourtoutxe A

A toute suite! (xp,...,x,) € A" est associée une mesure de probabilité L, (xi,...,x,) € 2 (A) définie par

1 1
L1, == Y Vmarseor — Y- Vigmar )
=1 n =1

Les éléments de & (A) réalisables de la sorte sont L, (A™) := {L,,(x1,...,Xy) : (X1,...,Xy) € A"} c P(A).

Si Xi,..., X, sont des variables aléatoires i.i.d. a valeur dans A modélisant, par exemple, les n lancers d'un
dé a r faces, alors L, (X;,..., X;) est une mesure de probabilité aléatoire sur A, v.a. a valeurs dans 2?(A), appe-
lée mesure empirique, constituée du vecteur des fréquences empiriques de chacune des faces a;,...,a, dans
I'échantillon Xj, ..., X,. En notant y € 22(A) laloi des X;, la LGN donne (presque stirement et dans LY

LVZ(X1)~-~)X}’I) m (,Ul;---r,ur)-

Le lemme suivant souligne notamment que de simples considérations combinatoires, volumiques, font surgir
I'entropie, en liaison avec la mesure empirique d'un échantillon, de maniére non-asymptotique.

Lemme 4.1.1. Combinatoire du jeu de dé et entropie.

(i) D’une part [L,(A™)| < (n+1)""!, et d’autre part infyrer, am v - Vo < r;nl pour tout v € Z(A) et
pour 7 assez grand, et cela reste vrai si on impose de plus que supp(v') < supp(v).

1. Du point de vue de la théorie de I'information, ces x; sont les lettres successives d’'un message écrit dans 1'alphabet A.
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(i) Si Xy,..., X, sontdes v.a.i.i.d. deloi ue 22(A), alors pour tous v € L,,(A™) et (x1,...,X,) € L;l ),
P((X1,..., Xn) = (X1,..., Xp)) = e "EWHHIID,

ol S(v) et H(v | p) sont respectivement I'entropie de Boltzmann-Shannon de v et '’entropie rela-
tive ou information de Kullback-Leibler de v par rapport a u définies par

r r .
S(v) ::—Zvilogvi et H(v|p:= Zvilogﬁ.
i=1 i=1 Hi

n!
(iti) Pour tout v € L,(A"), ona (n+1)"" VeV <L 1(v)| = ————— <™V,
(nv!---(nvy)!

— On adopte la convention 0log(0) =0 et H(v | u) = +00 si supp(v) & supp(u).

— OnaH(v|p) =oossisupp(v;) & supp(u) c’est-a-dire qu'il existe L < i < rtelquev; >0etu; =0

— Lentropie discrete S prend ses valeurs dans 'intervalle [0,1og(r)] et atteint son maximum log(r) pour la
loi uniforme (1/7,...,1/7), et son minimum 0 pour les masses de Dirac §;, 1 < i < r. En effet, u — ulog(u)
est <0 sur [0,1], nulle en 0 et 1, et S est continue et strictement concave. On rappelle au passage que
I'entropie continue ou différentielle — [ f(x)log(f(x))dx, elle, prend ses valeurs dans tout R.

— Pour tous p,v € 2 (A), l'entropie relative vérifie H(v | u) = 0 avec égalité ssi u = v, et ceci découle de
I'inégalité de Jensen et de son cas d’égalité et de la convexité stricte de u — ulog(u).

— Laformule de Stirling n! ~ v27n(£)" donne

|

1 21 1 n! L
—log|L,' )| = —log T —;Vilog(vi)—s(wr

ce qui fait du (iii) une version quantitative de cette analyse asymptotique. Cette analyse asymptotique
combinatoire a été menée par Boltzmann au milieu du dix-neuvieme siecle en physique statistique, et
redécouverte et exploitée par Shannon soixante ans plus tard en théorie de l'information?.

Démonstration.
(i) OnalL,(AM|<{0/n,...,n/n}"|=(n+1)""1 le r — 1 venant de la contrainte de somme 2 1.
Soit v € Z(A). Montrons qu'il existe v' € L,,(A") tel que |V — vl < (r — 1)/ n pour n assez grand. Quitte a
permuter A, on peut supposer que v, > 0. Comme L, (A") < {0/n,.. ,n/n}’ pourtoutl <i<r-1,ilexiste
v;.€{O/n,...,n/n}telquemaxlsisr_lIvi—v’ilsI/n.Soitv =1- i lv Onav =>v,—(r-1)/n,quiest

>0 des que (r—1)/n <v,, ce qui a lieu pour n assez grand. Enfin, dans ce cas, |v. —v,|< (r—1)/n.

(ii) On écrit, en notant que S(v) +H(v | ) = =Y7_, v;logpu;,

.
P((Xy,...,Xp) = (X1,...,X2)) = ]_[ P(Xi = xk) = Huzk heser ]_[,u Vi = g SWMFHWIW)
k=1 i=1
(iii) Soitv e L,(A™ etY = (Y3,...,Y,) avec Y3,...,Y,, i.i.d. deloi v. Le (ii) donne P(Y = y) = e”>™ pour tout
yE L,‘ll(v) carH(v|v)=0,donc1=P(L,(Y)=v)= |L;1(v)|e‘”s("), d’ot1 la majoration IL;ll(u)l < eSW,

Pour la minoration?, comme ILZ1 W) = W'(’“’r)“ on a, pour tout v' tel que P(L,,(Y) =v') >0,

’

PL,(Y)=v) LW v lL[ (nv))! )

— AN T
P(Lp(Y) =) |LZI(V/)|H;=1V i o (nvg )'
produit d’expressions du type %;(%)b‘“. En distinguant les cas a = b et a < b il vient que %{ = b*b dou

P(Ln(Y)= IL[ nWi=vi) — L vVi—vi) 1,

PLy(Y)= V’) i=1

ce qui donne
1=Y P(Lp(Y) =) = |Ly(ADIPLp(Y) =V) = | Ly (AL, (v)| e 5Y).

d’'otienfin (n+ 1)~ ~DenSM) < ILgl(v)I par (i).

2. En utilisant un logarithme en base 2, la quantité S(v) est la longueur moyenne en bits des symboles d'un codage conservatif optimal
de fréquence v, dans lequel la longueur des codes est inversement proportionnelle a leur fréquence, cf. [27].
3. Lidée vient du fait que la LGN suggere que P(L,,(Y) = v/) atteint son maximum pour v/ = v (maximum de vraisemblance!).
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Théoréme 4.1.2. Principe de grandes déviations de Sanov pour le jeu de dé.

Soient (X,;) ;1 des v.a. i.i.d. de loi € 22(A). Alors pour tout borélien B c 22(A),

1 — 1
—~infH | < lim —logP(Ly(Xi,..., Xy) € B) < Tim —1ogP(Ln(Xy,..., Xu) € B) < ~ infH(v | .

veB n—oo vEB

— Lorsque B est convexe d’intérieur non-vide, la stricte convexité de H(: | p) permet d’établir qu’il existe
un unique v dans I'adhérence de l'intérieur de B tel que

.1 .
V}L{glo;logp(Ln(Xl»---;Xn) €B) = —yelgH(v [w)=-H(vg| .
ATopposé, la limite n’existe pas lorsque B = {v} avec v € L, (A") pour un n et supp(v) < supp ().

Démonstration. Pour tout v € L, (A™), grace au lemme 4.1.1 (ii), en notant X := (Xy,..., Xy) et x := (x1,..., X),

PL(X)=v)= Y PX=x)=|L, v)e "MK,

xeLy'(v)
et en combinant avec le lemme 4.1.1 (iii) il vient, pour tout v € L,,(A™),
(n+ 1)~ Ve ™MV <p(L,(X) =v) s e ™MW,

A présent, pour tout borélien B c 2(A), on a

PLy(X)EB) = Y PLy(X)=v) <|BNLy(A" e hesntnunm HVIW) < (3 4 1)L e=ninbvennryam HOVIK)
veBNL,(A")
et
PLyX)eB = Y PLX)=v)= Y  (n+1) " Ve ™0 > 4 1)~0=Demninfvepnor,am HOIW),
veBNL,(AM) veBNL,(A")

Comme lim,,—.o %log((n + 1™ 1) =0, il vient

1 1 _
nlim —logP(L,(X) € B) =— lim inf  H(v|p) et lim —logP(L,(X)e B)=- lim inf  Hv|p
—oo 11 —— =

7m0 VEBNL, (AM) oo I n—ooveBNL,(A")

A ce stade, la borne supérieure s’obtient en observant que BN L, (A") € B c B (on démontre donc mieux!).

Etablissons la borne inférieure. Cette fois-ci B ¢ B N L,(A™). Soit v € B tel que supp(v) c supp(u) (sinon
H(v | u) = +oo et il n'y a rien a démontrer). Par le lemme 4.1.1 (i), il existe une suite (v,) dans L, (A") telle que
v, — v et supp(v,,) < supp(u). Par ailleurs, la topologie étant celle de R”, comme v € B, il existe £ > 0 tel que
v :lv—v/|<e}c B, etonadonc vy, € BnL,(A") a partir d'un certain rang sur n. Cela donne

- lim inf HM' | W= _nli_I.BOH(V" |w)=-HW |,

n—0c0y'e BNL,(A")
d’ol1 enfin

- lim inf  H(v|p=-infH(v|p).

n—ooveBNL,(A") veB

4.2 Entropie relative en probabilité, statistique, et physique statistique

Entropie relative comme énergie de déviation

La preuve du théoréme 4.1.2 indique que si X = (X, ..., X,) avec Xj, ..., X, i.i.d. de loi u € 22(A), alors pour
tout v € (A), quand n > 1, 'énergie H(v | u) est associée aI'événement {L,(X) = v} au sens ol

P(Ly(X) =v) = e "HOW,
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Autrement dit, la loi de la mesure empirique aléatoire L, (X) est = une mesure de Boltzmann-Gibbs de tempé-
rature inverse n et d’énergie H(- | u), minimisée par u. Autrement dit, pour tous v,v' € 2(A), quand n > 1,

PLa(X)=v) _ o~ MHVIW-HE 1)
P(Lp(X) =V '

Comme pour toute mesure de Boltzmann-Gibbs, les rapports de probabilités se transforment en différences
d’énergie. On peut concevoir H(v | g) comme 'énergie associée a la déviation v par rapport au comportement
typique p. Voila un aspect fondamental pour les praticiens des grandes déviations et de la mécanique/physique
statistique, rompus aux techniques pour peser les énergies des événements et leurs contributions relatives.

Entropie relative comme contraste asymptotique associé a la log-vraisemblance

Soit (X,),,»1 des v.a. i.i.d. de loi p. € 2 (A) inconnue. Lorsque n > r, il est naturel d’estimer u. avec la
mesure empirique L, (X, ..., X,) qui converge vers p, quand n — oo grace a la LGN. En revanche, si n < r,
alors il est possible de réduire la complexité ou la dimension avec un modéle paramétrique (p(e))gee c P(A)
de sorte que dim(®) < n et . = ug, . Le but devient alors de construire, a partir de Xj,..., X, un estimateur de
0..

Pour des données (x,...,X;) € A" et un parametre 6 € ©, la vraisemblance (likelihood en anglais) est

n
Oypxy @) =P(Y1 =x1,..., Y, =x) = H ;1566:) ou Yy,..., Y, sontdes v.a.i.i.d. deloi ,u(g).
i=1

La vraisemblance est d’autant plus grande que les données (xi,..., x;) sont localisées dans les zones les plus
probables pour @, ou que le parametre  est localisé dans des zones qui rendent trés probables les données
(x1,...,xy,). Il s’agit a la fois de la vraisemblance de x pour 6 et de la vraisemblance de 0 pour x. Lestimateur de
maximum de vraisemblance de 6* au vu des données observées Xj, ..., X;, est

~ 1
6, := argléleagéxbm,xn 0 = argléle%x(; loglx,,... x, (9)).

La log-vraisemblance normalisée est une moyenne empirique, ce qui donne par LGN

Xi n—oo

1 1 & S
—logfxl,...,x,, 0 == Zlog’u(e) p-s Z ,Uf*)l()gﬂf) — —S(,U(e*))—H([J(G*) | ,Ll.(e)).
n nizi k=1 —

constante

Ainsi, maximiser la vraisemblance est équivalent asymptotiquement a minimiser 1'entropie relative de la loi
inconnue. On parle d’estimateur de maximum de contraste, de contraste asymptotique —H(u%*) | ). La méme
trame s’applique au cadre continu avec I’entropie continue, en remplacant les sommes par des intégrales, la
mesure de comptage par la mesure de Lebesgue. Il s’agit d'un lien entre statistique mathématique et physique
statistique. On voit poindre la deux usages actuels du mot statistique, qui correspondent a des cultures et a des
communautés scientifiques qui se recoupent de fait assez peu. Il se trouve qu’un lien entre les deux est assuré
notamment par une certaine informatique de I'apprentissage automatique.

Maximum d’entropie, minimum d’énergie libre

Revenons au concept boltzmannien de maximum d’entropie S a énergie moyenne fixée, en utilisant les
notations du lemme 4.1.1 et du chapitre 1. Si A={1,...,r} et E: A — (—00, +o0] autrement dit E € (—oo, +o0]”,
avec E # +oo, si BeR, et si ,w6 € P (A) est définie par

*ﬁEi r
p._¢ =BV 1y _ -BE;
Ci= , avec Zg:=({e 1) = e PHi
Hi= 5= y=2

i=1

alors pour tout p € 2 (A) tel que (V, ) = (V, Py, on a S(uP) — S() = H(u | uP), d’otr
S(u) < S(yﬁ) avec égalité ssi yu = ,uﬁ.

En introduisant I'énergie libre de Helmholtz F(u) := (V, u) — %S(p), il vient, pour tous p, v € 22(A),
1
F(pﬁ) —F(u) =H(u|pp) =0 avec égalité ssi u= ,uﬁ, et F(/.tﬁ) = —ElogZﬁ.

Notons que les températures négatives sont permises par la finitude de I'espace A.
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Statistiques de Maxwell-Boltzmann, Bose-Einstein, et Fermi-Dirac

Considérons un systeme formé de 7 particules distinguables chacune pouvant étre dans 'un des r niveaux
d’énergie Ej,...,E,. La description microscopique du systéme est (ey,...,e,) ol ex € {1,...,7} est le niveau
d’énergie de la particule k, tandis que la description macroscopique du systeme est donnée par (ny,...,n;,)
ol n; est le nombre de particules au niveau E;. On a n = nj +---+ n, et 'énergie moyenne de la configuration
macroscopique (ny,...,n;) est E=n1Ey+---+n;E;. llya (m”nr) = n!]'[lf:1 n%' configurations microscopiques
compatibles avec la configuration macroscopique (ny,..., n,). Ce coefficient multinomial revient a répartir n
boules distinguables dans r urnes. Afin d’obtenir une mesure additive des degrés de liberté du systéme, on peut

considérer le logarithme. Cette quantité par particule est alors % log (nln , nr)' Comme dans la remarque 1.2.8, si

n — oo avec n;/n — y; pour tout 1 < i < n alors yy +--- + y = 1, et par la formule de Stirling n! ~ v2rnn"e™",

le nombre asymptotique de degrés de libertés « additifs » par particule est

.
S() :=—)_ pilog(uy),

i=1

Maximiser cette entropie S sous contrainte d’énergie moyenne fixée E=Y_;_, u; E; donne

1 . .
Hi= Ee_ﬁE‘, 1<i<r,

ot le multiplicateur de Lagrange 3 > 0 peut étre interprété comme une température inverse, etou Z =Y.\ _, e PEi
est la constante de normalisation. On parle de distribution de Boltzmann voir de Boltzmann-Gibbs. Mais
comme observé par Gibbs, le raisonnement ci-dessus souffre d’'un probleme important. Plus précisément, si
on considére un systeme de n + n’ particules, alors le logarithme des degrés de liberté n’est pas additif en réa-
lité, la combinatoire n’est pas la bonne, ce qui viole le second principe de la thermodynamique. Une maniére
de dépasser ce paradoxe consiste a supposer que les particules sont indistinguables. Ceci rend la combinatoire
triviale car pour toute configuration macroscopique (7, ..., n;), il existe une unique configuration microsco-
pique compatible, c’est-a-dire une unique facon de répartir n boules indistinguables dans r urnes avec n;
boules dans I'urne i pour tout i. Pour échapper a ce probléme, on peut supposer que chaque niveau d’énergie
E; possede s; états, en d’autre termes que chaque urne i posséde s; sous-urnes. Le nombre de configuration mi-
croscopiques compatibles avec la configuration macroscopique (ny,..., 1) est alors donné par []}_, %
Sis; =---=s, =1 alors ce nombre est 1. Si n; < s; alors grace a la formule de Stirling, le nombre de configura-

nj
tions microscopiques compatibles avec la configuration macroscopique (ny,..., n;) est = [17_; --. En utilisant
I'approche variationnelle utilisée dans le cas distinguable, on obtient une nouvelle distribution pour les ni-
veaux d’énergie, appelée distribution ou statistique de Maxwell-Boltzmann :
1 4
Hi= —sie PE:,
Lorsque s; = --- = s, on retrouve la distribution de Boltzmann précédente du cas distinguable.

En suivant la méme méthode sans I’hypothése n; < s;, on obtient la statistique de Bose-Einstein :
1 S;
Wi = 7 bEa_1"

Par ailleurs, si on suppose qu’au plus une particule occupe un sous-niveau d’énergie, on obtient que le nombre

de configurations microscopiques compatibles avec I’état macroscopique (ny,..., n,) est [[7, —————, ce qui
i=1 n;!l(sj—n;)!

donne cette fois la statistique de Fermi-Dirac :

1 S;

Hi= 7 ePEiray1

Ici le terme de statistique est celui historiquement utilisé pour parler de distribution de probabilité.

4.3 Modele de Curie-Weiss

Il s’agit de la mesure de Boltzmann-Gibbs « champ moyen » suivante sur {—1,+1}" :
n n

1 & 1
pn(x) = —e PO ot Hy(x):=Y xi— Y xj+ Y hx; et Zyi= Y e P,
Zp i-1 "o i=1 xe(-1,1"
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La loi u;, n'est pas produit et on ne peut donc pas utiliser le théoréeme de Cramér pour obtenir un PGD pour la
moyenne empirique m,, := %Z?Zl x;. Cependant, I'énergie H,(x), et donc la probabilité y,(x), ne dépend que
de la moyenne empirique m,(x) au sens ot Hy(x) = n(my(x)% + hm,(x)). Aussi, en écrivant

Un (X :my(x) =m) = iefn(mhrhm)l{x i mp(x) = m}|
n

et en estimant Z;, et |{x : m;(x) = m}|, dans le méme esprit que dans la preuve du théoreme 4.1.2 de Sanov pour
le jeu de dé, on peut établir que sous la loi i, la moyenne empirique m,, vérifie un PGD, et en particulier la
distance de m,, a '’ensemble des minimiseurs de la fonction de taux converge vers zéro quand n — oco. De plus
un phénomene de seuil se produit : 1a fonction de taux a un ou deux minimiseurs en fonction de g et h.

4.4 Théoreme de Cramér discret

Corollaire 4.4.1. Théoréme de Cramér pour le jeu de dé.

Soient (X},);>1 des v.a.r. i.i.d. de loi p € 22(A) portée par une partie finie A={a;:1<i<r}cR, et
Sn:=X1+---+ X,. Alors pour tout B c R, avec I(x) :=infyep(a).(av)=x HV | 1),

. 1 Sn =— 1 Sn .
—inf] < lim —log[FD(7 € B) < lim —log[F"(; € B) < —infl.

B n—oo N n—oon B

De plus, pour tout x € K := [min;<;<r(a;), maxj<j<,(a;)], I est continue en x et

.
I(x):= A" (x):=sup(Ax—A(1)) ou A(A):= log[E(eAXl) = logz pie’m".
A€R i=1

— Comme la fonction de taux I est continue on obtient, lorsque B = BcK,
1 S
lim —log[FD(—n € B) = —infl.
n—oo g n B

Si p n’est pas une masse de Dirac, alors A* est strictement convexe, et son unique minimum est la
moyenne m = (a, ) de p. Comme inf,;,;,_¢ 1 I € (0,00) pour tout € > 0, la borne supérieure du PGD
pour B = (m—¢,m+¢)¢ etle lemme de Borel-Cantelli donnent la LGN forte (donc PGD = LGN forte)

Sn ps

———

n n—oo
— Le corollaire 4.4.1 se généralise a R?, et K devient dans ce cas I'enveloppe convexe des a;.

Démonstration. L observation cruciale est la suivante : % ={(a,L,(Xi,...,Xy)). Ainsi, pour tout Bc R,

S
L eB ssi Ly(Xy,...,Xp) €{veP(A):(a,v)€B).
n

Lorsque B est ouvert, I'ensemble {v € 22(A) : (a,v) € B} est ouvert, et les bornes inférieure et supérieure de PGD
du théoreme découlent de celles du théoréme 4.1.2 de Sanov pour le jeu de dé.
Pour tout v € 22(A) et tout A € R, I'inégalité de Jensen donne*

_ala;
uie Aa—A(A)

r r
A) =log)_ pietd = Y vilog :

i=1 i=1 i

=Ma,v)—H(v|p) avecégalitéssi v=v,):=e H.

Donc pour tous A et x,

Ax—A) < inf H(v|p =1(x), avecégalitési(a,v,)=x.
veP(A){a,v)=x

Comme A est dérivable et A’(A) = {a,v,), on obtient la formule pour I lorsque x € {A’(1) : A € R}. Or A’ est
croissante car A est convexe, min; a; = infy A’(1), max; a; = sup, A’(1), d’ol1 la formule pour I pour tout x € K.
Considérons enfin un point du bord de K, disons x = a.. Alors en notant v, :=d,,,0na{a,v.) = x et

—logu(a.) =HW. | w) = I(x) =sup(Ax—A(A)) = Alim (Ax—A) = —logula.).
1 ——00

Enfin la continuité de I sur K est une conséquence de celle de H(: | p). O

4. Cen'estrien d’autre que I'inégalité de Young pour la transformée de Legendre d'une log-Laplace, qui est une entropie relative!
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La preuve du corollaire 4.4.1 a partir du théoréme 4.1.2 est une instance d'une méthode générale appelée
principe de contraction, qui permet de déduire un PGD d’'un PGD en composant avec une fonction.

Théoreme 4.4.2. Principe de contraction.

Soit f: E — F continue entre deux espaces topologiques E et F avec F séparé.

(i SiI:E — [0,+00] a des ensembles de sous-niveau compacts alors J := inf(IOf‘l) :F—[0,+00] a
aussi des ensembles de sous-niveau compacts, avec la convention naturelle inf@ = +oo.

(ii) SiE et F sont munis de la tribu borélienne, et si (1) ,~; est une suite de lois sur E vérifiant un PGD
de vitesse (8,),=; et de fonction de taux I : E — [0, +oo] : pour tout borélien B c E,

1 — 1
—infl < lim —logu,(B) < lim —logu,(B) < —inf],
3 n—oo ﬁn B

B n—oo Pn

alors (V) =1 := (Un o f‘l)n21 vérifie un PGD de méme vitesse et de fonction de taux J = inf(Io f1).

— Lafonction f contracte I'espace E en F.
— Laformule J = inf(I o f!) signifie que pour tout y € F, on a

J(»)= inf
X X)

I(x).
€E:f(x)=y

Comme f n’est pas forcément bijective, f ’l(y) est un ensemble, éventuellement vide, et il en va de
méme pour (Io f~1)(y), de sorte que J(y) = inf(Io f~1)(y) € (—o0, +o0] peut étre égal a +oo parce que [
prend cette valeur sur 'ensemble (1o f~!)(y) ou bien parce que (Io f~1)(y) est vide.

— Ce principe permet a partir d'un PGD d’obtenir une grande variété de PGD. Cependant la fonction de
taux contractée n’est pas toujours trés intuitive. A ce sujet, a la question « appréciez-vous les grandes
déviations? » certains sont tentés de répondre « montrez-moi votre fonction de taux et je vous le dirai! ».

— Le PGD pour (1), est une maniere de concevoir y,, quand z# > 1 comme la mesure de Boltzmann-
Gibbs 1, (B) = e P81 es PGD sont ainsi des Boltzmann-Gibbsations de grande dimension!

Démonstration.

(i) Pour tout r € R, I'’ensemble de sous-niveau

{yeF:J(y)<r}={yeF:¥e>0,3x. €E f(x;) =y I(x))<r+e} =) fUX€E: I(x) ST +¢}).

>0

Or pour tout € > 0, 'ensemble f({x € E: I(x) < r + €}) est compact dans F (éventuellement vide) car
image par f continue du compact {x € E : I(x) < r + €} de E. En particulier {y € F: J(y) < r} est fermé
comme intersection de fermés. Comme l'intersection est décroissante quand € \ 0, elle est incluse dans
un compact del’espace séparé F. Elle est donc compacte car fermée dans un compact d’'un espace séparé.

(ii) Pour tout B’ F,onainfg J = infg-1(p) I, et comme f est continue, I'ensemble f ~1(B') est fermé si B est

fermé et ouvert si B est ouvert, d'otile PGD pour (v;) > a partir de celui pour () 5.

O

4.5 Théoreme de Sanov général

Soient (X,),>1 des v.a. i.i.d. a valeurs dans un espace polonais E muni de sa tribu borélienne. Soit & (E)
I’ensemble des mesures de probabilités sur E, muni de la topologie de la convergence pour les fonctions tests
continues et bornées 6}, (E — R). On munit 2 (E) de sa tribu borélienne. La mesure empirique

1 n
Lﬂ(Xl)'-‘)X}'l) = Z 5Xk
=1

est une variable aléatoire a valeurs dans 2?(E). Pour tout f € 6} (E — R), la LGN appliquée a (f (X)) ,,~, donne

n

(Lp(X1,...,X0), ) = (X — (u, /) presque siirement,

1
N
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ou {, ) := [ fdu (crochet de dualité). Comme E est séparable, la convergence faible est caractérisable avec
E,

une classe dénombrable de fonctions test, d’ol1 la LGN sur les mesures empiriques : L, (X,..., X;) n_h. Up.s.
—00

Le théoréme de Sanov général suivant constitue le PGD naturellement associé a cette LGN°.
Théoréme 4.5.1. de Sanov.

Soient (X,),>1 des v.a.i.i.d. a valeurs dans un espace polonais E muni de sa tribu borélienne. Soit 2?(E)
I'ensemble des mesures de probabilités sur E, muni de la topologie de la convergence pour les fonc-
tions tests continues et bornées 6} (E — R). On munit Z?(E) de sa tribu borélienne. La mesure empi-
rique L,(X1,...,Xp) = %Zzzl dx, est une variable aléatoire a valeurs dans 2 (E). Pour tout borélien
Bc P(E),

1 — 1
—infA* < lim —loglP(Ln(Xl,...,X,,)eB) < lim —logIP(Ln(Xl,...,Xn) eB) < —infA*,
) lim im — n

B n—oo B

avec

A*(W):= sup (fLv)—A(f)=Hw|w ol A(f):=logfefdu.
fe€,(E)

— Le théoreme 4.5.1 de Sanov pour le jeu de dé est le cas particulier E = A ={ay,...,a,}.

— Le théoréme 4.5.1 de Sanov est disponible en particulier pour E=R%, d = 1.

— La LGN exprimée sur les mesures empiriques reste valable pour la topologie plus forte relative aux fonc-
tions tests mesurables et bornées .4, (E — R), appelée topologie 7 :

M,
L,(Xy,...,Xn) b U presque siirement.
n—oo

Il est possible d’établir le théoreme de Sanov pour la topologie 7, cf. par exemple [6] pour une déduction
par discrétisation ou approximation finie a partir du théoreme 4.1.2 de Sanov pour le jeu de dé, via

) v(A;j)
H(v|p =supH(valpa) avec Hvalpa) =) v(A;)log ,
Aell i=1 u(A;)

ou IT est 'ensemble des partitions finies de E et r(A) le nombre de parties de la partition A € II.

— La derniere égalité dans le théoreme 4.5.1 fait écho a la remarque 2.5.6 sur I'entropie relative.

— Dans le théoreme de Sanov, I'usage de la mesure empirique libére E de la structure vectorielle. Cela fait
du théoréme de Sanov une sorte de théoréme de Cramér pour les variables aléatoires i.i.d. (§x,),.; @
valeurs dans la partie convexe 22 (E) de I'espace .4 (E) des mesures signées sur E équipées de la méme
topologie faible. Il se trouve que .# (E) est un espace vectoriel topologique localement convexe séparé
dont le dual est identifiable a 6, (E). Or si (Z;),,»1 sont des v.a. i.i.d. de loi m a valeurs dans un espace
vectoriel topologique M localement convexe séparé muni de sa tribu borélienne, alors un théoreme de
Cramér général est disponible, la log-Laplace est définie sur le dual topologique M* par

A(/l):zlogfe“"”m(dx), Ae M*,

et la transformée de Cramér est la transformée de Legendre®

A" (x) = sup ({1, x) —A(A), x€eM.
AeM*

Pour retrouver le théoréme de Sanov on observe que si M = # (E) et Z, = 0x,,, alors
A(f) =log[E(e(f’5X1>) =logfefdy, feM* =%,(E).

Ces développements et bien d’autres se trouvent dans [32], [30, ch. 6], [21] par exemple.
— Nathanaél Gozlan a montré dans [45] que le théoreme de Sanov permet de relier concentration sous-
gaussienne tensorisable pour les fonctions Lipschitz et inégalité de transport de Talagrand Wy.

Ce chapitre est localement librement et fortement inspiré de [30] et [76].

5. Formuler la LGN en terme de mesure empirique permet de se passer de structure vectorielle sur 'espace E, qui peut alors étre trés
général : graphe fini ou infini, variété, ensemble de parties d'un ensemble, partie non-linéaire d'un espace de fonctions ou de mesures,
etc. La mesure empirique est une moyenne empirique sur les mesures. Elle s’obtient par plongement de I'espace E, qui n’a pas forcément
de structure vectorielle, dans 1'espace des mesures sur E, qui a toujours une structure vectorielle. Cette technique de plongement dans un
espace plus gros et plus linéaire est classique, on la retrouve notamment dans les support vector machine en apprentissage automatique.

6. Dans ce contexte de dimension infinie, on parle de transformée de Fenchel-Legendre.
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Chapitre 5

Queues lourdes, lois stables, universalité

Vu en cours :

— Principe de contraction et sa preuve du chapitre précédent

— Commentaires sur H(v | p) liés a Sanov et a la statistique du chapitre précédent

— Sanov général et lien avec Cramér général du chapitre précédent

— Introduction de ce chapitre, Pareto, théoréme sur les queues lourdes avec 2/3 de preuve
— Théoréme sur queue en loi de puissance et invariance d’échelle, idée de la preuve.

Ce chapitre est une exploration du comportement des variables aléatoires peu intégrables.

Soient (Xp) ;51 des va.r. i.id. SiE(X?) <oco et 0% :=E(X?) — m® > 0 oit m:=E(X)), alors par le TLC,

X1+ +X,—nm i
1 n loi N(0,1),
—00

no?
. 2 o2 . . . X1—-m
etily a de plus égalité en loi pour tout n dans le cas gaussien: = — ~ .#(0,1) et

X 4+ X
X ~N(0,1) = —rTAndy
vn

Que se passe-t-il si [E(Xlz) =o00? Le cas ol Xj suit la loi Cauchy(xo,y), xo €R, y >0, de densité!

XER—> ——————— ~|x—=00 =

efus(2)

est instructif : dans ce cas, E(|X;|) = oo et [E(Xlz) =00, Xl;xo ~ Cauchy(0, 1), et

X1+ + X loi
X; ~Cauchy(0,1) = ;121)(1'
n

qui suggere un analogue du TLC avec une normalisation de n au lieu de /n et une loi limite Cauchy au lieu de
gaussienne. En terme de fonctions caractéristiques, I’égalité en loi ci-dessus est liée au fait que pour tout ¢ € R,

itx
. (tx) _
Px (0 ) R (14 x2) . R (1 + x2) r=e

qui donne
L

@i (1) = Ee ) :(<PX1 (%)) =e"'n =gy (0.

La loi gaussienne et la loi de Cauchy sont stables par convolution, a translation et dilatation prés.
Cela conduit a clarifier les deux points suivants :
— Lois stables par convolution, a translation et dilatation pres.
— Universalité de la convergence vers ces lois pour les sommes de v.a.r. i.i.d., a translation et dilatation
pres, sous condition de queue de distribution P(X > x) = 1 — F(x) sur les v.a.r.

5.1 Queues lourdes, invariance d’échelle, variation réguliére, variation lente

1. On dit que xp est un parametre de position tandis que y est un parametre d’échelle.
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Théoréme 5.1.1. Queue lourde.

Soit X une v.a.r. positive de loi y et de fonction de répartition F. Ces propriétés sont équivalentes :

1-F(x) _
o Ax = +o0.

(i) X aune queue plus lourde que toute exponentielle : pour tout A >0, limy— 400

(ii) X ne posséde aucun moment exponentiel : E(e*X) = co pour tout A > 0.

log(1-F(x)) _
+o0  x 0.

(iii) X aune queue sous-log-linéaire : li_mxﬁ
— Lorsque les conditions du théoréme sont vérifiées, on dit que X ou u est a queue lourde ou épaisse.
— Pour les variables sur R, on peut distinguer queue a droite et queue a gauche.

— Laloi de Cauchy est a queue lourde. Les lois exponentielle et normale ne sont pas a queue lourde.
— Pour cette notion de queue lourde, la loi exponentielle est le cas critique, exclu, en quelque sorte.

Démonstration. (i)= (ii). Par (i), pour tout A > 0, il existe une suite (x,) t.q. lim,_ eMn (1-F(x,)) =+o0,d ol

Ee™) = fo et dp(n) = et f du(x) = M (1 - F(x,)) — +oo.
Xn

(ii)=(iii). Démontrons la contraposée ou supposons par ’absurde que lim > 0. 1l existe

log(1-F(x))
X

_log(1-F(x))
X—+00 X

donc A >0 et xo > 0 tels que — = 1o pour tout x = x, c’est-a-dire 1 — F(x) < e Mox, pour tout x = xo. A
présent, pour tout A € (0, A¢), cela permet de contredire (ii) :

[o¢] o0
Ee*¥) =/1f eM(1 - F(x))dx < AeM +Af e’ (1 - F(x))dx < +oo.
0 X0

(iii)=(i). De (iii) on tire une suite (x,) telle que a la fois lim;,_.c X, = 0o et lim; ., —log(1 — F(x,))/x, = 0.
Pour tout A > 0 et Ag € (0, 1), il existe donc un rang ng tel que —log(1 — F(x,))/x, < A¢ pour tout n = ny, c’est-
a-dire que (1 - F(xy)) > e %% pour tout n = ny, ce qui implique que lim,_.(1 — F(x,))/e " = oo, ce qui

implique que lim,,_.o (1 — F(x))/e ** = 0o, et comme cela est vrai pour tout A > 0, on obtient bien (i). O

Exemple 5.1.2. Loi de Pareto.

Les distributions dont la queue est en loi de puissance forment une classe naturelle de distributions a
queue lourde. Un exemple important est la loi de Pareto, dont la densité est?

a
ax?®.
min

X— Wﬂxzxmm; Xmin >0, @ >0.

Si X ~ Pareto(Xmin, @) alors E(XP) < co ssi f < a, en particulier E(X®) = +oo0. La loi de Pareto a été utilisée
par le sociologue et économiste Vilfredo Pareto pour modéliser la distribution des revenus. En notant f
la densité ci-dessus, pour tout x = X, la fraction de la population dont le revenu dépasse x est?

(&) X \—«a
A(x)_l—F(x)—fx f(y)dy—(x : )

min

tandis que la proportion de richesse de cette fraction par rapport a la richesse totale est, si @ > 1,

d

=(=)"", dou B=AT.
yfdy —min

Xmin

Cette relation entre A et B mene au principe de Pareto lorsque a est proche de 1 par exces : une petite
fraction de la population détient une grande part de la richesse totale . Al'opposé B = Alorsque a — oo.
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A = fraction de la population

Notons enfin que la loi de Pareto pourrait étre appelée loi log-exponentielle au sens ou

Y ~ Exp(a) ssi xminey ~ Pareto(xmin, @) etréciproquement X ~ Pareto(Xxpin, ) ssi log ~ Exp(a).

Xmin

Remplacer la loi exponentielle par la loi normale conduit a la loi log-normale, trés utilisée aussi.

a. On dit que m est un parametre de position tandis que a est un parametre de forme.

b. La queue de distribution de la loi de Pareto est en loi de puissance x~%, par construction.

c. Dansle carré [0, 1]2, l'aire entre la premiére bissectrice et la courbe de B en fonction de A, divisée par I'aire du triangle sous
la premiere bissectrice qui représente la maximalité, donne 'indice de Gini, réel entre 0 et 1, utilisé en économie pour quantifier
les inégalités. L'égalité parfaite correspond a la premiere bissectrice (B = A) et a un indice de Gini égal a 0.

Exemple 5.1.3. Distributions a queue lourde voire en loi de puissance.

Les distributions a queue lourde et en particulier en lois de puissance sont trés répandues.

— Si X ~ Cauchy(0,1) alors P(X > x) = % — % arctan(x), et comme arctan(x) + arctan(l/x) = n/2, on
aP(X > x) ~x—+00 1/(x), qui est asymptotiquement en loi de puissance, donc a queue lourde.

— En statistique, la studentisation, qui consiste a normaliser la moyenne empirique par I'écart-
type empirique, conduit a la loi de Student, qui est a queue lourde polynomiale avec une puis-
sance dépendant de n. Dans le méme esprit, si X et Y sont indépendantes et de loi gaussienne
A(0,1) alors X/Y suit laloi de Cauchy(0, 1).

— En géométrie, I'image de la loi uniforme sur le cercle par projection stéréographique est une loi
de Cauchy. Plus généralement, en dimension 7, on obtient une loi de type Student radialement.

— Si S, = X1 +---+ X, est une marche aléatoire sur Z d'incréments (X},),,»; i.i.d. de loi %6_1 + %61,
issue de l'origine Sy := 0, alors le premier temps de retour a l'origine 7 = inf{n = 1: S, = 0} vérifie
P(T > t) ~;—oo ¢/ /T pour tout £ >0, avec ¢ := v2/7, cf. TD.

— La queue de distribution des degrés dans certains modeles de graphes aléatoires a attachement
préférentiel est en loi de puissance, cf. TD.

Théoréme 5.1.4. Queues en loi de puissance et invariance d’échelle.

Soit p une loi sur R de fonction de répartition F. Le deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) waune queue en loi de puissance : il existe xo >0, c=0, a > 0, tels que
1-F(x)=cx™® pour tout x = xo.
(ii) p auneinvariance d’échelle : il existe xy > 0 et g : R — (0, +c0) continue tels que

1-F(Ax)=gA1)(1-F(x)) pourtous x,A avec Ax = xp.
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— Léquivalence de (i) et (ii) indique que si (ii) a lieu alors forcément g(1) = A~% pour un a > 0.
— Laloi Pareto(xy, @) a une queue en loi de puissance «
— Cauchy(xp,y) a une queue asymptotiquement en loi de puissance 1, cf. variation réguliére plus loin.

— Si X ~ Cauchy, alors e* (log-Cauchy) a une queue logarithmique, plus lourde que toute loi de puissance!

Démonstration. Limplication (i)= (ii) est immédiate, avec g(1) = A~%. Démontrons que (ii)=(i). On peut sup-
poser sans perte de généralité que 1 — F(x) > 0 pour tout x = xp car toute annulation se propage sur la droite
par (ii), ce qui donnerait (i) avec ¢ = 0. Fixons a présent x,y > 0, et considérons z assez grand pour que
z,2X,2Xy = Xp. Le (ii) donne, avec A = xy, 1-F(xyz) = g(xy)(1-F(z)), mais aussi 1 -F(xyz) = g(x)g(y) (1-F(2))

avec A = x puis A = y. Comme 1 — F(z) > 0, il vient que

g(xy) =g(x)g(y) pourtousx,y>0,

qui peut s’écrire f(x+ y) = f(x) + f(y) avec le changement de fonction f =log(g). Les seules solutions conti-
nues, positives, et non-identiquement nulles de cette équation fonctionnelle sont de la forme f(x) = ax avec
a € R c’est-a-dire g(x) = x~* avec a € R. Comme 1 — F décroit et tend vers 0 en +oo on obtient « > 0, et donc

1-F(x) = cx~% pour x = xy et des constantes ¢, @ > 0, qui est bien (i).

Vu en cours :

— Pré-écrire d’abord au tableau les formules Fourier des théoréemes 5.1.9 et 5.2.2

— Lintégralité du chapitre a partir d’ici.

— Début du chapitre sur les matrices aléatoires (matrices de covariance empirique).

Théoréme 5.1.5. Invariance d’échelle asymptotique et variation réguliére.

Soit ¢ une loi sur R de fonction de répartition F. Le deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) paunequeue l— F avariation réguliere : il existe p < 0 tel que pour tout y >0,

i L=DOY
x=+oo (1-F)(x)

(ii) p auneinvariance d’échelle asymptotique : il existe g : (0, +00) — (0, +00) continue telle que
(I1-F)(Ax)
Am m =g(l) pourtoutA>0.

— On dit alors que p est une distribution a variation réguliere d’indice p.
— Laloi Pareto(xmin, @) est a variation réguliere d’'indice —a.
— Laloi Cauchy(xy,y) est a variation réguliere d’indice —1.

— Pour les queues de distributions 1 — F, le concept de variation réguliere fait sens pour les indices p <0,

tandis que pour les fonctions plus générales, il fait sens plus généralement pour tout p € R.
Démonstration. (i)= (i) Immédiat! (ii)= (i) Fixons x, y > 0. Le (ii) donne

1-F(xyz) —gxy) et 1-F(xyz) _ 1-F(xyz) 1-F(xz)
z—oo 1-F(2) 1-F(2) 1-F(xz) 1-F(z) x—

= 808w,
d’ol1 g(xy) = g(x)g(y) pour tous x, y > 0, et comme g est continue, on obtient g(x) = x°, p € R, qui est le (i).
Théoréme 5.1.6. Variation réguliere et loi de puissance asymptotique.

Pour toute fonction G: R, — R, et tout p € R, ces propriétés sont équivalentes :

(i) G estavariation réguliere d’'indice p : limy_. % = y” pour tout y > 0.
L(x
(i) G(x) =xPL(x) ol L: (0,+00) — (0,+00) est a variation lente : xliIP L(( J;) =1 pour tout y > 0.
—too L(x

— Lesfonctions a variation lente sont les fonctions a variation réguliére d'indice 0. Exemples : L(x) = a >0,

L(x) = (log(1 + x))?, a€ R, L(x) = log(log(e + x)), L(x) = exp((log(1 + x))?)),0< b < 1.

65

Me 12/03



Démonstration. (i)=(ii) Soit G a variation réguliére d’indice p € R. La fonction L(x) := G(x)/xP est a variation
lente car en utilisant le fait que G est a variation réguliere,

im Lixy) .. Gxy) xP 3
x—+oo [(x) x—+c0 G(x) (x))P

(ii)=(i). Soit L a variation lente et p € R. La fonction G(x) := x° L(x) est a variation réguliére car pour tout y > 0,

P
i SOV GVTLY)
x—+oo G(x) x—+oo xP L(x)

Lemme 5.1.7. Variation lente et puissances.

Si L: (0,+00) — (0,+00) est a variation lente alors limy_. ;o X L(x) =0 si p <0 et = +oco si p > 0.

Démonstration. Soient p >0, A > 1, £ > 0. Il existe x, , tel que L(Ax) = (1 —€)L(x) pour tout x = x, ¢, donc
AX)PLAx) =2 APxP(1—¢€)L(x) = cxPL(x),

pour € = €, , assez petit, tout x = x, ,, et c:= AP'2 > 1, ce qui donne (A" x)P L(A"x) = ¢ xP L(x) pour tout entier
n=1,doulimy_ o xPL(x) = +oo. Enfin lim,_. o, x P L(x) = 0 car 1/L est aussi a variation lente. O

Corollaire 5.1.8. Distribution a variation réguliere = queue lourde.

Si une distribution sur R, est a variation réguliere alors elle est a queue lourde.

Démonstration. Si F est la fonction de répartition d’'une distribution a variation réguliére, le théoreme 5.1.6
donne a = 0 et une fonction a variation lente L tels que 1 — F(x) = x~*L(x). Donc pour tout A >0 et § > a,

1-F(x
# =xPeM (P L(x) +oo car lim x Pe* =+ocoet lim xP9L(x) = +oo,
e~ Ax X—+00 X—+00 X—+00
o1 limy_.o, xP L(x) = +oo avec p = B — a > 0 provient du fait que L est a variation lente (lemme 5.1.7). O

Théoréme 5.1.9. taubérien de Pitman.

Si L est a variation lente et a € (0,2), alors pour toute v.a.r. X, ces deux propositions sont équivalentes :
@) PUX]|> %) ~x—too X~ *L(%).
) ar (] ~1 N ;
1N oeT(Y) on g =Ee)
0 2T (@) sin ZF t Px(1) )

(i) 1-Rex () ~p p

— Cela caractérise quantitativement la queue de distribution via le comportement de la fonction carac-
téristique au voisinage de 'origine. La preuve du théoréme 5.1.9 est laborieuse, cf. [63] et [12, p. 336].
Plusieurs variantes sont disponibles. D’autres théoremes taubériens sont présentés dans [60, Sec. 2.3.2].

— Pour une v.a.r. la finitude des moments d’ordre k est équivalente a la dérivabilité k fois en 0 de la fonction
caractéristique. Pour les v.a.r. a queue lourde, et notamment a variation réguliere d’indice —a, a € (0,2),
le moment d’ordre deux est infini, et la fonction caractéristique n’est pas deux fois dérivable en 0, et
n’'est pas méme dérivable en 0 lorsque « € (0,1]. Cependant, le théoréme taubérien de Pitman indique
que le comportement asymptotique en 0 est toujours relié a la queue de distribution.

— Le cas a = 2 est critique car il correspond pour la fonction caractéristique au cas gaussien, qui n’a pas
une queue a variation réguliere d’'indice —a = —2 : elle n’est pas a queue lourde.

— Les théoremes abéliens et taubériens, nommés en ’honneur de Niels Henrik Abel et Alfred Tauber,
donnent des conditions reliant deux manieres de sommer des séries divergentes. Le théoréme abé-
lien de base affirme que si une série converge alors sa somme d’Abel converge vers la méme limite.
Le théoreme taubérien de base est une sorte de réciproque qui affirme que si la série d’Abel d’'une série
converge et si ses cofficients sont assez petits, alors la série converge vers la méme limite.

5.2 Lois stables
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Théoréme 5.2.1. Lois stables.
Soit ¢ une mesure de probabilité sur R. Ces propriétés sont équivalentes :
(i) Pourtoutn=1etXj,..., X, variid. deloi y, il existe des constantes ¢, > 0 et d,, € R telles que

1
X1+ +Xp = e Xy +dy.

(ii) Il existe (X;),>; v.a.r.i.i.d. et des suites déterministes réelles (a,) =1, an > 0, et (by) =1, telles que

Xi+-+Xp=bp loi

ap n—oo

L

— On dit alors que pu est stable (par convolution, a translation et dilatation pres).
— Clestle cas des (translatées et dilatées) de la loi gaussienne et de la loi de Cauchy sur R.

Démonstration. (i)= (ii). Soit (X;),,»; des v.a.r. i.i.d. de loi u. Pour tout n = 1, par (i), il existe des constantes
cn>0etd,tellesque X; +---+ X, lof cu X1 +d,, c'est-a-dire XlJr:—j(’ﬁd" lof X; = p, d’ou (ii).
(ii)=(i). Lemme de Gnedenko — Kolmogorov? : si Z,, 101, 7 et 2= amZm+Bm doi, 7 pour des réels a,, >0
et B, et Z et Z' non-constantes, alors il existe des réels a > 0 et § tels que Z’ Yaz+ B.
loi _ Xi++Xmn—nbnm

. X+t Xpn—b .
Par (if), Yy, := =" m=2m — 4 quand m — oo. Fixons n = 1. Comme la v.a. Z;, := =5-27m=ion est |a

. o . [ loi A . N .
somme de n v.a.r. i.i.d. de méme loi que Yy, il vient que Z;, N ©*" quand m — oco. Or Z,, s'obtient a partir

de Z,, := Y,;,, par translation et dilatation, tandis que Z,, L. 1. Lelemme de Gnedenko — Kolmogorov entraine
alors que pu*" et 'image de y par une transformation affine, et cela pour tout n = 1, ce qui est bien (i). O

Théoreme 5.2.2. Fonction caractéristique des lois stables.
. . loi .
Une v.a.r. X non-constante est stable? ssi X = aZ + b oit @ > 0 et b sont des constantes et Z v.a.r. t.q.

@z(1):= Eel'?) = exp(— [t]% (1 - iﬁyt,asign(t))), teR,

. -1 sit<0
. tan(%Y)  sia#l . ]
ot ac(0,2], Bel-1,1], Yta = —21o | 7] sia=1" et sign(#): =40 sitr=0.
n 08 1 sit>0

a. Au sens du théoreme 5.2.1.

— Le cas gaussien correspond a a =2 et § = 0, tandis que le cas Cauchy corresponda @ =1 et § =0.

— On parle de loi a-stable.

— En particulier, dans le cas symétrique oi1 8 = 0, le (i) du théoréme 5.2.1 a lieu avec a,, = n'/% et b, = 0.
— Laloi est symétrique ssi f =0 (¢~ estréelle), et on dit que f est le parametre d’asymétrie.

— Laloi posséde une moyenne ssi a > 1, et une variance ssi a = 2.

Démonstration. La preuve, relativement élémentaire mais longue, se trouve par exemple dans [38, Ch. 17]. O
Théoreme 5.2.3. Queue de distribution des lois stables.

Si X est a-stable, a € (0,2), alors | X| est a variation réguliere d’'indice —a.

— Le cas a =2 est exclus : la loi gaussienne n’est pas a variation réguliére car n’est pas a queue lourde.

Démonstration. Pour simplifier, on ne traite pas le cas @ = 1. Comme la variation réguliére est invariante par
translation et dilatation, on peut supposer que a = 1 et b = 0 dans le théoreme 5.2.2. Au vu du théoreme 5.1.9
taubérien de Pitman, il suffit d’établir que 1 — R x (£) ~;_¢+ t*. Or le théoreme 5.2.2 donne, pour ¢ >0,

® cos(nt®), 1n:= ﬁtanﬂ.

Rpx(t)=e” 5

2. Cf. [44, Section 10]. Une affaire de loi, pas de v.a. En termes plus algébrico-géométriques, on ne sort pas de la classe d’équivalence
des images de la loi par translation et dilatation.
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Sin=0, alors Rpx(t) = e " =1- 1%+ 0(1%). Si n#0,alors Rpx (1) = (1—t* + o(t")) cos(nt®), d'otr

1-Rex (1) = (1-cos(nt®)) +cos(mt®) t* — cos(mt®)o(t*) ~;_o+ t%.

5.3 Universalité : TLC stable

Théoréme 5.3.1. TLC stable dans le cas symétrique.

Si (X)) ,>1 sont des v.a.r. i.i.d. de loi symétrique avec P(|X]| > X) ~x—+c0 X~ %, ¢>0, a € (0,2), alors

Xi++ Xy o

nlla n—o0

Zq ou Z, estdeloi a-stable symétrique.

— Ce théoréme exprime un phénomene d’universalité au sens ol la loi limite ne dépend de la loi des
ingrédients sommés que via I'indice de queue a. Il complete le TLC habituel, qui correspond a a > 2.

— Pour une version plus générale, qui n'impose pas la symétrie, et qui contient le cas gaussien, et dont la
preuve est plus laborieuse, on renvoie par exemple a [38, Ch. 17], et a la discussion [60, Sec. 5.4].

— En particulier le (i) du théoréme 5.2.1 a lieu avec a; = n® et b, = 0.

Démonstration. Comme X; est symétrique, sa fonction caractéristique ¢, estréelle, et comme la partie réelle
d’une fonction caractéristique est toujours paire, la fonction ¢x, est donc paire. Lidée est de procéder comme
pour le TLC habituel avec un développement en ¢ autour de 0, et la difficulté et que X; n’a pas de variance.
Cependant le théoreme 5.1.9 taubérien de Pitman donne, en observant que L =1,

/4

ox, (D =Rex, () =1-1-Rex, () =1-alt|*(1+0;-0(1) ol a:= m,

-1/a

et le caractere i.i.d. de Xj,..., X;; donne alors, pour tout u € R, ce qui précede avec t = n u donne

|ul®

n a
) el
n n—oo

On reconnait la fonction caractéristique d'une loi a-stable symétrique donnée par le théoréme 5.2.2. O

O 3o (10) :(qu1 (n~Ve u))" :(1 —a(l+0,.o(1))

nlla

Régimes en fonction de a dans P(| X;| > x) ~cx™ % :

— 0 < a<1:pasdemoyenne, donc pas de loi des grands nombres (mais TLC stable!)

— a =1:loi de Cauchy, qui est stable

— 1< a =<2 :moyenne finie, donc LGN, mais TLC stable

— a =2:n'est pas le cas gaussien car il s’agit du a de la queue, et non pas de la fonction caractéristique!

— a > 2:variance finie, LGN et TLC classique.

5.4 Vols de Lévy, phénomene one-big-jump pour somme et maximum

Les suites de v.a.r. i.i.d. a queue lourde font apparaitre de grandes valeurs, parfois qualifiées de catastrophes
(les grands riches dans 'approche de Pareto!), qui font que la somme peut étre du méme ordre que I'un des
facteurs : en anglais on parle parfois de one-big-jump ou de one-big-outlier. Plus précisément, si (X},),>; sont

desva.r.iid. S, :=X;+---+ X, et M, := max(Xj,..., X,), alors :

p-s. p
o 22 0ssiE(IXg ) < o0
n n—oo
loi . N . . L s . .
% —— Y non constante ssi x — P(] X;| > x) est a variation réguliere d’'indice —a avec a € (0, 1).
n  n—oo

— loi . N .. . ‘s . .
— W —— Y non constante ssi x — [P(] X;| > x) est a variation réguliere d’'indice —a avec a € (1, 2).
n n—oo

P . s .. L s o
% —— 1ssi x—P(|X;| > x) est a variation réguliére d’indice 0.
n  n—oo

Une maniere d’illustrer le phénomeéne est de considérer de cas ou les X; sont de loi a-stable, de sorte que
P(Spzx)=P(M, = x)
loi —q iy
quand x > 1, car comme X; + -+ X, 2 ntex et1- Fx, () = t7%, il vient

P(S,=x)=1-Fy, V) ~nx® et P(M,>x) = 1-Fx,(0)"=1-(1-(1-Fx, ()" = nx™%.
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Pour en savoir plus : [60, Sec. 3.4.1], [36, Sec. 8.2.4 et Sec. 6.2.6], mais aussi le plus récent [11].

Concernant la somme, les marches aléatoires a incréments a queue lourde sont appelé vols de Lévy. En
raison des catastrophes, leur comportement est beaucoup plus erratique que les marches aléatoires dont les
incréments ont une variance finie. La limite d’échelle d'un vol de Lévy n’est plus le mouvement brownien mais
un processus de Lévy : processus a temps continu et a accroissement indépendants et stationnaires. Cette
notion est reliée a la notion de loi infiniment divisible et a la formule de Lévy-Khintchine.

Marche aléatoire gaussienne Marche aléatoire de Cauchy (vol de Lévy)
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o 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
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FIGURE5.1 —
A gauche, une marche aléatoire d’incréments gaussiens, et a droite d’incréments Cauchy (vol de Lévy).

Concernant le maximum, le comportement asymptotique fait apparaitre a translation et dilatation pres
les lois max-stables, analogue des lois stables pour la somme. A translation et dilatation pres, il n'y que trois
lois max-stables possibles : loi de Gumbel, loi de Fréchet, et loi de Weibull, qui correspondent a la fluctua-
tion asymptotique du maximum de v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle, Cauchy, et uniforme. L'analogue pour le
maximum du phénomene d’'universalité du TLC stable pour la somme est appelé théoréme de Fisher-Tippett-
Gnedenko. La situation est différente de celle des lois stables des sommes dont le paramétrage est continu.

Une étude du théoreme de Cramér en rapport avec les queues lourdes se trouve dans [39].

Les lois a queue lourde jouent un role important en modélisation stochastique, mais leur étude peut s’avé-
rer laborieuse. Pour aller plus loin : [38], [36], [12], [68, 671, [49].

Ce chapitre est essentiellement inspiré de [60].
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Chapitre 6

Matrices aléatoires, théoreme de Wigner, théoreme de Marchenko-Pastur

Ce chapitre est consacré a un phénomene d'universalité concernant le comportement asymptotique du
spectre de matrices aléatoires de grande dimension. Nous commencons par une motivation statistique, dont
le dénouement n’est abordé que dans la section 6.5. Soient X, ..., X;, des vecteurs colonnes aléatoires i.i.d. de
R centrés et de matrice de covariance X. La matrice X est symétrique d x d et ses valeurs propres sont positives
ounulles. Ona Z;; = E(Xy; Xg ) pour tous 1 < i, j < d ettout 1 < k < n ou encore

T=EX X)) = =E(X,X,)).

La matrice de covariance empirique %, est la matrice aléatoire symétrique d x d suivante
- 1y + 1 -
==Y Xk X ==X X)X X))
nio n

C’est un estimateur sans biais de X : [E(f n) = Z. Parla LGN appliquée aux d x d coefficients,

= .S.
3, 2

n—oo

2.

On souhaite étudier le comportement de la matrice aléatoire o lorsque la dimension des données d = d,
dépend de n et tend vers oco. Simplifions en posant X = I;. Cela nous conduit au modele suivant : on se donne
une famille (Y;;) ij=1 de v.a.r. i.i.d. de moyenne 0 et de variance 1, et pour tout entier n = 1, on considére la
matrice aléatoire d,, x d, symétrique

Lyyr

n
ou Y = (Yij)i<i<d,,1=j<n- Si n— d, est constante et égale a d alors %YYT converge presque stirement vers la
matrice X = I. Il est naturel de chercher a comprendre le comportement de la matrice aléatoire % YY T lorsque
d, dépend de n, par exemple en étudiant son spectre. Lanalyse de la matrice symétrique YY T est rendue
difficile par le fait que ses coefficients sont dépendants. Cela suggeére d’analyser en premiére approche des ma-

trices aléatoires symétriques dont les coefficients sont indépendants dans le triangle supérieur, ce qui conduit
au théoreme de Wigner. Nous revenons aux matrices de covariance empiriques dans la section 6.5.

6.1 Théoreme de Wigner

Abordé en cours :

— Dessiner au tableau d’abord les exemples de graphes des figures 6.3 et 6.4
— Enoncé du théoreme de Wigner et du théoréme de Wigner simplifié

— Moments de la loi du demi-cercle, sans la preuve laissée en exercice

— Preuve du théoreme de Wigner simplifié par la méthode des moments

— Commentaires sur les généralisations, et introduction de GOE

On considere le tableau aléatoire symétrique infini

My, M
Mz, Mo,

ou (M,-j)l.zj21 sont des v.a.r. et Mj; := M;;. On se donne un entier n = 1 et on note M := (Mif)lsi,jsn la matrice

réelle symétrique aléatoire obtenue en extrayant le coin supérieur gauche du tableau. Soient

/1n,1;- . -r/ln,n
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FIGURE 6.1 — Densité de la loi du demi-cercle uPC et histogramme des valeurs propres d’une matrice symé-
trique de taille n = 1000 dont les coefficients du triangle supérieur, diagonale incluse, sont i.i.d. de loi uniforme
sur l'intervalle [—v/3/n,v/3/n] (la variance vaut donc 1/n). Les fluctuations de I'histogramme disparaissent
quand la dimension n — oo, pour laisser place a un déterminisme : la loi du demi-cercle de Wigner.
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FIGURE 6.2 — Histogramme du spectre d'une matrice du GOE normalisé, de dimension 30, 120, et 600. Les
fluctuations disparaissent en grande dimension pour laisser place a un déterminisme : la loi du demi-cercle.
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les valeurs propres de la matrice réelle symétrique \/LEM, ordonnées de sorte que 1, =+ = 1, . On s'inté-

resse a leur mesure de comptage, appelée mesure spectrale empirique, définie par

1 n
””::_Zalnk‘
nj=1

C’est une mesure de probabilité aléatoire, comme la mesure empirique dans le théoréeme de Glivenko —Cantelli
ou de Sanov, mais les atomes A,,1,..., A, , sontici des v.a.r. dépendantes 1. Pour tout borélien B c R,

Card{l=k=n:A, € B}
n

Hn(B) =
est la proportion de valeurs propres appartenant a B. Pour tout f : R — R mesurable, on a
1 n
[ raun=1 3 rnp,
n =1

La fonction de répartition F, de u, est donnée pour tout x € R par

Cardflsk=n:A,\ < x}

Fp(x) = pup(—o0,x]) = f’ulfoo,x]d:un =

n
Les quantités pu,(B), ffdun, et F,,(x) sont des v.a.r.

Théoréme 6.1.1. Wigner ou loi du demi-cercle.

Considérons la matrice aléatoire symétrique M = (M; i< j<w Mj; := M;j, o

— Lesva.r. (Mij)jzizl

— Lesv.a.r. (Mj;);>; sonti.i.d. de carré intégrable : [E(Mlzl) < 00.
— Lesva.r. (M;;) sont i.i.d. centrées et réduites : E(M;2) =0, [E(Mfz) =1.

sont indépendantes.

j>i=1
Soient 1,1 = --- = Ay, les valeurs propres de \/LEM . Alors presque stirement,

1 & €
fn=— 3 Op,, —— u>°
n =1

nk n—o0

ol ,uDC est la loi du demi-cercle sur [-2,2] de densité

V4 — x2
X — —1][_2'2] (x)
2m

En d’autres termes, p.s. pour toute fonction f :R — R continue et bornée,
DC
[ raun— [ rauce.

— Analogue de la LGN pour un tableau triangulaire de v.a.r. dépendantes : (A,,1,...,A5,1) ;21 -

— Le terme loi du demi-cercle désigne 2 la fois la loi limite uPC et le théoréme de Wigner, car il constitue
I'expression d'un phénomene d'universalité, une loi de la nature, comme la loi des grands nombres.

— Lenom loi du demi-cercle utilisé pour désigner u¢ vient du fait que la densité estI'équation d’un demi-
cercle, a une constante de normalisation pres égale a la moitié de I'aire du cercle. La loi du demi-cercle
pDC est aussi une loi Beta(%, %) sur [-2,2], car V4—x2 = (2 — x)%_l(z + x)%_l, image par I'application
affine £ € [0,1] — x(¢) := 2(2¢—1) delaloi Beta sur [0, 1] de densité proportionnelle & /(1 — ). La densité
de uP€ en coordonnées trigonométriques est = sin(6)*1jo,x/2; (6)d6. La loi uP¢ est connue sous le nom
de distribution de Sato — Tate en théorie des nombres, et décrit le comportement de courbes elliptiques.
Elle y apparait a travers SU(2), difféomorphe a S® c R*, dont la loi uniforme projetée sur un diametre
donne la loi € (principe d’Archimede!). Enfin la loi € est un cas particulier de profil de Barenblatt,
stable par I’équation de la chaleur non-linéaire 0,u = A(u™), m = 3 (équation des milieux poreux).

— Comme pPC n’a pas d’atomes, le théoréme de Wigner affirme que p.s. pour tout intervalle I c R,

V4 —x?

lim p, (1) = uPC1) = f — " dx.
noon K In[-22] 27

1. Fonctions non-linéaires de M : racines du polynome caractéristique!
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La proportion de valeurs propres de M hors de I'intervalle [-21/1,2+/n] tend vers zéro quand n — oo.
— Le théoréme de Wigner met en lumiére un phénomene d’universalité, en ce sens que la loi limite u°C
ne dépend pas de la loi des coefficients de la matrice M. De ce point de vue, le théoréme de Wigner, qui
est une LGN pour variables dépendantes, fait aussi penser au TLC!
— Le comportement de la moyenne de u, peut étre compris en observant que par la LGN,

1 n 1 1 1 p-s. DC
IXdHn(X)z;kz::l/ln,kZETr(ﬁM):m Z M,-imO:fxd,u (x).

l<i<n

— Lanormalisation en 1/1/n de M peut étre comprise a son tour en observant qu’a nouveau par la LGN,

1 & 1 1 1

2 2 2 2 bs. 2 DC
dpp () ==Y A%, ==Tr(—=M"|=—= ) M..————>1=fxdy (x).
f " niz v n (\/ﬁ ) n? =, e

Les fonctions tests x et x> permettent de passer, via les traces de puissances, de 1'objet d’intérét u,, fait de
variables dépendantes A, x, au modéle M fait de constituantsi.i.d. justiciables de la LGN classique. Mais
la convergence pour les fonctions test 6}, n’est pas la convergence pour les fonctions tests polynémiales.
— Une autre maniére de comprendre la normalisation en 1/4/n consiste a observer qu’elle permet de sta-
biliser en grande dimension la norme euclidienne de chaque ligne et de chaque colonne (via LGN!).

6.2 Approche combinatoire : méthode des moments

Cette section est dédiée a une démonstration d'une version simplifiée du théoreme de Wigner, en utili-
sant comme fonctions tests les polyndmes (méthode des moments) pour un modéle matriciel simplifié. Des
méthodes de réduction a cette version simplifiée sont disponibles, et certaines sont abordées en TD :

— Hypotheéses sur M : techniques de troncature et recentrage, d’ablation de la diagonale? : inégalité de

Hoffman-Wielandt, inégalité de rang découlant des formules de Courant-Fischer.

— LoiEu, aulieude u, : techniques d’exploitation du phénomene de concentration de la mesure : controle

de la variance par la méthode des moments, inégalité de Poincaré ou de log-Sobolev si disponible, etc.

— Fonctions tests : techniques pour relier convergence étroite et convergence des moments.

Théoréme 6.2.1. de Wigner simplifié.

Soit M = (Mij)y_; i<y,

telle quelesva.r. (Mij)15i<j5n sonti.i.d. de moyenne E(M; ) = 0, variance [E(Ml.zj) =1,bornées |M;;| < C.

une matrice réelle symétrique aléatoire, a diagonale nulle My; = --- = M, =0,
Soit y, = % Y¢_,04,, lamesure empirique des valeurs propres de \/LEM . Alors pour tout r = 0,
,}LH(}O[E_[xrd””(x) :fxrduDC(x).

Démonstration. Identifions tout d’abord les moments de la limite.
Lemme 6.2.2. Moments de la loi du demi-cercle.

Les moments impairs de uPC sont nuls tandis que les moments pairs sont les nombres de Catalan :

fxzr“dch(x):O ot fxzrd,uDC(x):
r+1

2r
( ), pour tout entier r = 0.
r
En particulier uP¢ a pour moyenne 0 et variance 1.

Démonstration. Les moments impairs sont nuls car uPC est symétrique. Pour calculer les moments pairs, on a

1 2
fxzrduDC(x) = ;f 2V 4 - x2dx,
0

2. Le fait que la diagonale ne compte pas pour 'analyse asymptotique de la mesure spectrale peut surprendre un néophyte. Cela
s’explique par le fait que ces matrices ne sont pas a diagonale dominante : le spectre n’est pas controlé par les valeurs diagonales.
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par parité, par le changement de variable x = 2 cos(u) et une intégration par parties,

2
f xzrv4—x2dx:4r+1f
0

’ cos? (W) sin®(wdu = 4" YWy, — Whyryo) ol W, ::fz cos" (w)du.
0 0

Or W, est une classique intégrale de Wallis calculable par récurrence sur n par intégration par parties :

b/

2 M2 2 1
W, = Wy_o— cos” “(u)sin“(u)du = Wy,_, — —IWn.
0 n-—

(2r71)(2r73)---1W0: @n! &

2r2r—2)-2 2 2 d’oti le résultat O

Cela donne Wy, = =L W,,_,, puis Wy, =
Démontrons a présent le théoréme 6.2. Les moments de uP¢ sont donnés par le lemme 6.2.2. Pour tout
entier r = 1, le moment d’ordre r de Eyu,, s’écrit (avec i, := 1)

[E/xrd,un(x)=l[E(i/1r ):;[E(Tr(M’))=; > EMiy, o Mii,,)-
n\= nk nl+r/2 nl+r/2 112 !

1<iy,...,ir<n

Comme les coefficients diagonaux de M sont nuls (centrés suffit ici), on a

1 n
[Efxdun(x) ) _ZI[EMH =0= fxduDC(x),
i=
et comme M a des coefficient hors diagonale de variance unité,

E [ 2dpn o = Eo2) = T = [ b
X ,un(x)—_z Z ( ij)—T_’ = x-au (X)

1<i,jsn

L'étude du moment d’ordre 3 est un peu plus subtile. On a

1
[P =y ¥ EM MM

1<i,jk=n

Si deux éléments parmi {{i, j},{j, k}, {k, i}} sont distincts alors on a forcément E(M;; M j; My;) = 0 par indépen-

dance et centrage. Dans le cas contraire, onai =koui=jouk = j, dou E(M;;M;;My;) = 0 car la diagonale

de M est nulle. Ainsi, le moment d’ordre 3 de Ep,, est égal a zéro, tout comme le moment d’ordre 3 de €.
Pour le moment d’ordre 4, on pourrait procéder de méme en utilisant

1
[Efx4dun(x) = A2 . ‘Zkl E(M;j MMy Mi;).
<i,j,k,l<n

Un phénomeéne nouveau alieu:lecas i = ket j =1l aveci# j donne E(M;;M;r My, M;;) = [E(M;‘j), qui n’est pas
fonction des deux premiers moments des coefficients de M. Il n'y a pas de contradiction : ces termes n’ont pas
de contribution asymptotique quand 7 — oo car leur nombre, n(n — 1), est négligeable devant n'*4/2 = n®. Le
phénomene d’universalité vient de cette non contribution des moments d’ordre > 2 des coefficients de M.

Plus généralement, pour tout entier r > 1, on peut supposer que iy # ix+; pour tout 1 < k < r car M a une
diagonale nulle. On associe a chaque r-uplet d’indices de ce type iy, ..., i, un multi-graphe orienté :

— Voir figures 6.3 et 6.4 pour des exemples.

— Les sommets sont les valeurs distinctes prises par ces indices, et on note ¢ leur nombre.

— Les arétes sont les liaisons (i, ix+1) avec 1 < k < r, ilyen a r. Elles peuvent avoir une multiplicité et sont

orientées, et le multi-graphe orienté est connexe et cyclique : on part de i; pour y revenir en r étapes.

Ondit qu’il s’agit d'un multi-graphe orienté G(r, t). Deux multi-graphes orientés G(r, t) sont équivalents lorsque
qu’on peut passer de I'un a 'autre en permutant les indices {1, ..., n}. Des multi-graphes orientés G(r, t) équi-
valents donnent la méme valeur a E(M;, ;, --- M;,;,,,), hotée E(Mg), car la loi de la matrice M est invariante par
conjugaison par une matrice de permutation. Illya

nn-1---(n—t+1)

multi-graphes orientés G(r, ) dans chaque classe d’équivalence (nombre d’arrangements de ¢ objets parmi n).
Chaque classe d’équivalence contient un représentant pour lequel les ¢ valeurs distinctes prises par les indices
i1,...,I, sont successivement 1,..., t. Afin de calculer les contributions, on distingue trois types de classes de
multi-graphes orientés G(r, t) détaillés ci-apres. Le type est constant sur chaque classe (propriété de la classe).
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FIGURE 6.3 — Multi-graphe orienté associé a E(MjpMo1 M13M31).Onar=4,t=3,i1 =i3=1,i»=2,i4 =3. Les
arétes successives sont 12, 21, 13, 31. Chaque aréte présente, ainsi que I'aréte de sens opposé, ne I'est qu'une
fois. Le graphe non orienté squelette est 'arbre 2 — 1 — 3. Ce multi-graphe orienté est donc de type 1.

FIGURE 6.4 - En haut a gauche le multi-graphe orienté associé au long exemple
E(My2 M3 Msp Moy Mas Msa Mg Mea Myo Mo1), qui est de type 1. En haut a droite le multi-graphe orienté associé a
E(M12 M23Ms,), qui est de type 2. En bas au milieu le multi-graphe orienté associé a E(Mj2 Ma; M3 Msp Mos Ms1),
et en bas a droite le multi-graphe orienté associé a E(Mj, M2 M1y My1), tous deux de type 3 mais pour des
raisons différentes : graphe squelette contient un cycle, et sur-multiplicité d’arétes respectivement. Enfin, en
bas a gauche, un exemple de type 3 avec un nombre impair d’arrétes : r = 9. Enfin, il est utile de mentionner

que pour les graphes de types 2 et 3, le sens de parcours n’est pas forcément unique.
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— Classes de type 1 : chaque aréte présente, ainsi que I'aréte de sens opposé, ne 'est qu'une fois, et le
graphe non-orienté squelette obtenu en effacant les orientations et les multiplicités des arétes est un
arbre (c’est-a-dire sans cycles). Il s’agit d’arbres planaires en raison de la numérotation des sommets.
Exemple : E(Mi1 My My3Ms)) = E(MZ,)E(MZ,) = 1, voir figures 6.3 et 6.4.

— Classes de type 2 : une aréte au moins n'apparait qu'une seule fois et 'aréte de sens opposé n’apparait
pas, comme par exemple E(M)2 M3 M31) = E(M12)E(Ma3)E(Ms;) = 0, voir figure 6.4.

— Classes de type 3 : pas de type 1 ou 2. Exemple : E(M1, My M1y Mp) = [E(Mfz) > 0 car l'aréte 12 (et 21)
apparait exactement deux fois. Autre exemple : E(M12 Mz Mi3Mszz Maz Ms1) = E(MZ,)E(M2,)E(M3,) = 1,
car le graphe non orienté squelette associé est le cycle 1 — 2 — 3 < 1. La figure 6.4 les illustre.

Nous abordons a présent la phase finale :

— Contribution des classes de type 1. Si G est un multi-graphe orienté de type 1 alors E(Mg) = 1 par in-
dépendance et le fait que les coefficients hors diagonale de M sont de variance unité. Cela rameéne le
probleme a la détermination du nombre N; de classes d’équivalences de multi-graphes orientés G(r, t)
de type 1. Si r est impair alors N; = 0. Si r est pair, disons r = 2q, alors t =1+ a =1+7r/2 car le nombre
de sommets ¢ d'un arbre est toujours égal a 1 plus le nombre d’arétes a. Ainsi les classes de type 1 sont
en bijection avec les arbres planaires enracinés a a arétes (et 2 1+ a sommets). Leur nombre vérifie

I'équation de récurrence des nombres de Catalan : il y en a donc Ny = -1 (2%), et

nn-1---(n—t+1) n n—-a 1 [2a 1 (2a
> HIUAIAR VLIS |
cl.t. 1 n n n a+lla| n—o l+a

— Les classes de type 2 ont une contribution nulle car dans ce cas E(Mg) = 0 par indépendance et centrage.

— Les classes de type 3 ont une contribution asymptotiquement nulle. En effet, le type 1 nécessite que 2¢ =
r+2. Si G est de type 3 alors la négation des contraintes des types 1 et 2 conduit apres, examination
attentive, a 2¢ < r + 2, c’est-a-dire 2t < r + 1, d'olt n(n—1)---(n— t+ 1) < n’ < n"?*"/2_ D’autre part, le
nombre de classes d’équivalences de multi-graphes orientés G(r, f) est majoré par t" = O(1). Comme les
coefficients de M sont bornés a valeurs dans [-C, C], on a également E(Mg) < C" = O(1), d’ot enfin

nn-1---(n—t+1)
2

7 E(Mg) = O(n™ ") = 000 (1).

cl.t3

6.3 Ensemble Gaussien Orthogonal (GOE)

Abordé en cours :

— Lemme sur GOE et sa preuve

— Lemme sur Cauchy-Stieltjes commenté mais sans la preuve

— Preuve de Wigner pour GOE par transformée de Cauchy-Stieltjes

Lemme 6.3.1. Ensemble Gaussien Orthogonal (GOE).
Soit (M; ])
@ (M;;

1<i,j<n une matrice aléatoire symetrique. Ces proprietes sont equlvalentes :

sont indépendantes, avec M;; ~ A4(0,2), 1 <i<n,et M;; ~A(0,1),1<i<j<n.

)lsisjsn

n(n+1)
2

.. . _ 1p(s2 ). . .
(i) M apour densité s — Zie 1TrsY) avec I'identification Sym,,, ,([R) =R

De plus OMO'" a méme loi que M, pour toute matrice n x n orthogonale O.

— Le terme « ensemble » est entre « loi » et « variable aléatoire ». La physique a du forger ses termes et
concepts avant la mathématisation moderne des probabilités. Le terme « statistique » était synonyme
d’aléatoire. On dirait peut-étre « physique stochastique » et « mécanique stochastique ».

Démonstration. Pour I'équivalence : Tr(s?) = Y; sl?l. +2Yi<j sl? i Pour I'invariance en loi : la conjugaison par O
est linéaire donc de jacobien constant tandis que la cyclicité de la trace rend invariante la densité. O

— Dans I'approche de Wigner pour la physique nucléaire, développée par Mehta, Gaudin, et Dyson, pour
mieux rendre compte des écarts entre niveaux d’énergie des noyaux atomiques, 'opérateur est rendu

3. Ne pas confondre avec les arbres binaires planaires enracinés, qui sont également comptés par les nombres de Catalan! Ces nombres
comptent une grande variétés d’objets combinatoires : parenthésages, excursions de la marche aléatoire simple, chemins de Dyck, etc.
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aléatoire (physique statistique au secours de la mécanique quantique en quelque sorte), ce qui donne
lieu a des matrices aléatoires : GOE correspond aux systémes invariants par renversement du temps.

— Maxwell. GOE est une gaussienne matricielle, une mesure de Boltzmann-Gibbs. Elle possede aussi une
caractérisation dans I’esprit du théoreme 1.2.7 de Maxwell : c’estla seule loi sur les matrices symétriques
qui est a la fois invariante par conjugaison unitaire et qui rend les coefficients indépendants.

— Wick. GOE vérifie le théoréme de Wigner. De plus, comme GOE est un vecteur gaussien, la formule de
Wick permet d’évaluer E(M;, ;, --- M;,;,), et donc de développer la méthode des moments pour Ep,.

— log-Sobolev. GOE est une gaussienne, qui vérifie une inégalité de log-Sobolev, donc une concentration
de la mesure sous-gaussienne pour les fonctions Lipschitz. Or le spectre d'une matrice symétrique est
une fonction Lipschitz de la matrice. On peut en déduire une concentration de y,, autour de Ey,, cf. TD.

— Grandes déviations. Si M = ODOT est la diagonalisation du GOE, alors un calcul de jacobien (géométrie
différentielle!) donne que O et D sont indépendantes avec O de loi uniforme sur le groupe orthogonal

et D =diag(Ay,...,1,) avec A} =--- = A, de densité (noter la répulsion entre valeurs propres?)
1 1 &
Z_neXp(_é_l; )H(/l =Aj).

i<j

Cette loi, vue comme une mesure de Boltzmann-Gibbs, est un gaz de Coulomb? :

)

Zinexp( (Z—+Zlog

i=1 i<j

-L M est donnée par

Par dilatation, la loi du spectre de 7

Lénergie et donc la densité est fonction (quadratique) de la mesure empirique® % Y 062, Bienquela
loi du spectre (Ap1,...,An,,) de \/LEM ne soit pas produit, il est possible d’établir un théoréme de type
Sanov pour 'analyse asymptotique en grande dimension : la mesure empirique % Y., 04,, duspectre

de —= M vérifie un PGD de Vltesse > et de fonction de taux

f
—»f u(dx)+f log

etil est possible de déduire de ce PGD le théoreme de Wigner pour GOE, via le lemme de Borel-Cantelli.
— Par définition, la constante Z;, ci-dessus varie d'une mesure a l'autre, pour assurer la normalisation a 1.

,u(dx)u(dy),

6.4 Approche analytique : transformée de Cauchy-Stieltjes

La transformée de Cauchy-Stieltjes d’'une mesure de probabilité y sur R est définie par
d
Su(2) :=/M, z€Chp:={zeC:3z>0}.
xX—z

Comme z € C,, I'application x € R — 1/(x — z) est continue et uniformément bornée :

. 1 1

=<

x-zl  \/(x-R22+ Q2?2 Sz

Lintérét de cette transformée en analyse spectrale vient du fait que si A € .4, ,(R) est symétrique de spectre
A== A, etsipy = %ZZ:I 0y, alors pour tout z € C,, en notant Rx(z) := (A— zI,)"! larésolvante de A

N . 1 . .
d’oli en particulier [sy(z)| < 32 qui est uniforme en p.

n

1 1 1
Sua(2) = kzi P = ;Tr(RA(Z)).

. [ x
4. Pour une matrice symétrige (xl x3) I'écart entre valeurs propres est = 2|x3|, donc > 0 dés que la matrice n’est pas diagonale.
3

5. Comme log % est le potentiel électrostatique entre deux charges unité en dimension 2, il faut imaginer » particules de méme charge,
en dimension 2, sur un rail unidimensionnel, et subissant un champ extérieur confinant de potentiel quadratique.
6. La situation rappelle celle du modele de Curie-Weiss, mais avec une vitesse #2 au lieu de n, qui écrase I’entropie (ici le volume).
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La transformée s, fait le lien entre la variable spectrale d’intérét u 4 et la variable A qui porte les hypothéses
dans le théoreme de Wigner. Elle consiste a tester la mesure spectrale empirique sur la famille de fonctions tests
{1/(x-2z):z€ C,}, de méme que la méthode des moments repose sur la famille de fonctions test {x" : r € N}. Une
liaison entre s, etles moments de u est la suivante, valable pour z dans C, tel que |z| > sup{|x| : x € supp(u)} :

d o0
su(z) =— H( X) - —1[2 p(dx)z—zbz_”“)fxru(dx).
r=

De plus, cette transformée, tout comme la transformée de Fourier, caractérise la mesure et la convergence :
Lemme 6.4.1. Transformée de Cauchy-Stieltjes : caractérisations.

Soit 2 (R) 'ensemble des mesures de probabilités sur R.
(i) Pourtous p,veP[R):p="vssis,=sy

(i) Pour toute suite (i) >, tendue dans 2 (R), lim,, . sy, (2) = s(z) existe pour tout z € C.. ssiil existe
pe 2 (R) telle que s(2) = s,(2) pour tout z€ C, et [ fdu, — [ fdu pour tout f € 6.

—z+\/z -

(iii) PourtoutzeC,,ona Spc (2) = 4 solution de s(z)? + zs(z) + 1 = 0 vérifiant s(2)Sz > 0.

— Rappelons qu’une famille (u;);.; de mesure de probabilités sur un méme espace topologique muni de
sa tribu borélienne est tendue lorsque pour tout € > 0, il existe un compact K; tel que sup;; i (KS) <e.

— Par convention on prend la /- a partie imaginaire = 0 (ou partie réelle = 0 si partie imaginaire nulle).

— En fait s, est analytique sur C,. Donc si s;, = s, sur un ouvert de C,, arbitrairement petit, alors I'unicité
du prolongement analytique (cours d’analyse complexe) donne s, = s, sur C4, et donc u=v.

Démonstration.
(i) PourtoutzeC,, %%sy(z) estla densité en Rz de X+(Sz)Z avec X ~ pet Z ~ Cauchy(0, 1) indépendantes :

)z,U(dfl)—(K*N)mz) o x(x):= n(x?+(32)?)

1
2@ = A TRo?t o2

Comme @z (t) = !l # 0 pour tout £ € R, il en découle que si sy = sy alors p = v. Au passage, cela suggere
de concevoir la loi de densité + + 38, comme une régularisation de p : par convergence dominée,

X+(©80Z 2y
Jz—0

(i) Si [ fdu, — [ fdu pour tout f € 6}, alors s,,(z) — s,(2) pour tout z € C, en prenant f(x) = —. Réci-
proquement, supposons que () ,»; est tendue et telle que s(z) := lim;,_. sy, (2) existe pour tout zeCs.
Le théoréme de Prokhorov sur les familles tendues affirme qu’elles sont séquentiellement relativement
compactes pour la topologie de la convergence étroite, il suffit donc d’établir I'unicité de la limite de sous-
suites convergentes étroitement. Or si u,, — p étroitement avec y mesure de probabilité, alors Stin, — Su
ponctuellement par la premiere partie, donc s, = s, d’ot1 I'unicité de la limite.

Remarque 6.4.2. Sans théoréme de Prokhorov.

Il est possible de se passer du théoréme de Prokhorov. En effet, la tension permet de supposer sans
perte de généralité que les p,, sont a support dans un compact fixé K c R. Soit Z ~ Cauchy(0, 1) et
~ U, indépendantes. Pour tout z = x+iy € C, et tout ¢ € R, par indépendance,

it(Xn+y2)) = Il

Px,+yz (1) :=Ee px, (e’

tandis qu’au vu de la preuve du (i), par hypotheése et convergence dominée (K est compact)

1 ; 1 :
Pxpiyz (D)= f =Qsy, (x+iy)e'™dx f—%s(x+iy)e”xdx.
b4 n—oo J 71
Notons que [Ss(x +iy)| < [s(2)| = [limy—o Sy, (2)| < 1/3z = 1/y. 1l en découle que pour tout £ € R,

1 .
VAL Ble® : itx
#x, () ———e fn\ss(xﬂy)e dx,
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et la quantité limite est continue en ¢ = 0 par convergence dominée. Donc d’aprés le théoreme de
continuité de Paul Lévy, il existe une mesure de probabilité u telle que [ fdu, — [ fdu pour tout
f € 6p. En particulier s, (z) — s,(2) pour tout z € C,, et par unicité de la limite, s, = s sur C,.

Remarque 6.4.3. Sans hypotheése de tension.

Si (tn) ;51 est une suite de mesures de probabilités telle que s(z) := lim,, . Sy, (2) existe pour tout
z € Cy4, alors il existe une sous-probabilité y telle que p, — p vaguement, et u est une probabilité
ssilimy . o0iysy, (iy) =1, et dans ce cas u, — u étroitement. C’est une sorte d’analogue au critére
®,(0) = 1 de Paul Lévy pour les fonctions caractéristiques. En effet, par le théoreme de Helly, il
existe une sous-probabilité u et une sous-suite (up, )., telles que p,, — pvaguement. Par la pre-
miére partie, s, = s, puis 'unicité de la limite et la relative compacité séquentielle de 'ensemble
des sous-probabilités pour la topologie de la convergence vague donne p, — p vaguement. Cet
usage du théoreme de Helly permet égalememnt un traitement alternatif lorsque la suite est ten-
due. Enfin le développement asymptotique de s,(z) en z = oo en terme de moments reste valable
pour une sous-probabilité et donne en particulier zs,(z) ~ u(R) quand z — oo, en particulier y est
une probabilité ssilimy ., iys,(iy) = 1. Dans ce cas y, — y étroitement.

(iii) Il est possible d'utiliser la méthode des résidus du cours d’analyse complexe (exercice!). Alternativement,
on peut se ramener aux moments de u°C fournis par le lemme 6.2.2 : pour tout z € C, avec |z| > 2,

x© 1 1
S”DC(Z):_rg()z—(rﬂ)f x" 1P (dx) = Zz“z”l) ( ) ———G(—)

r+1 z

2n
ot G(w) ==Y, £ +)1 w" =¥ C,w" est la fonction génératrice des nombres de Catalan Cy := -1+ (2").

Ces nombres vérifient la relation de récurrence dite de Segner :

n
Co=1 et Cps1=) CiCpog, n=0.
k=1

Cette relation se traduit par une équation sur la fonction génératrice : G(w) = 1 + wG(w)?. Cette équa-

1+v1-4w 1-v1-4w
2w 2w

tion a deux solutions : , ce qui donne’ G(w) = car 'autre solution ne prend pas la va-

leur 1 quand w — 0. On a donc au bout du compte sync(z) = —%G(ﬁ) avec G(w) = 1” 1 4w , pour des z
dans un voisinage de oo, formule qui se généralise a tout z € C,. par unicité du prolongement analytique.
Léquation sur G donne aussi s,nc (2)? + zs,nc(2) +1 = 0. Or I'équation s +zs+1=0en s a deux racines

s1(2) = %(—z + V22 —4), et s_ est impossible car pour toute mesure de probabilité u sur R,

2
Ssu(2)Sz = fl(\y)lzu(dx)>0 zeC,.

O

Examinons a présent comment utiliser cet outil pour établir le théoreme de Wigner dans le cas ot M ~ GOE.

Résolvante

Si A est une matrices n x n symétrique réelle, z € C., alors sa résolvante R4(z) := (A—z], )1 est bornée :

1

(S2)

‘e spec(A)} < (uniforme en A),

1
IRA()lop := max [Ra(2)w] = max v/{(Ra)* Raw, w) = max{ ——
weC”" weC" A -z

lw|=1 lw|=1

car |[A—z| = v (A -R2)% + (32)2 = Jz. Si A et B sont n x n symétriques réelles de résolvante R := (A—zI,) ! et
Rp:= (B—-zl,)"}, ze C,, alors I'identité immédiate (A—zI,,) - (B—zI,) = A— B donne I'identité de la résolvante :

Rp—Rpg=—-Ra(B—-A)Rp.

7. Réciproquement, on peut retrouver la fonction génératrice avec un développement en série binomial : (1 + w)% = 0 (Z) w'.
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En l'utilisant avec A= G := \/LEM, M ~ GOE et B = 0, on obtient, en notant R:= Rg = (G—zI,,))" ! :

—I,-zE(R) = -E(RG), z€C,.

Ennotant 7 := %Tr ety = %Zzzl O, OUAp1 == Ay, sont les valeurs propres de G, il vient

—1-2zE(sy,(2)) = —T(E(RG)), z€C,.

Lidée a présent est de tenter d’exprimer 7(E(RG)) en fonction de s, = 7(R). Comme 7(E(RG)) = 1 Ly E(RG)pp)
et comme G = \/LﬁM est gaussien, il est naturel d’utiliser une intégration par parties pour faire disparaitre G.

Intégration par parties

Si X est un vecteur aléatoire de R% de densité e~V ®dx avec V de classe " alors pour toute fonction F :
RY — C de classe € telle que F (x)e”V® 0 quand |x| — +oo, on a la formule d’intégration par parties

E(F(X)VV (X)) = — f Fve Vdx = f VFe Vdx =E(VE(X)).

Danslecasou X =G := \/LEM, M ~GOE,onad = @, V(x)= %Tr(xz), et on obtient, pour tous 1 < p,g < n,

1+1,-
0, V(X) = ————xpq, d'oll [E(F(G)qu)szq[E(a F(G)).

Xpq

On désire prendre a présent F(A) = (R4) pq. Lidentité de la résolvante appliquée deux fois donne?

Rp—Ra=—-Ra(B—A)Rp=—-Ra(B— A)(Ra—Ra(B—A)Rp) = —Ra(B—A)Ra+ 0(|A— Bllop),
olile o(||A— Bllop) dépend de z € C, via [[Rallop, [ Rpllop < 1/(S2), d’oly, pour tous 1 < a,b, p,q < n,
04,4 (RA)ab = —(Ra)ap(RA) gb-
Par conséquent, cette intégration par parties donne, pour tout 1 < p < n, toujours avec R := R := (G- zI,,) "},

& & 1 & 1 1
E(RG)pp) = Y- E(RpqGap) = 3. ERpgGpg) = =~ 2 E(BppRgq) = ~E((Rpp)*) = ~E(RppT(R) = —E((Rpp)°),
q=1 q=1 q=1

d’ot;, en sommant sur 1 < p < n et en divisant par n, et en utilisant le fait que Tr(R?) < nIIRII%,p < nl(3z)?,
E((RG)) = —E((T(R)*) + 0p—oo(1).
Ici et dans toute la suite, les O, €t 0, (1) dépendent de z. Ceci donne finalement, pour tout z € C,

—1-zE(sy, (2)) = E(sy, (2)%) + 0p—co(1).

L'idée a présent consiste a dire que E(s, (2)?) = E(T(R)?) et E(sy, (2))* = E(r(R))? sont équivalents dans I'asym-
potique de grande dimension n — oo, c’est-a-dire que s, = 7(R) devient déterministe. Il s’agit d'un phéno-
mene de concentration de la mesure, qu'on peut quantifier avec une inégalité de Poincaré par exemple.

Inégalité de Poincaré

Comme G = %LM , M ~ GOE, suit une loi gaussienne produit, de variances en O(1/n), il vérifie une inégalité
de Poincaré, conséquence de 'inégalité de log-Sobolev par linéarisation (cf. TD), de constante O(1/n) :

n(n+1)

1
Vfe€,®R 2 ,0), Var(f(G)):=E( f(G)—[E(f(G))IZ)sO(;)IE(IVfIZ(G)).

Pour I'appliquer a f(A) := 7(R4), on observe tout d’abord que

1 1 1
04, T(RA) ==Y 0a,,(R)aa=——3 (R ap(Ra)ga = ——= (R} gp
neYg neYg n

8. On ne fait ici que calculer la dérivée de A— (A— zI,) ™! au moyen de I'identité de la résolvante. Il est possible de faire autrement.
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-7 ) )
d’oli, en notant || Al|%q = i 1A |2=Tr(AA ) la norme de Hilbert-Schmidt de A,

1 1 1 1
2 _ 2 _ 22 Lop22 1 4 NS
V] —p§]q|aAMr(RA)| =g RS < L IRG oy < - 1Rl < s = (=)

etonadonc, pour R:=Rg:=(G— zI) ol G:= \/LEM, M ~ GOE,

IE(z(R)) —E(x(R)?| = |E((r(R) - E(x(R)))*)|
<E(7(R) -E@(R)I?)
=Var(f(Q))
1 1
= On—»oo(ﬁ)on—@o(;) = Op—oo(l),

ce qui donne enfin
E(Sy, (2)* + 2E(sy, (2) + 1 = 000 (1).

Comme E(s, (2)) = Sgy, (2), il vient
SEp, (2)% + 28, (2)) +1 = 0p—oo(1).

Donc toute valeur d’adhérence s = s(2) de (sgy, (2)) .., Vérifie s>+ zs+1=0.

Conclusion de la preuve du théoreme de Wigner pour GOE

Comme observé dans la preuve du lemme 6.4.1 (iii), on a Ssgy, (2)3z > 0 pour tout £, et cela sélectionne
la solution de s(z)2 + zs(z) + 1 = 0 telle que Ss(2)Sz > 0, qui est %(—z +Vz2-4) = SMDC(Z). Ainsi (sgy, (2),5; @
pour unique valeur d’adhérence s,,0c (z), et comme cette suite est bornée en module par 3z, elle converge vers

cette valeur d’adhérence, et par le lemme 6.4.1 (ii), lim,—.oo [ fdEu, = [ f duPC pour tout f € €),. La tension de
(Epn),»; est garantie par exemple par la bornitude du moment d’ordre 2 : fxzd[Eyn = %[ETr(GZ) =0p—oo(1).

Laméthode que nous avons utilisée est due a Pastur. Une approche alternative utilisée par Bail et Silverstein
[5] consiste a concevoir le modele G n x n comme un modele (n—1) x (n—1) et un bruit £, et, par inversion par
bloc dans s, (z) = +Tr((G — zI,) 1), & obtenir une récurrence non-linéaire avec bruit s, (z) = F(sy,_, (2), €5).

6.5 Théoréme de Marchenko-Pastur

Avec I'avenement des données massives a la fin du vingtieme siecle et 'explosion de I'informatique et des
réseaux, I'analyse asymptotique en grande dimension des matrices de covariance empiriques a pris tout son
sens, quand a la fois la taille n de I’échantillon et la dimension d des données tendent vers I'infini.

Reprenons le modéle de matrice de covariance empirique du début du chapitre.

Théoréme 6.5.1. de Marchenko-Pastur sur les matrices de covariance empiriques.

Soient (Y;;) des v.a.r.ii.d. de moyenne 0 et de variance 1, et la matrice rectangulaire

1<i,j=1
Y = (;))

l<isdp,l<jsn’

Soit A1 =--- = A, 4, le spectre de la matrice symétrique semi-définie positive %YYT. Supposons que

lim @ =p€(0,+00).

n—co n
Alors presque siirement,
1 & € Mp
Hn=— kgl Ok e Mo
ol ,ug’[P estla loi de Marchenko-Pastur sur [a, b] := [(1 - \/p)?, (1 + \/p)?], de densité
Vib-x)(x—a)

1
uglpzzqﬁ(ﬁ Tap (x)dx ol q:=max(0,1—;).

p2mx
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— Une illustration est donnée par les figures 6.5 et 6.5.

— Ce théoréme exprime une universalité : la loi limite ne dépend pas de la loi des Y;;.

— La loi de Marchenko-Pastur peut étre vue comme un bruit grand dimensionnel en quelque sorte, au-
tour de 0; qui est la distribution spectrale de la matrice de covariance de population I,, = [E(% YYT). Le
régime de la statistique classique correspond a d fixe et donc a p = 0, ce qui fait disparaitre ce bruit.
Le théoreme de Marchenko—-Pastur possede une généralisation pour la situation ou la matrice de cova-
riance de population est quelconque, ce qui donne une version colorée du bruit grand dimensionnel.

— Un modéle signal-plus-bruit peut prendre la forme %(X +Y)(X+Y)". Son analyse spectrale asympto-
tique en grande dimension révele que lorsque X est une matrice déterministe de rang fini, un phéno-
mene de seuil apparait (détection de signal) : transition BBP, cf. partie physique du cours!

— Le théoréme de Marchenko-Pastur peut étre démontré avec les mémes méthodes que le théoréme de
Wigner, bien que la mise en ceuvre soit plus lourde en raison du caractére quadratique du modele.

— Lamatrice de covariance empirique %YYT suit la loi de Wishart. Pour d = 1 on retrouve une loi du y2.

— Laloi ,ug/lp a pour moyenne 1, variance p, et ses moments sont données pour tout r = 1 par

r—1 k
r g MP,on _ p* [r|fr—1
fx ity (x)_kz_okﬂ(k)( k )

— Laloi ,ull\)’[P est un mélange (une combinaison convexe) entre une masse de Dirac en 0 et une loi a densité.
Latome en 0 est d(i au fait que la matrice n’est pas forcément de rang plein, et disparait lorsque p < 1.

— Sip=1alors Y est en quelque sorte asymptotiquement carrée. Dans ce cas, (a, b, g) = (0,4,0). Par chan-
gement de variable, presque slirement la mesure de comptage du spectre de (% Y'Y T)Y2 converge étroi-
tement quand n — oo vers la loi du quart-de-cercle de densité x — %\/4 = x% 1j0,2) (x).

— Si R est une matrice rectangulaire d x n, les valeurs propres de la matrice VRR' sont les valeurs sin-
guliéres de R. La décomposition en valeurs singuliéres (SVD en anglais) est R = ODP ou O et P sont
des matrices orthogonales d x d et n x n, et o D est une matrice rectangulaire d x n diagonale dont les
éléments diagonaux sont les valeurs singulieres de R. La SVD conduit a une méthode de réduction de di-
mension, appelée analyse en composantes principales (ACP en francais et PCA en anglais) qui consiste
a éliminer les valeurs singulieres en dessous d'un seuil. Il est possible de marier cette approche classique
en analyse des données avec I'analyse en grande dimension des matrices de covariance empirique.

— Limage de p)"* par I'application affine x — x_f}gp ) est iy +4p_ f\z/ﬁx) 1{-2)(x) — uPC quand p — 0.

6.6 Pour aller plus loin

— Dans I'esprit du chapitre 5, que se passe-t-il si les M;; n'ont pas de variance? Bouchaud et Cizeau ont
découvert que si la loi est a queue lourde, en loi de puissance ™% avec 0 < a < 2, alors un résultat
analogue au théoréme de Wigner subsiste, a condition de normaliser par 7'/ au lieu de /7, et la loi
limite est nouvelle, universelle, portée par tout R, a queue lourde en loi de puissance t~%.

— Il est possible de raffiner le théoreme de Wigner de différentes manieres. En voici quelques unes :

— Bord : pour GOE, on peut établir que presque stirement, le support de la distribution spectrale em-
pirique de \/LEM converge vers le support [-2,2] de la loi limite uPC, c’est-a-dire que

limA,,=-2 et limA,;=2.

n—oo n—oo
De plus ce phénomene est universel : il reste vrai pour les matrices de Wigner, ssi les coefficients
possedent un moment d’ordre 4 fini. Enfin la fluctuation des valeurs propres extrémes autour du
bord est décrite par une loi de Tracy-Widom, qui n’est pas une lois des extrémes de v.a.r. i.i.d.

— Fluctuation : pour une fonction f suffisamment réguliére, la fluctuation de u,(f) — Eun,(f) quand
n — oo est gaussienne mais sa variance est plus petite que si les valeurs propres étaient indépen-
dantes, et fait intervenir une norme de Sobolev de f.

— Loi locale : les effets joints du confinement et de la répulsion singuliere dans GOE font que les va-
leurs propres forment un nuage rigide dont 'espacement est proche de % a l'intérieur de [-2,2].
L'analyse de la fluctuation du nuage a I’échelle microscopique fait apparaitre une convergence vers
un processus spécial, et ce phénomeéne est universel, au-dela du GOE : on parle de loi locale.

— Grandes déviations : le PGD a la Sanov de GOE est permis par la connaissance de la loi jointe des
valeurs propres dans ce cas. A ce jour, les PGD pour les matrices de Wigner restent mal compris.

Les matrices aléatoires constituent un vaste champ de recherche, encore bien vivant aujourd’hui. Les tra-

vaux les plus anciens sont dus principalement a John Wishart (années 1920) sur les matrices de covariance
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FIGURE 6.5 — Histogramme des valeurs propres d'une matrice de covariance empirique avec d = 800 et n = 1000
etloi de Marchenko—-Pastur. Dans ce cas d/n =4/5 = 0.8, a comparer avec y%’lp avec p = 0.8 dans la figure 6.5.
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FIGURE 6.6 — Partie a densité de u)"” pour différentes valeurs de p.
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empiriques des échantillons gaussiens, a John von Neumann et Herman Goldstine (années 1940) sur l'ana-
lyse numérique matricielle, et a Eugene Wigner, Freeman Dyson, et Madan Lal Mehta (années 1950-1960) sur
les niveaux d’énergie des noyaux atomiques en physique théorie et physique mathématique. Le théoréme de
Marchenko-Pastur a été obtenu par Vladimir Marchenko et Leonid Pastur dans les années 1960. La loi du demi-
cercle constitue un analogue de la loi gaussienne dans la théorie des probabilités libres initiée par Dan-Virgil
Voiculescu, en liaison avec les matrices aléatoires. Le théoréme 6.1 de Wigner a été obtenu par Wigner dans les
années 1950 sous des hypotheses plus restrictives. La version la plus aboutie date de la fin des années 1970.

La méthode des moments a été utilisée par Wigner lui-méme, tandis que la méthode de la résolvante via la
transformée de Cauchy-Stieltjes a été utilisée par Marchenko et Pastur puis raffinée par Pastur notamment. Ces
deux méthodes ont été également développées par Bai et Silverstein notamment. Il y a enfin plusieurs manieres
de mettre en ceuvre la méthode des moments et la méthode de la transformée de Cauchy-Stieltjes.

Quelques ouvrages accessibles ou de référence : [25], [65], [59], [1], [5], [41], [58].
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Annexe A

Quelques rappels d’intégration et probabilités

Réflexes probabilistes de base :

— E=[=2

— P(A) =E(14)

— Y14, pour compter (diviser pour régner)

n
— E(f) =E(f14) +E(f1ac)
— Si X et Y sont indépendantes alors par Fubini-Tonelli E(f (X, Y)) = E(F(Y)) ou F(y) = E(f (X, »)).

A.1 Inégalités : Holder, Cauchy-Schwarz, Jensen, Markov

— Inégalité de Holder (Cauchy-Schwarz si p =2).Sil < p < oo, % + - =1, alors

1
q
E(XY]) <E(X|P)VPE(Y |9V,

De plus, si 1 < p < oo, alors il y a égalité ssi | X|” et | Y|4 sont colinéaires.
— Inégalité de Jensen. Si X € L' (R") et ¢ : R” — R convexe, alors

Elp(X)) = ¢(E(X)).

De plus, si ¢ est strictement convexe, alors il y a égalité ssi X est constante.
— Inégalité de Markov. Si X v.a.r. = 0 alors pour toutr >0et p >0,

E(XP)
P(X=zr)= .
rP

Plus généralement, si ¢ : [0,00) — [0,00) est croissante alors 1

_ _ p(X)
P(X = 1) = P@(X) = (1) = Eipx20) < [E( o )

A.2 Caractérisation de laloi

— Fonctions tests indicatrices de {x: x; < ;,1 < i < n}, fonction de répartition.

— Fonctions tests continues et bornées, point de vue mesure de Radon.

— Fonctions tests €;°, point de vue distributionnel.

— Fonctions tests trigonométriques {el’ : ¢ € R}, fonction caractéristique @ x(f) := E(e ox,nd),
transformée de Fourier, théoréme de Cramér—-Wold, sondage par projection univariée, tomographie.

— Moments, sous condition de quasi-analycité de la transformée de Fourier, critere de Carleman, trans-
formée de Cauchy-Stieltjes, potentiel logarithmique.

X0y =

A.3 Convergences: presque siire, en probabilité, en moyenne, en loi

— Convergence presque stre. X, Laily'e lorsque P(lim;,—co X = X) = 1.
— Convergence en probabilité. X, £ X lorsque Ve >0, lim,,—.oo P(|1 X, — X| =€) =0.

P
— Convergence en moyenne. Pour 1 < p < oo, X}, Yx lorsque X € L? et lim, . E(| X,, — X|”) =0.

1. Par aly>4 < x pour x =0 et monotonie de E.
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— Convergence en loi. Soit X, ~ u, et X ~ p. Les propriétés suivantes sont équivalentes et on dit que

X5 doi, X, ou uy, %, U (convergence étroite) lorsque lim,,—., E(f(X,)) = E(f (X)) pour tout f € & ou F
est I'une des classes de fonctions tests suivantes (liées au théoreme porte-manteauz) :

— F=6,RR)

— F=6°RR

— F ={l(—co,x : X point de continuité de F :=P(X < o) = p1((—00, #))} (fonction de répartition)

— F ={x— €l*: t e R} (transformée de Fourier ou fonction caractéristique)

— F ={x— e ™:re[0,00)} (transformée de Laplace transform, quand les X, et X sont = 0)

— ZF ={x— s¥:5€0,1]} (fonction génératrice, quand les X;, et X sont discretes a valeurs dans N)

En prenant une suite qui ne dépend pas de n on obtient des caractérisations de la loi.

La convergence en loi ne fait intervenir que la loi de X et la loi de X, pour tout n, tandis que les trois autres
modes de convergence nécessitent la loi du couple (X}, X) et donc de définir la suite (X},) et la limite X sur un
méme espace de probabilité sauf dans le cas spécial o1 X est constante.

Ces notions de convergence s'étendent naturellement aux vecteurs aléatoires en utilisant une distance,
norme, ou produit scalaire, par exemple pour les fonctions caractéristiques, on remplace it X par i(z, X).

Ces notions de convergence s’étendent également naturellement aux espaces métriques.

U
cvi!
U

ooe] - [cvens] ~ [Cremil]

Si X est constante alors la convergence en loi implique la convergence en probabilité.
La convergence dans L! est équivalente a la convergence en probabilité plus I'intégrabilité uniforme?3.

A.4 Convergence monotone, lemme de Fatou, convergence dominée
— Théoréme de convergence monotone. Si (X;),,»; est croissante et prend ses valeurs dans [0,c0] alors
E('}ElgoXn) = '}i_l}go[E(Xn) € [0,00].
— Lemme de Fatou. Si (X},) ;1 prend ses valeurs dans [0,00] alors

E(Lim X,,) < lim E(X,) € [0,00].

n—o0 n—o00
PR . . - P .
— Théoréme de convergence dominée. Si X, — X et si? sup, | X,| <Y avec E(Y) < oo, alors

1
X, —=— X, enparticulier lim E(X,) = E(lim X,,) = E(X).
n—oo n—oo

n—oo
— Lemme de Slutsky. Si X, . XetY, doi, Y et Y est constante alors (X, Yy,) doi, (X, 7).
loi loi loi

En particulier X,,Y,, — XY, X, +Y, — X+Y, X,,/Y, — X/YsiY #0.
— Théoréme de Fubini-Tonelli. Si (Q, ¢4, t1) et (Qp, o, 112) sont des espaces mesurés, etsi f: Q1 xQy — R
est mesurable, avec f =0 ou f € L' (u; ® up), alors

ff(x,y)d(m@;uz)(x,y)=f(ff(x,y)du1(x))duz(y).

— Intégrabilité et queue de distribution (complete 'inégalité de Markov). Si X = 0 alors pour tout p > 0,

E(XP) = pf tP7IP(X > dt.
0

2. D’apres Billingsley, le théoreme porte-manteau est dii a Alexandrov. Dans la deuxiéme édition du classique Convergence of Pro-
bability Measures, Billingsley attribue le théoréme a Jean-Pierre Portmanteau, de 'université de Felletin, dans un article de 4 pages que
Jean-Pierre Portmanteau aurait publié en 1915 dans les Annales de I'Université de Felletin, sous le titre « Espoir pour I'ensemble vide? ». 11
s’agit d'un canular : il n’y a pas de mathématicien portant le nom de Jean-Pierre Portmanteau, et il n'y a jamais eu d’'université a Felletin.

3. Voirhttps://djalil.chafai.net/blog/2014/03/09/de-1a-vallee-poussin-on-uniform-integrability/

4. Cette condition de domination n’est qu’en fait une condition suffisante pour assurer I'intégrabilité uniforme.
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Plus généralement, si ¢ : [0,00) — [0,00) est ¢! et ¢(0) =0, alors®

[E((p(X)):f(p(x)dPX(x) =f(f0 qa’(t)dt)dnw(x):fo (p'(t)(f‘ﬂoﬂsxdﬂ”(x))dt:fo @' (DP(X > pdt.

Dans la méme veine : E(| X]) -1 < Z‘;f:l P(X|=n) <E(X].
— Intégrabilité et troncature. E(|X|) < oo ssilim, . E(| X|Tx|>,) = 0.
— Théoreme de Paul Lévy. Si (X,),=1 vecteurs aléatoires de R? avec lim,,—., @x, () := E(e!"*") = ¢(#)

. I loi
pour tout ¢ € R?, avec ¢ continue en 0, alors il existe X tel que ¢ = @x et X, 2X quand n — oo.
— Caractérisation de 'indépendance. X et Y indépendants ssi ¢(x v) (s, £) = @ x (s)@y (t) pour tous s, t € R%.
— Fonction caractéristique et moments. Si X a tous ses moments finis jusqu’a l'ordre m alors @ x est déri-
vable en 0 jusqu'a 'ordre m et ® (0) = i1+~ +kaE(x [ .. -XZ;") pour tout ke N avec 0 < ky +---+ kg < m.

— Continuous mapping theorem. Si X, Ll X et f continue alors f(X},) Loi, fX).

— Méthode delta. Si a, (X, — ¢)

loi

L, a, — oo, etsi f:R— R est continue, dérivable en c, alors
n—oo

loi

an(f(Xn)—f(c))mLoi(f’(c)Z) ou Z~L.

A.5 Quelques autres lois classiques

a2
e 2172

2mo)*
— Si X vecteur aléatoire de R” de densité f alors pour tout o >0, 0 X a pour densité # f)

— Gaussiennes isotropes. On note y” := A4(0,06%1,), o = 0, de densité :

1za 1
— Si X variable aléatoire positive de densité f alors pour tout a > 0, X% a pour densité v — £ a“ fva).

(b-a)?
12

— Loi uniforme sur [a, b]. Densité u € [a, b] — ﬁ, moyenne b varjance

2
— Loi de Cauchy Cauchy(xy, a), xo € R, a > 0, de densité x — m, standard quand (xp, a) = (0,1).

— Loi Gamma(a, 1), densité x € [0,00) — %x”‘le‘“ , a et A sont les parametres de forme et d’échelle.
Moyenne = a/A, variance = alA?.0naGammal(a;,A) # --- * Gamma(a,, A) = Gamma(a, +--- + a,, A).

. . T(@T
— Loi Beta(a, ), densité r € [0,1] — r(z;+§g) W
T'(a+p)

Loi Beta(a, §) sur [-1,1] de densité ¢ € [-1,1] — arg 2t PA+ 0% 1 -7
— Quelques Beta spéciales. Beta(1,1) = Unif([0, 1]), Beta(a,00) = §¢, Beta(oo,00) = 01,2, Beta(oo, B) = ;.

Si X, ~ Beta(a, B) alors /Xy g a pour densité r € [0,1] — %{(ﬁﬁ;r“(l —-ryHf-1,

En particulier \/Xg 1/2 ~ ArcSinus([0, 1]) et 1/ Xp 3/2 ~ SemiCercle([0, 1]).

— Loi exponentielle Exp(1) = Gamma(l, 1), densité x € [0, c0) — %e‘“ .

— Loi du khi-deux a n degrés de liberté est définie par )(Z(n) = Loi(|Z|?) avec Z ~ A (0,1,), et vérifie
x*(n) = Gamma(%, 3), en particulier y*(1) = Gamma(s, 3) et x*(2) = Exp(3).

— Loi du khi a n degrés de liberté : y(n) :=Loi(|Z]) = Loi(vV/R) avec Z ~ A (0,I,,) et R ~ xz(n).

— Loide Student® : si X ~ 4 (0,1) et Y ~ y(n) alors X/Y ~ t(n).

— Loide Dirichlet: Dirichlet(ay, ..., a,) = Loi(%
Si D ~ Dirichlet(ay,...,ay) alors D; ~ Beta(a;,a; +--- + a, — a;).
Sily,..., I estune partition de {1,..., n} alors (Xjey, Dy, ..., Xjer, Di) ~ Dirichlet(Yier, ai ..., Xier, ai)-
En particulier pour tout I < {1,..., n} distinct de @ et {1,...,n},ona Y ;c; D; ~ Beta(¥;e1 ai, Xig1 ai).
On peut dilater par 1/A, ce qui revient a considérer des Gamma(a;, A), d’ot par exemple la propriété : si
A~ )(z(a) = Gammal(a, %) et B~ )(2(17) = Gamma(b, %) sont indépendantes alors A/(A+ B) ~ Beta(%, g).
— Partition aléatoire et statistique d’ordre uniforme. Soit d > 1 et soient Uj,...,U;_1 des v.a.r. sur [0, 1].
Soit Ujp) < -+ < Uy leur réarrangement croissant, avec la convention Ujp) := 0 et Uy := 1. Alors on a
Uy = Uy, ..., Uy — Ug-1)) ~ Dirichlet(1,...,1) ssiles Uy, ..., Uz-1 sonti.i.d. de loi uniforme sur [0, 1].

a—1 -1 a :
r 1- I‘)'B , moyenne atp’ variance

) avec Xi,..., X, indépendantes, X; ~ Gamma(a;, 1).

A.6 Formules et fonctions spéciales

— Coordonnées sphériques (polaires si n =2). dx = r"~1drd6 avec r dans [0,00) et 6 dans $"1.

oo
— Fonction Gamma. I'(z) :f tz_le_tdt, I'(z+1)=2zl(2), '(n+1) =n!.
0

5. Par le théoreme fondamental du calcul et le théoréme de Fubini-Tonelli.
6. Le nom Student, utilisé par Ronald Fisher, est le pseudonyme utilisé par William Gosset dans son article publié en 1908 dans Biome-
trika, son employeur, les brasseries Guinness (Dublin), ne I'ayant pas autorisé a utiliser son nom pour ses publications scientifiques.
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(SIS

i1
Volume et surface. |[B"| = ———— et |S" | = 8,21 |B"(r)| = |B"|0,=1 7" = n|B"| = )
[B™ CESY [ | =0,=1IB" ()| = IB"0,=1 |B™ NG
Fonction de répartiti i D (x) L fx ’édt f(x)
onction de répartition gaussienne. ®(x) = — e =erfc|—|.
P & V2 J-co \/E

2 X
Fonction d’erreur. erf(x) = —f e_tzdt =20(vV2x) - 1.
VTt Jo

Fonction d’erreur complémentaire. erfc(x) = 1 — erf(x) = 20(—v/2x) = 2(1 — ®(v/2x))
e (1 I N 1 B
VT x 21+ x2) 40+ x>)(2+x2)
Formules de Stirling. I'(x+ 1) ~x—oo ZnX(S)x, T(X+a) ~x—oo XT(x).

Estimées gaussiennes. erfc(x) =

), eterfc(x) < e six>0.
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Annexe B

Lexique bilingue francais/anglais

Francais

Anglais

Loi des grands nombres (LGN)
Théoreme limite central (TLC)
Corps convexe

En position isotrope

Phénomene ou effet couche mince
Inégalité de Sobolev logarithmique (ISL)
Inégalité de concentration
Inégalité de transport

Principe de grandes déviations
Principe de contraction

Fonction a variation réguliere
Fonction a variation lente
Distribution a queue lourde

Loi stable

Phénomene de grande dimension
Méthode des moments
Combinatoire

Loi du demi-cercle

89

Law of large numbers (LLN)
Central limit theorem (CLT)
Convex body

Continuous mapping theorem

In isotropic position

Thin-shell phenomenon or effect

Logarithmic Sobolev inequality (LSI)

Concentration inequality
Transportation inequality
Large deviation principle
Contraction principle
Regularly varying function
Slowly varying function
Heavy tailed distribution
Stable law

High dimensional phenomenon
Moments method
Combinatorics
Semi-circle law



Annexe C

Chronologie

Quelques personnages historiques liés a ces notes'.

Hors cadre : Archimeéde de Syracuse (-287 —-212).

1. Merci a Julien Guillod pour le partage de son code Tikz.
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1675

1654

1700 1725 1750 1775 1800 1825 1850 1875 1900 1925 1950 1975 2000 2025

Boéz Klartag 1978
Cédric Villani 1973
Alice Glfl)llg)nnet 1969
Sergey Bobkov 1961
Keith Martin Ball 1960'|
_Michel Ledoux 1958
Gérard Ben Arous 19571
Yann Brenier 1957 |
. . Jean Bourgain 1954 |
Michel Pierre Talagrand 1952 |
Friedrich Gotze 1951 |
. .Gilles Pisier 1950 |
Dan-Virgil Voiculescu 1949 |
arc Yor 1949 |
Bernard Maurey 1948 |
William Buhmann Johnson 1944 |
Mikhail Leonidovitch Gromov 1943 \
Katalin Marton 1941 \
| G(iraréi Letac 1940 |
Daniel Wyler Stroock 1940 \
Sathamangalam Ranga Iyengar Srinivasa Varadhan 1940 |
Vitali Davidoyich Milman 1939 |
ean Ginibre 1938 \
Leoni AI}dreeyich,Pastu; 1937/ |
riol Bohigas i Marti 1937 \
Joram Lindenstrauss 1936 |
Leonard Gross 1931 \
Alexandre Grothendieck 1928 \
Monrlge David P%nsker 1924 |
reeman J. Dyson 1923 \
A Herman Chernoff 1923 \
Gennadii Shlemovich Rubinstein 1923 \
Vladimir Alexandrovich Marchenko 1922 |
Charles Max Stein 1920 \
Ivan Nikolaevich Sanov 1919
Claude Elwogd Shannon 1916
Aryeh Dvoretzky 1916
Wassily Hoeffding 1914
Boris Vladimirovifch Gnedenko 1912!
Leonid Vitalyevich Kantorovich 1912!
L A 50]1ng Kullback 1907
Andrei Nikolaievitch Kolmogorov 1903
ohn von Neumann 1903
ugene Paul Wigner 1902
Valery Ivanovitch Glivenko 1896
Alexandre Iakovlevitch Khintchine 1894
| Heﬁrald Cramér 1893
Sir Ronald Aylmer Fisher 1890
George Polya 1887
Vladimir Ivanovich, nTirnov 1887/
il k Paul Lévy 1886
Serguei Natanovitch Bernstein 1880 |
Jarl Waldemar Llndeberg 1876 |
Francesco Pa?lo Cantelli 1875 |
Paul Langevin 1872 \
|
|
|

. _Emile Borel 1871
Alexandre Liapounov 1857 |
Andrei Andreievitch Markov 1856 |
| Henri Poincaré 1854 | 1912
Ludwig Eduard Boltzmann 1844 | 1906
1839 | 1903 {osiah Willard Gibbs
1831 1879 James Clerk Maxwell |
1826 | 1866 Georg Friedrich Bernhard Riemann
1821 \ /711894 Pafnouti Lvovitch Tchebychev
| |'1840 Siméon Denis Poisson_
| | 11855 Johann Carl Friedrich Gauss
1749 \ \ 1827 Pierre-Simon de Laplace
|-1818 Gaspar Monge
11813 Joseph-Louis Lagrange

1675

1700 1725 1750 1775 1800 1825 1850 1875 1900 1925 1950 1975 2000
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# Julia Code (c) Djalil Chafai 2021 - GNU Public License GPL v3
using Plots # for plot(), savefig()

# Define the 2D Dyson Ornstein-Uhlenbeck process
Base.Qkwdef mutable struct DOU2D

n::Int = 2 # number of particles
b::Float64 = 2. # repulsion parameter
T::Float64 = 10. # terminal time
dt::Float64 = 1E-3 # time increment

r::Float64

m = floor(Int, T / dt) # number of times

x::Array{Complex{Float64},2} = zeros(Complex{Float64},m,n)
end # end struct

function compute! (X::D0U2D)
X.x[1,:] = range(-X.r, X.r, length = X.n) .- 3 * im
for i = 2:X.m
dB = (randn(1,X.n) + im * randn(1,X.n))/sqrt(2)
X.x[i,:] = copy(X.x[i-1,:]1)
for j in 1:X.n # particles
X.x[1,j] += sqrt(2/X.n) * dB[j] * sqrt(X.dt)
X.x[i,j] += -2 * X.x[i-1,j] * X.dt
for k in 1:X.n

if (j == k) continue end
X.x[i,j] += X.b * X.dt / (X.n * (conj(X.x[i-1,j] - X.x[i-1,k]1)))
end # for
end # for
end # for

end # function

# process and graphics

dou = DOU2D(n = 66, r = 3., T = 5., dt = 1E-4)
compute! (dou)

#

pdou2d = plot()

for j in l:dou.n # particles

1. # initial conditions uniform grid on horizontal segment [-r,r]-3*im

plot! (pdou2d, real(dou.x[:,j]), imag(dou.x[:,j]), aspect_ratio =:equal, legend = false)

end # for

savefig(pdou2d, "dou2d.png")
savefig(pdou2d, "dou2d.svg")
# EOF
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