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Feuille de TP n°13
Transformée de Laplace en modélisation

1 Transformée de Laplace

Définition 1.1. On appelle transformée de Laplace d’une mesure de probabilité pn sur R? la fonction L,:R—
R* U {+oc} définie pour tout t € R¢ par

L(t) = /]R ) due).

La transformée de Laplace d’un vecteur aléatoire X de R? n'est rien d’autre que Lo (xy et on a L, (t) = E(eltX)).
On définit également l’ensemble

D, = {t € RY, L,(t) < +oo},
et on notera int(D,,) son intérieur pour la topologie de R¢.

Proposition 1.2. L’ensemble D,, est un ensemble conveze non vide de R? contenant lorigine 0 et on a toujours
L,(0) = 1. De plus, logL,, est conveze sur D,,. Enfin, lorsque d = 1, si le support de p est inclus dans Ry,
alors R_ C D,,; symétriquement, si le support de i est inclus dans R_, alors Ry C D,,.

Dans la suite, on considérea essentiellement les transformées de Laplace de variables aléatoires, i.e. d = 1.
Theoreme 1.3. Soit X une v.a.r. de loi p. Si0€ int(D,), alors L, est analytique sur int(D,) et X posséde
des moments de tout ordre, donnés pour tout n € N par E(X") = Lftn) (0). De plus, pour tout t € int(D,,), on a

400 ng

L,(t)= Y - B(X")
n=0

Theoreme 1.4 (Caractérisation de la loi). La transformée de Laplace p — L, est en quelque sorte injective.
Ainsi, si Ly, et L, coincident sur un ensemble ouvert non vide en prenant des valeurs finies, alors yu = v.
Theoréme 1.5 (Théoréme des moments de Stieltjes'). FIXME: q faire.

Remarque 1.6 (Transformée de Laplace — Fonction caractéristique — Fonction génératrice). FIXME: & faire.

2 Transformée de Cramér

Définition 2.1. Soit 1 une mesure de probabilité sur R, de transformée de Laplace L. On appelle transformée
de Cramér 1, de p la transformée de Legendre de ¢, :=logL,,, définie pour tout v € R par
I,(x) = sup{at — ¢, (t)}.
teR
La transformée de Cramér d’une v.a.r. X n'est rien d’autre que I.(xy. La fonction ¢, est parfois qualifiée de
« log-Laplace » de p.

Remarque 2.2. Comme ¢, (0) = 0, I, est & valeurs dans [0; +o0]. De plus, I,(z) = sup,ep{at — ¢, (t)} et, si
D, = {0}, I, est identiquement nulle.

IThomas Jan Stieltjes (1856-1894) est un mathématicien hollandais qui a vécu une bonne partie de sa vie & Toulouse, cf.
http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Stieltjes.html.
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Remarque 2.3. Soit X une v.a.r. de loi p. Alors ¢, et I, sont convexes. De plus, si X est intégrable avec
m = E(X), alors I,(m) =0, I, est croissante sur [m;+oo][ et décroissante sur | — oo; m]. Enfin, on a

sup {zt — ¢, (t)} si x > m,
I,(z) = t20
" sup{zt — ¢, (t)} si z < m.
<0

3 Grandes Déviations et concentration de la mesure

Theoreme 3.1 (Inégalité de concentration de Hoeffding). Soit (X,,)nen+ une suite de v.a.r. indépendantes et
bornées a valeurs dans [a,by] respectivement. Si S, := X1 + -+ + X, alors pour tout x > 0,

222
P(S, — B(Sy) > x) < exp ( (b1 —a1)? + -+ (by — ak)2>'

Theoreme 3.2 (Inégalité de concentration de Bennett). Soit (X,,)nen+ une suite de v.a.r. indépendantes, de
carré intégrable, et a valeurs dans | — oo, c]. Si Sy 1= X1 + -+ X, alors pour tout V, = >"}_, E(X}) et tout
x>0,

22
P Sn -E Sn P < o 1N |-
( () 2 2) exp( 2(Vn+ éxc))

Theoreme 3.3 (Théoreme de Cramér-Chernov). Soit (X, )nen+ une suite de v.a.r. i.i.d. de loi commune p de
transformée de Cramér 1,,. Soit Sy, := X1+ --- 4+ X,,. On a alors les bornes asymptotiques suivantes.
Magjoration. Pour tout ensemble fermé F de R,

1 n .
limsup — logE”(S € F) < —inf I,(z),
n

n—oo Qn el

Minoration. Pour tout ensemble ouvert G de R,

1 S,
liminf — 10g]P’<n € G) > — inf I,(z).
n—oo n ze€G
On dit que la suite (% Sp)nen+ satisfait ¢ un principe de grandes déviations (PGD) de vitesse a,, := n et de

fonction de taux I,,.

Remarque 3.4. Le théoreme de Cramér-Chernov est vrai sans aucune hypothese d’intégrabilité sur les X,,.
Cependant, lorsque les X,, sont intégrables avec m = E(X7) alors,

1 1
Vezm, —logP(S,>2nz) — -I,(x) et Ve<m, —logP(S,<nz) — —I,(x).
n n

n—-+oo n—-+o0o

4 Exercices et utilisation en modélisation

Exercice 4.1 (Qui est le plus fort?). Soit (X, )nen« une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi normale
N (m,o?) avec o > 0 et soit S,, :== X1 +--- + X,,. Monter que pour tout x > 0,

IE”( 20 < z? )
exp | —n—s|.
zvV2mn P 202
Ecrire un programme permettant de comparer, pour différentes valeurs de n, la probabilité ci-dessus avec

I’approximation donnée par le TLC, le PGD de Cramér-Chernov, ainsi que le développement asymptotique
précis, ol les parametres x, m et o2 sont affectés par I'utilisateur.

S,
Lm|l x|~
n
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Exercice 4.2 (PGD de la loi exponentielle). Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi expo-
nentielle £(\) et soit S, = X1 +--- + X,,. Montrer que (% Sn)nen+ satisfait un PGD de fonction de taux valant
(Az —1 —log(\z)) si z > 0 et 400 sinon. Ecrire un programme illustrant ce PGD.

Exercice 4.3 (Records). Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires i.i.d. absolument continues. Pour tout
n > 1, on note R, le rang relatif de X,,, défini par R, := 1+ Y ,_, Iix,>x,3- 1l est facile de voir que
P(R, = rn) = 1/n avec r, € {1,...,n}. Pour tout n > 1, si R, = 1, on dit qu’il se produit un record &
Iinstant n. On s’intéresse a la variable aléatoire Z,, comptant le nombre de records jusqu’a l'instant n, définie
par Z, := > ._; I{g,=1}. Montrer que

Zn b.s.
logn n—+oo

Zn —logn ¢
L —
A /log n n—+4oo

Zn)nen+ satisfait un PGD de vitesse logn et de fonction de taux valant zlogz — x + 1 si

1 et que N(0,1).

Montrer que (@
& > 0 et +0oo sinon. Ecrire un programme illustrant ces résultats de convergence.
Exercice 4.4 (Processus auto-regressif). On considére le processus auto-régressif stable (X, ),ecy défini par
X, :=0X,_1+¢e, avec 0] <1, Xg =0 et (6,)nen~ i.i.d. de loi normale N'(0,02). On estime 6 par I'estimateur
de Yule-Walker

~ e XX

91’7, : n

: 5>
2k=0 X

qui est relié aux moindres carrés. Vérifier que

b, 2% 0 et que \/ﬁ@,ﬁa) % N(0,1— 62).

n—-+oo

On peut également montrer a ’aide du théoreme de Gartner-Ellis (extension du théoréme de Cramér-Chernov)

~

que (0,)nen+ satisfait & un PGD de fonction de taux

1 ) 1+ 6% — 20z
I(z)=4{ 278\ 1_.2
400 sinon.

)si —-l<x<l,

Ecrire un programme illustrant ces résultats de convergence.

Exercice 4.5 (Temps de sortie d’'une bande pour une marche aléatoire simple — Ruine du joueur). FIXME:
a faire.

Exercice 4.6 (Familles exponentielles et domaine des moyennes). FIXME: & faire.

Exercice 4.7 (Lois conditionnelles d’un vecteur gaussien). FIXME: & faire.

Exercice 4.8 (Inégalité de Sobolev logarithmique et concentration poissonnienne). On se reportera & la feuille
consacrée a la loi exponentielle et au processus de Poisson.
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