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F(x1,...,Xn) = /deA(xl,...,xn)-
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B Grace a I’entrelacement
IF(X1, -y Xky oo s Xn) — F(X1, oo Xpy oo oy Xn)| < —.

B Azuma-Hoeffding : Y = F(R1,...,Rp)

M Ry,...,R, lignes de M, Fi = o(Ry,...,Re). |ldil. < 200

n
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Traveling Salesman Problem (TSP)

M Xi,...,X, positions des n villes dans RY, d > 2

B Circuit = tournée = parcours cyclique sans redondance

B Circuit codé par une permutation o € X,

B Longueur du circuit optimal (convention : o(n+1) = (1))

n
Lp = min ;—:1 [ Xow) = Xoi1)l,

Trouver o, (algorithme stochastique : recuit simulé)

B Trouver Lp(X1,...,Xn) (si X1,...,Xn i.i.d., randomisation)
B Autres problemes d’optimisation combinatoire
(randomisée) : plus longue sous-suite croissante, arbre
couvrant minimal, appariement (euclidien) minimal.
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B SiXy,...,X,iid. bornées de densités f sur R? alors

Ly p-s. (d—1)/d
—@D/d e 1@ /Rdf(x) dx.

B En particulier L, ~ c\/n sid = 2.
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Concentration pour le TSP

Théoreme (Réduction a I’espérance)

B SiXy,...,Xpiid. uniformes sur[0,1]9 alors

P C
P(—'L”_EL”‘ >t> <2exp{ o Tog(m) /=2

n(d-1)/d —cqt?n sid >3

Note : Lemme de Borel-Cantelli
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Théoreme (Réduction a I’'espérance)
B SiXy,...,Xpiid. uniformes sur[0,1]¢ alors

2_1 id —
—Cgt Tog(n) sid=2

P(|L, — EL,| > t) < 2
(ILn —ELn| > t) < 2exp —cyt?n(d-2)/d sig >3
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Preuve (1/3) Un peu de géométrie

Lemme (Géométrie)

vx €[0,1]9,  gi(x) := ]E( min |X; — x\) < cgk~9,

1<igk

oo
[ E(min |X;—x|>:/ ]P’(min |X;—x|>r> ar
1<i<k 0 1<i<k

22/ 29



Autour d’une inégalité deconcentration de la mesure

LApplication au voyageur de commerce

Preuve (1/3) Un peu de géométrie

W Si0<r<+dalors

P(X; € B(x,r)°)

|
.:»

[l
i

]P’( min |X; — x| > r)

1<igk

1-|B(x,r)N[0,1)9)"

|
= —

— adrd)k < exp (—agkr?)

N

(
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W Si0<r<+dalors

P(X; € B(x,r)°)

|
.:»

[l
i

]P’( min |X; — x| > r>

1<igk

1-|B(x,r)N[0,1)9)"

|
= —

— adrd)k < exp (—agkr?)

N

(

W et / Tt gr — r(1/d)/(db*9)
0

B Sir > +/dalors P(minycick |[Xi — x| =r) =0
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Preuve (1/3) Un peu de géométrie

mv-= minXE[O,l]d |B(X7 r) N [0) 1]d|
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Preuve (1/3) Un peu de géométrie

BV = min,cp15 [B(X,r) N[0, 1]

B Minimum atteint sur les coins du cube [0, 1]¢

B Sir < 1 alors minimum = 2-9B(0,r)| = 279B(0, 1)|r4
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Preuve (1/3) Un peu de géométrie

V= minXE[O,l]d |B(X7 r) N [0) 1]d|
Minimum atteint sur les coins du cube [0, 1]¢
Si r < 1 alors minimum = 279|B(0,r)| = 279|B(0, 1)|r¢

Sir > +/d alors le volume vaut toujours 1

Sil < r < +/dalors minimum >casr =1
v=2"9B(0,1)|(r/Vd)" = agr’

B Fin de la preuve du lemme de géométrie.
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Preuve (2/3)

B Azuma-Hoeffding : Y = Ly(X1,...,Xn) = F(X1,...,Xn) =Ly
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Preuve (2/3)

B Azuma-Hoeffding : Y = Ly(X1,...,Xn) = F(X1,...,Xn) =Ly
B SCRI—L(S)

L(S) SL(SU{x}) <L(S)+2 mig Ix —yl.
ye
B S={x1,....,xn} \ {Xc} et x = X puis x = xp,

IF(X1, . Xks - Xn) — F(X1, o Xks -, Xn))|

< 2min |x, — x;| + 2 min [x¢ — x;
X i;ék’k I’+ i;ﬁk|k l|

. / .
<2rir;|p\xk—x,-\+2rln>|p|xk—x,-.
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Autour d’une inégalité deconcentration de la mesure

Preuve (3/3)
B Rappel : gk(x) := IE( min [X; — x|>. Doncpourl <k <n

1<i<k
%)

= 29n—k(Xk) + ZE(gn—k(XL))'

|di| < 2E<min (X — Xi| + min |X; — Xi|
i>k i>k
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Preuve (3/3)
B Rappel : gi(x) = IE( min [X; — x|>. Doncpourl <k <n

1<igk

= 29n—k(Xk) + ZE(gn—k(XL))'

B Lemme géométrique = | dk||,, < cqg(n — k)~

|di| < 2E<min (X — Xi| + min | X} —
i>k i>k

M D’autre part ||dp||, = O4(1) car X; bornées
B Conclusion :

i”dkuz < cqglog(n) pourd =2,
— =\ ¢gnt@=2/9 pourd > 2.0
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Epilogue

B Concentration et grande dimension
Milman, Maurey, McDiarmid, Talagrand, Ledoux,
Boucheron-Lugosi-Massart, Guionnet-Zeitouni,
Rudelson-Vershynin, Tropp,

B Superconcentration et concentration non-Lipschitz
Talagrand, Chatterjee, Adamczak,

B Contributions
C.-Malrieu, Bordenave-C.-Caputo,
C.-Guédon-Lecué-Pajor,
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Merci pour votre attention!
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