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Introduction

Ce court mémoire est basé sur un article de Erwin Bolthausen et Jean-Dominique Deuschel
paru en 1993 (voir |2]| pour plus de détails).

[l traite de principes de grandes déviations pour la mesure empirique Ry sur le réseau RZ,
muni d’une mesure gaussienne P dont la covariance G est donnée par la fonction de Green d’une
marche aléatoire irréductible sur Z9, d > 3.

L’objectif de mon travail est de mettre au clair les démonstrations en les simplifiant éven-
tuellement. Le texte est divisé en quatre chapitres.

De facon plus précise, on munit le réseau RZ de la topologie produit et de sa tribu borélienne.
On se donne une marche aléatoire irréductible (donc transciente car d > 3) sur Z¢ de matrice
Q : Z4 x Z4 — [0,1] symétrique, invariante par translation, a support uniformément borné et
telle que Q(0,0) = 0. La transcience de la marche aléatoire nous permet alors de considérer sa
fonction de Green G = 3 ., Q".

On définit alors la mesure gaussienne centrée P sur le réseau RZ" dont la covariance est
précisément la fonction G. Sous P, le réseau RZ est donc un champ gaussien centré invariant
par translation de covariance G, G représentant l'interaction entre les composantes des w.

On note M? (Q) I'ensemble des mesures sur RZ" invariantes par translations et MF (Q) C
M7 (Q) celles d’entre elles qui sont triviales sur la tribu engendrée par les événements invariants
par translation (ergodiques). Ces deux ensembles sont munis de la topologie de la convergence
étroite. MFE (Q) n’est rien d’autre que I'ensemble des points extrémaux de I'ensemble convexe
M7 (Q).

On définit 'ensemble & (Q) £ {,,, m e R} C M7 () des mesures de Gibbs extrémales,
~m étant le champ gaussien de moyenne m” * et de covariance G. &* (Q) apparait en fait comme
I’ensemble de points extrémaux de I'ensemble convexe &° (Q) défini par

6% (Q) £ {M eEMY(Q):p= /wx)dx, € Hf(‘/’)}
v
ot V £ 0, l]d. On définit la mesure empirique Ry : RZ" — M7 (Q) par

A
I = |‘/N| Z 59’“ u.)r\r

keVN

ou Vy =[0,N — 1]d NZ<, 6 est opérateur de translation et wy le prolongement périodique a
tout Z? de la restriction a Vy de w. Remarquons que V| = N4,

Cette définition peut paraitre curieuse au premier abord. La restriction au cube Vi est
importante, elle rend Ry my-mesurable, 7y étant la projection canonique de R% sur RY~, Les
démonstrations que nous allons donner dans la suite utilisent avec profit cette localisation.

P étant dans M7 (Q), un théoréme ergodique classique permet de montrer que l'on a P-p.s.
limy_,.. Ry = P pour la topologie de M7 (€2). Donc, pour tout ouvert O € M7 (€2) contenant
P, limy. P(Ry € O) =0.



On peut alors s’intéresser a la vitesse exponentielle de cette convergence. C’est 1'objet des
Principes de Grandes Déviations (PGD pour abréger).

Quand le réseau R”" est muni d'une mesure produit A@Zd7 nous disposons d’un résultat
classique de grandes déviations pour la mesure empirique : le théoréme de Sanov. La fonction de
taux y intervenant étant l'entropie relative H (-|A).

Dans notre cas, P n’est pas une mesure produit, c’est la que réside toute la difficulté. La
décroissance de la covariance G va donc jouer un réle trés important.

On sait (voir [5] et [10]) que si 'on remplace la covariance G par une covariance perturbée

G = (1+ 5)_1 Yonen (14+6)7"Q™ a décroissance exponentielle, la mesure empirique satisfait a
un N4-PGD dont la fonction de taux est I'entropie relative spécifique h (-] P¢) définie par

N—oo

. . 1 :
h(-|P°) £ lim WHN(-|P5)

ol

d'u‘,
Hy (uv) = /P VNlog ( dyv;v ) dptyy-

Mais G n’a pas une décroissance exponentielle. Le comportement asymptotique de G est cepen-
dant connu. On a

G(k,0) = g(k)] = O (K] ")
ou par définition

I'd/2 : 1
a a-tp_ L
900) = Gy 4

A étant la matrice symétrique positive associée a Q:

i 2 e A2 Y (2k)2 Q0. k).

kezd

Ce comportement s’avérera suffisant pour 1’établissement d'un PGD.

L’entropie spécifique relative h (-| P) n’a pas d’ensembles de niveau compacts sur tout M{ (2),
mais seulement sur les Ky = {u € M7 (Q) : (w2, p) < L}, L > 0. Nous montrerons dans un
premier temps que sous P, Ry satisfait au N9-PGD faible (la borne supérieure est restreinte au
compacts) de fonction de taux h (-|P) suivant

Pour tout ouvert O € M7 (Q) on a

e 1 :
lim inf N—logP(RN €0)> —1gfh(-|P).

N—oo d

Pour tout fermé F € M7 () et tout L >0 on a

lim sup %logP(RN € F)<— inf h(:|P).

Nooo 1 FnKyg

La minoration fera intervenir le théoréme ergodique et I'extrémalité de M¥ (Q) pour M7 (2).
Quand a la majoration, elle consistera a se ramener au PGD vérifié par Ry sous P-.

i



Ce PGD ne donne aucune information sur ’ensemble &°(Q), la fonction de taux h(-|P)

s’y annulant. La vitesse N9 semble donc trop élevée sur &° (Q). La vitesse N¢ «écrase» toute
information sur &° (Q). L'idée est donc de passer & une vitesse N~ avec o > 0.
En fait, nous verrons que si 'on remplace

Vy| = N? par N=? dans la définition de h (-|P),
nous obtenons une fonction c (+|P)
T 1
c(-|P) = \f; —Nd—2HN (|p)
vérifiant
L2 . _ L
sloll=& (Iv) st p= | 750 de € 87(Q)
c(n|P) !
T i ng 6% (Q)
ol
Ev (9)

inf{H|Vh|A||i:,, h € H(R?), h = ¢ p.s. sur V}

A étant la matrice symétrique positive associée & Q et ¢ (| P) 'entropie spécifique capacitive par
rapport & P. On s’attend donc a ce que sous P, Ry satisfasse & un N"2-PGD de fonction de

taux ¢ (+|P). Il n’en est rien. Il s’avére que 'ordre N7=2 est correct mais pas la fonction de taux.
Notons que pour tout 7, € & (Q), on a

m? B} m?
¢ (1l P) = "-cap (V) £ gy (1),

Un petit exemple permet de mieux comprendre ce qui se passe. Si l'on définit la moyenne
empirique My : 2 — R de la boite Vy par

Miy(0) 2 (n. Ry(@)) = o

= Wi
/
N kevy
alors, My étant gaussienne, on a, pour tout m > 0
1 m?
lim ——log P (Muy > m) =
N—oo Nd—2 © ( - )

21y, Ky(1y)),

oit Ky est l'opérateur de Green sur IL*(V) associé a l'opérateur différentiel Zfij L Aij 0:0;. Or
pour tout ¢ € L2(V), on a

(9. v}y 915
- < ca \%
My Ry, © 2 capall)

c (-|P) n’est donc pas la bonne fonction de taux. Nous verrons que la bonne fonction de taux est
donnée par

s -
Culp) = mf{§gv (9), n= /“ﬂgﬁ(w)dx, o € LA(V) }
‘f

On obtiendra alors le N“=2PGD fort pour Ry sous P de fonction de taux C (-|P) suivant

i1



Pour tout ouvert O € M7 () on a

lim inf
N—oo j\/‘Td_Q

log P(Ry € O) > —ing (-|P) -
Pour tout fermé F € M7} (Q) on a

_ 1 N
llﬁfip WlogP(RN €< —1%fc (-|P) .

La preuve fera intervenir de maniére cruciale le comportement de la covariance G. La mi-
noration se démontre de fagon assez classique. En revanche, la majoration nécessitera beaucoup
plus de travail. L’idée directrice étant de tirer partie de la décomposition sous P du champ w
en somme de deux champs indépendants y et £, le champ y ayant des covariance a décroissance
exponentielle.

Ce mémoire est divisé en quatre chapitres.

Le premier chapitre définit le cadre général, les notations, rappelle quelques techniques es-
sentielles de grandes déviations et donne quelques propriétés utiles de la covariance G faisant
intervenir la marche aléatoire de transition Q.

Le second chapitre est entiérement consacré au comportement polynomial N de 'entropie
relative Hy (+|P) quand N — oc. On y voit apparaitre 'entropie spécifique relative h (| P) pour
a = d et 'entropie spécifique capacitive ¢ (-|P) pour a = d — 2. Ces deux fonctions sont de bons
candidats pour servir de fonctions de taux a des principes de grandes déviations.

Dans le troisiéme chapitre, on montre que la mesure empirique satisfait a un N9-PGD faible
dont la fonction de taux est 'entropie relative spécifique h (-|P). Ce premier résultat ne donne
aucune information sur le comportement de la mesure empirique dans la classe de Gibbs &° (Q),
la fonction de taux s’y annulant. L’ordre d est trop élevé sur cet ensemble. D’autre part, on ne
pourra pas lever la limitation aux sous ensembles compacts pour la majoration, les ensembles de
niveau de h (-|P) n’étant pas compacts sur tout M7 ().

Le comportement en N2 de I'entropie relative Hy (-|P) sur &° (Q) semble suggérer 1’exis-
tence d'un N9 "2PGD pour Ry sous P de fonction de taux c (:|P). C'est 'objet du quatriéme
chapitre. Il s’avérera que c (-|P) n'est pas la bonne fonction de taux. On montre que Ry satisfait
a un PGD fort d’ordre N4=2 sur M7 (). De plus, nous montrerons que sous P, Ry satisfait a
une tension exponentielle en N9=2. La nouvelle fonction de taux C (-|P), qui est définie & par-
tir d’'une forme de Dirichlet &y, est infinie en dehors de la classe de Gibbs &° (Q). Les deux
principes sont donc complémentaires.

Dans toute la suite, les théorémes, lemmes., propositions et remarques partagent la méme
numérotation basée sur les chapitres. Le théoréme 1.2 par exemple, figure dans le premier cha-
pitre. Les équations sont également numérotées sur la base des chapitres, mais utilisent un autre
compteur.
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Chapitre 1

Définitions et notations

1.1 Cadre général

On considére le réseau £ R ot d > 3 que 'on muni de la topologie produit et de sa tribu
borélienne. Si w € Q et k € Z¢ on note wy, ou w (k) la kM coordonnée de w.

On note M (Q) I'ensemble des mesures positives sur 2 et M (©2) U'ensemble des mesures de
probabilité sur Q. On muni M (2) de la topologie de la convergence étroite i.e. relativement a
Cp (2, R).

SipeM(Q) et fe L (QR), on note
>= w)p(dw).
< fip> /Qf(w),u( w)

Pour tout k € Z? on définit I'opérateur de translation 6% par
Vi€Z! VweQ : (#(w), 2wty

On note alors M7 (Q) Uensemble des y € M (Q) invariantes par l'action de {6% k € Z?}.

Si T désigne la tribu engendrée par 'ensemble des événement invariants par 1’action du
groupe {0% k € Z}, alors 1 € M7 (Q) est dite ergodique si elle est triviale sur 7, c’est a dire si
pour tout A € T on a u(A) € {0,1}.

On désigne par M¥ (Q) 'ensemble des éléments ergodiques de M7 (©2). On a donc M¥ (Q) C
M7 () C M, (Q) C M (Q). En fait, M¥ (Q) apparait comme 1'ensemble des points extrémaux
du convexe M7 (Q) de M, (Q) (voir [8]).

Soit a présent une marche aléatoire irréductible sur Z¢, de matrice de transition

Q:Z2"x 7" —10,1]

vérifiant
v VijeZ Qi,j)=Q(j.i)=Q(0,j—1i) (1.1a)
v Q(0,0)=0 (1.1b)
v AR>0,VieZ’ |i|>R= Q0,i)=0 (1.1c)

Comme d > 3, Q est transciente et sa fonction de Green

GE(I-Q)'=(-2q) '=) Q"

n>0



est bien définie et finie sur Z¢ x Z¢. On notera o2 £ G(0,0).
Pour tout m € R, on note 7, le champs gaussien sur ) défini par:

Ve Z! < wpoym >=m et Yi.jeZ? cov, (wi,w;) = G(1,7)
On note P le champs centré ~y. En fait, si on pose
&L (Q) £ {v,, : m € Z

et
> Q) = {’7 = /V’Yga(w)dl‘ : (p c [[}(V)}

ouV =0, 1]d, alors & (Q) n’est autre que ensemble des points extrémaux de &° (Q). &° (Q)
est appelée la classe de Gibbs et % (Q) la classe de Gibbs des états extrémaux (voir [8] pour
plus de détails). On a

& (Q) C 6" (Q) C My (9).

1.2 La mesure empirique

Dans toute la suite, Ry : Q — M7 () désignera la mesure empirique définie par

Ry (w Z Fg () (1.2)

N| kEVA

ouVy: =[0,N — 1]d NV et wy est le prolongement périodique a tout Z? de la restriction a Vy
de w. Notons que [Vy| = N¢. Sil'on note 7y : RZ' — RV~ la projection canonique, alors Ry est
my-mesurable.

On dispose d'un résultat classique sur la mesure empirique et 'ergodicité, voir |8, chapitre

14]

Théoréme 1.1 (Théoréme ergodique)
Soit (2, F, ) un espace probabilisé, d > 1, © un groupe de transformations mesurables pré-
servant . On suppose que © est indexé par Z%. Soit T la tribu engendrée par les événements

O-invariants et (A,), - >o une suite de cubes de Z¢ telle que hm |A,| = oc. Soit enfin f: Q) - R
n—oo

F-mesurable et pi-intégrable alors en notant S, (w) £ m Y keA, 00,(w) On a

lim S,(f) = E,[f|T] p — presque-siirement.

n—

Si de plus p est ergodique (i.e. triviale sur T ), alors IE, [f|T] = IE, [f].

Or P étant ergodique, donc en appliquant ce théoréme a Ry, on obtient que P-presque
stirement, limy_,., Ry = P étroitement. En particulier, si on pose

D

keVN

Ly =
VN




onaLy=®(Ry) ot ®: ue M7 (Q) = g € M (R), py désignant la loi de wy sous p. Donc
P-presque stirement :

lim Ly = A\(0,0%) étroitement.

N—oo

Revenons & Ry; on a, pour tout ouvert O de My () contenant P

lim P(Ry ¢0)=1. (1.3)

Les principes de grandes déviations que nous allons étudier donnent une idée de la vitesse expo-
nentielle de cette convergence.

1.3 Grandes déviations: quelques outils

Définition 1.2 (Principes de grandes déviations)

Soit (U,) e une suite de v.a. définies sur €1 et a valeurs dans un espace topologique E. Soit
a, /400 une suite de réels positifs. On dit que (U,)nen satisfait a un (a,),en-Principe de
Grandes Déviations sur E (on dit PGD) de fonction de taux ® : E — [0,00] ssi @ est sci a
ensembles de niveau compacts et pour tout A € B(E) on a

—inf® < liminfa,'log P (U, € A) < limsupa, 'log P (U, € A) < —inf ®. (1.4)
° A

A n—oo n—oo

On dira que le PGD est faible si la majoration n’a lieu que pour des A relativement compacts.

Remarque 1.3
Il est clair qu’on peut se restreindre par inclusion aux ouverts pour la minoration et aux fermés
(compacts si PGD faible) pour la majoration.

Il est intéressant de savoir comment passer d’'un PGD faible & un PGD. On dispose pour cela
d’un théoréme tres utile faisant appel a la notion de tension exponentielle.
PI P

Définition 1.4 (Tension exponentielle)
On conserve les notations de la définition précédente, (U, ),en est dite exponentiellement tendue
Ssi

inf limsupa,'log P (U, ¢ K) = —cc. (1.5)

K compact de B,y
Avant d’aller plus loin, voici un tout petit lemme trés utile dans toute la suite.

Lemme 1.5
Soit N un naturel et (r!)_ ..,y des réels positifs. Alors

N
. i N .. i
limsup e log ( E 71) = n_faX lim sup e log ..

e—0 - i=1 e—0
i=1

Preuve



N
0< 5logzré — nglfcslog ri < clog N.

i=1
N étant fixé d’avance, on a donc

. . N ; N .. ;
limelog N =0 et limsupmaxelogr. = maxlimsupelogr..
e—0 =0 =1 =1 e—0
[
Nous sommes & présent en mesure de donner le théoréme permettant de déduire un PGD
d'un PGD faible grace a la notion de tension exponentielle.

Théoréme 1.6

Soit (U, )nen une suite de variables aléatoires a valeurs dans un espace topologique E satisfaisant
a un (a,)nen-PGD faible de fonction de taux ®. Si (U, ),en est exponentiellement tendue, alors
elle satisfait & un (a,)nen-PGD de méme fonction de taux.

Preuve

Soit F' un fermé de E. La tension exponentielle nous assure 'existence d’une suite (K)>g
de compacts de E telle que

lim £, £ lim lim supa,, ~1log P (U, g Kp)=—ox.

L—oo L—oo 500

OnaP((U,eF)<P({U,e FNK,)+P(U, € K., le lemme 1.5 nous donne alors

limsupa,'log P (U, € F) < — lim mln{ 1nf O, kp} < lim — inf &< —1nf<I>

n—oo L—oo L—oco  FNKp

[
Une autre démarche trés courante est de déduire, d’'un PGD, un PGD sur un autre espace
topologique. C’est I'objet des principes de contraction. Il en existe plusieurs, voir [4, page 110].

En voici un'.

Théoréme 1.7 (Principe de contraction)
Soit E et F deux espaces topologiques séparés et f : E — F une fonction continue. Soit (Uy,),en

une suite de v.a. a valeurs dans E satisfaisant a un (a,)n,en-PGD de fonction de taux ®. Alors
(f 0 Uy,)pen satisfait a un (a,),er-PGD de fonction de taux W(.) 2 inf{®(x) : f(z) = .}.

Preuve

® étant sci a ensembles de niveau compacts, ¢’est aussi le cas de W. En effet, pour tout y € F,
la continuité de f nous donne l'existence d'un z,, tel que ¥(y) = inf{®(z) : f(z) =y} = &(z,).
Donc {y € F : ¥(y) <a}=f({zx : ¥(zx) < a}) qui est compact comme image d'un compact
par f.

D’autre part, on a inf, W = inf;-1(4) ¢, f étant continue, f~!(A4) et A sont de méme nature
(ouverts ou fermés). Le PGD satisfait par (f o U,)nen en découle.

|

1. 11 existe un principe de contraction inverse, il requiert de la tension exponentielle, voir [4, page 111]
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Enfin, pour finir, voici un théoréme trés utile pour démontrer la partie majoration des PGD
(il est souvent combiné a de la tension exponentielle). Il fait intervenir une «log-Laplace limite
», ce qui rappelle fortement le théoréme de Cramer dans R”. Pour une preuve, voir [4, page 131]
ou encore [6, page 53].

Soit E un espace vectoriel topologique réel séparé et E* son dual topologique. Soit (Uy,),en
une suite de v.a. a valeurs dans E et a,, /' 400 une suite de réels positifs. On note (p,)nen les
mesures images des (U, ),en. On défini A, : E* —] — o0, +00] par

A (V) 2 log I [exp (< AU, >)] = / exp (A(2)) pia(de).

On suppose que pour tout A € E*, la limite

AN £ lim a;lAun (a,\)

n—oo

existe dans | — 00, +0¢]. On défini alors la transformée A* : E — [—00, +00] de Fenchel-Legendre
de A par

At (2) & sup{< ., > —A()}.
pos

Théoréme 1.8 (Méthode de la transformée de Laplace)
A est convexe sur E* et A* est sci convexe a valeurs dans [0, +0c]. De plus, pour tout compact
K CFE,ona

limsupa;, ' log pi, (K) < — i}lyf A (x).

n—oo

Nous avons fait le tour des principales notions que nous allons utiliser dans la suite pour
L, . . L. . . . 7d
démontrer des principes de grandes déviations pour la mesure empirique Ry sur R* sous P.
Avant de clore ce chapitre, intéressons nous a la covariance G.

1.4 Quelques propriétés de la covariance G

Voici un petit lemme que 'on appliquera avec profit a Gy.

Lemme 1.9
Soit j1 € ./\/tl(Rd) une loi gaussienne centrée de matrice de covariance I'. Alors pour tout t > 0
on a

. Lot P
B (Z 1‘;2 > Tr(T) + t) < exp {—g min (f m)]

=1

Preuve

Notons A\; > ... > A, > 0 les valeurs propres de I'. Remarquons? que I'on a A\; < I

2. Théoréme de Guerschgorin par exemple.



Soit donc a vérifiant 0 < a < A7'. On a

log IE” leXp (%Zr2>] = log[J(1—a\)”
i=1

i=1

1 n
= -3 D log (1 - aX;)
i=1

ro =

! i
= 52> lan)
=1 k=1
a n n (o] ‘
< 5; 5 Zlkz a)\ 2(ar)"
a Tr (I'%)
< §Tr (') + ¥ [—log(1l — aXy) — a)] (1.6)
L’inégalité de Markov nous permet alors d’écrire, pour tout a tel que a); < %
n ) a n ) a
P a?>Te@+t) = Plep|5d a?| >exp |5 (T (D) +1)]
(Satzmmer] = p (o [53000] s o gm0

2
< exp (—%t + %T1~ (F'Z))

Maintenant, si Tr (I'?) < tA, alors

{az‘ a®Tr ( Fz)} S t Tr (T'?) S t
o = I 8N T

v
=

_f)\l

. t 1
D’autre part, si Tr (I'?) > ¢\, alors m < — W donc on a

at  a*Tr (I'?) t2
sup - — = .
P2 2 8Tr (12)

<z

Le lemme 1.9 est donc prouvé.
[

Remarque 1.10

Le comportement de la covariance G va jouer un réle crucial dans les PGD que nous aborderons
dans les chapitres suivants. L’idée, ici, est de modifier le champ gaussien w sous P via une
décomposition de la forme w = y + £ de facon a obtenir un champ y sous P a covariance
G' décroissant exponentiellement. Cette modification est obtenue en «soustrayants de w toute
I'information sur le sous-réseau L.Z®. Cette décomposition sera essentielle pour démontrer la

majoration (4.4) du N“"2-PGD pour Ry sous P.

Pour tout i € Z? on note P; la loi de la marche aléatoire (Uk)kem sur Z¢ partant de i
de probabilités de transition Q(i,.). Pour tout L € N, on définit le temps d’arrét 7, temps
d’atteinte du sous-réseau L.Z?, par

T 2 inf{k‘ eNtqn € L.Zd}.

6



On peut montrer facilement que I'on a pour tout i € Z%, P; (1, = oc) = 0. Pour tout i, k € Z,
on définit la probabilité ¢;(k) d’atteinte du sous réseau L.Z% en L.k en partant de i par

(k) £ P;(n., = L.k).

On a, pour tout i € Z%, qy ;(k) = ;1. Posons enfin, pour tout i et j dans Z9,

‘I'L—l
G"(i,j) = E' [Z 1{nk=j}] :
k=0

Nous allons voir que sous P, le champ gaussien (wj),cz« admet pour tout L € N une
décomposition de la forme w = y + € on & £ EL [wk|0{(WL./c)kede et les champs (yi),czq et
(Wir)geze sont indépendants. De plus, £ admet la représentation suivante

Z QA u"L i

16’761

Posons donc pour tout i € Z¢

&i (w)

Zq[ WLA

keZd
A -
yi(w) = wi—&(w).
Nous disposons d’'un certain nombre de résultats :

Lemme 1.11
1. On a pour tout i, j dans Z¢

> (k)G (. L.k) = G(i. j) — G"(i, j). (1.7)

keZd

2. I existe des constantes cy,cy strictement positives telles que pour tout i,j dans Z¢ et L
dans N on ait

G(i,j) < crexp | —eoli — jIL7E]. (1.8)

3. Pour tout i, j dans Z% on a EY [y;y;] = G* (i, j).

4. Les champs (y;);c4 et (&;);eza sont indépendants.

€7

5. En posant L =log(N) on a

lim \/d Z ‘O’— VGE(E E) ‘—0 et hm W Z E” [¢] = 0. (1.9)

N—oo
kEVN kEVN

Preuve



Montrons tout d’abord (1.7). Il suffit d'utiliser la propriété de Markov forte:

Y ak)GU,LE) = Y Pi(n, = Lk)E" [Z 1{%23-}]

kezd kezZd n=0

= [Z 1{%_]'}]

— Gl(i.j) - G"(i.J)

(1.7) est donc acquise. Montrons (1.8). Si on considére, pour tout j € Z% le temps d’atteinte 7
de 7 en partant de i alors on a pour tout 7' > 0

TL—I
G (l’J) = E Z 1{77n=j}'1{7'j<7'L}
TLfl
= P;(Tj < TL) E’ [Z 177n:j]
n=0
S G (0, O) Pi (Tj < TL)
< o[Pi(r; < L)+ P (L < 1p)].
Nous allons montrer que 1'on a
T ,
Pi(r, >T) < exp {—C—d} (1.10a)
L4 ;
. 2
cali — j| , .
Pi(r; <T) < crexp — pour T' > |i — j| (1.10Db)

¢ étant une constante strictement positive. On obtiendra le résultat cherché (1.8) en prenant
T =|i — j|VL¢ dans (1.10a) et (1.10Db).

Démontrons (1.10b). On a, d’aprés le principe de réflexion,

Pi(r; <T) < 1P>0( sup || > [i _j|>

0<n<T
2Py (’U[Tﬂ 2 h;—J'> :

L’inégalité (1.10b) en découle deés que T > |i — j|, les 1, étant des sommes de variables
aléatoires indépendantes de méme loi. Démontrons maintenant (1.10a). D’aprés le théoréme de
la limite centrale local, voir [13], pour tout i, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout

LeN

IN

P; (n, € L.Z%) > +7 pour n > L? (1.11a)

Pi(n, € LZY) > ¢ min{1,n"%} pour n < 2L? (1.11b)

8



Pour tout i, on obtient, grace & (1.11a) et (1.11b), en sommant sur n de L? & 2L?,

2L

75 < Z]P’,'(nneL.Zd)

n=L?
E 1{77nEL 74}

n=0

IN

IN

21:2
P;(r, <20 E* | 1 er /d}]

| n=0

~~

indép. dei

S 5Pi(TL SQLQ)

c
Ld—2 '

Donc P; (TL < 2L2) >

d’écrire pour tout k

Le théoréme de renouvellement, voir [13]|, nous permet alors

N )
P; (1, > 2k'L2) < (1 — #) < exp [— Lcd_2:| )

T
Ce qui méne a (1.10a) en prenant k < 5 (1.8) est donc démontrée. Montrons que pour tout
i,j dans Z? on a E” [y;y;] = G*(i, j). En effet

]EP [yi-yj] = IEP [w' ;UJ'] + ]EP [& 5]] — IEP [wlfj] — IEP [&-.wj]
Z ¢ (n) ¢j (m) G (L.n, L.m)

n mE/
=Yg (F)G (i, Lk) = > qi (k) G (Lk, j)
kezd kezd

En utilisant (1.7), on obtient alors

E? [yiy] = G(i,j)+ Z g (n) [G (j, L.n) — G¥ (j, L.n)]

= G(i.j) + G (i.j) = G"(i.))
=G (j.i) + G" (j.i) = G (i,j) + G" (i, ))
= G"(i.j).

/ ' 1 \ J A 4 I | w y o

Les champs y et £ sont gaussiens centrés sous P et leur somme w est encore un cham
gaussien. Leur non corrélation est donc équivalente a leur indépendance. Or on a pour tout
i,j €z,

EP [yi'SL.k] = Z QL L J7 L’ﬂ k) -

E//d



On conclut en utilisant (1.7). Reste a démontrer a présent (1.9). D’aprés le (1.7), on a

Pl = Gk k) - GE(k k) = EF !Z 1{%:/«}] :

n=rr,

Le lemme 1.11 est donc démontré.

Enfin, pour finir, voici un petit lemme utile

Lemme 1.12
Soit f : R" — R une fonction lipschitzienne et P € M{(R") une mesure gaussienne centrée de
covariance I'. On a alors

1] 1

ot1, par définition, pour tout i € {1,... ,n}
vj=yj, j#i |2 — il

Par convergence uniforme, on peut se restreindre au cas o f € C'(R",R). f est donc a
gradient borné. Le théoréme des accroissements finis nous donne alors pour tout i

Jaf
Ox;

Preuve

9; (f) = '

o)

Posons A £ VT et, pour tout € R", ®(x) £ f (A.x). Soit (Bi)ejp.y) un mouvement brownien
standard sur R". On note (1), ;j le semi-groupe associé P, (f) (x) £ E[f (x + B,)]. On a donc
E[2(B))] = E"[f].

Pour tout t et z, la fonction g(t,z) = P,_, vérifie

Axg(t,x) = A, (P_(®)) (v)
@9 N B
5t —(t,w) = —§Ax (P1—¢ (®)) ()

En appliquant la formule d’It6 au processus (s, BS))se[o‘l] et a la fonction ¢, on obtient

1 /!
g(1,B1) —g(0,By) = ?)? (s, Bs) d5+/ Vg (s, B;).dB; +2/Axg(s,Bs)ds
0

_ / P (V) (B.) ds.
0
Or g (1,B1) = PO (Bl) = (Bl), PO = I([, et q (O Bo) = Pl (Bo) =E [(I) (Bl)] donc
1
0 (B)) = E[ (Bl)]+/ Pi_i (V®) (B,) dB..
0

10



1
Or I'exponentielle de Doléans Y; = £ (/ P_,(V®)(By) (IBS) est une martingale continue
0
donc E[Y ] = IE[Y;] = 1. On a donc

1 = E |:eXp (/Olpls (V@) (B,)dB, — %/Olms (V) (BS)|2(15>]
= Bloo@@)-B@) - [ 1700 B
1

> Elexp(®(B,) — E[®(By)])].exp {—5/0 P, (|V<I)|2) (B,) dé}

&

donc
E7[f - E*1f]] = Elexo (0 (B) - B2 (5))] < exp [ sup [Va(of
|IV®(x )| = |A.Vf (A.x) | —<Vf (A.x) , AZVf(AT)>
donc

sup |V ( | < sup (Vf(x), [.Vf(x))

reR™? rER™
d’otu, finalement,
1
[f IEP[f]]<eXp —suRp (Vf(x), [.Vf(x) } <expl Z )]

ce qui acheéve la preuve du lemme 1.12.
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Chapitre 2

Comportement de ’entropie relative
Hy (-|P)

2.1 Entropie relative, entropie relative spécifique h (-|P)

Un résultat classique de grandes déviations, pour la mesure empirique dans le cas de mesures
produit, est le théoréme de Sanov, la fonction de taux étant I'entropie relative, voir [6] et [4].

Soit (€2, F, i) un espace probabilisé, v et u des probabilités sur (£2,.4). On appelle entropie
relative de v par rapport & p la quantité

dv dv dv .
" log o dp = | log " dv st v
H(vlp) 2 { Jodr —\dn o " \dp (2.1)
+00 sinon.

On dispose d'une formule variationnelle trés utile pour 'entropie relative, qui permet de consi-
dérer cette derniére comme une transformée de Fenchel-Legendre. En conservant les notations
précédentes on a:

H(v|p)= sup {<.,v>—-log<exp(.),pu>} (2.2)
Cp (2,R)

voir [6, page 68| pour une preuve.

Dans notre cas, toute la difficulté provient du fait que notre mesure P n’est pas une me-
sure produit. Cependant, le comportement de la covariance G va nous permettre d’obtenir des
résultats. On sait déja que si P° représente le champ gaussien centré de covariance

G 2 (1+9+Q) " = (1+f)‘12(1$77;)n (2.3)

n>0

alors, sous P¢, Ry satisfait & un N9-PGD dont la fonction de taux est I’entropie relative spécifique
h (-] P?) voir [5, 10]. Cela est da au fait que P est hypercontractive car les entrées de G ont,
par définition méme, une décroissance exponentielle.

Par définition on a

, ) 1 ) 1 )
Vv e MP(Q), h(v|P?) £ lim —Hy (v|P) £ lim —H (vy|P5) (2.4)

N—oo Vv N—oo /N
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ot yu désigne la mesure image de wy sous p, c’est donc une loi sur RY~, P est donc gaussienne
centrée de covariance Gy.

On s’attend donc a ce que h (-] P) joue un role dans un éventuel principe de grandes déviations
pour Ry sous P. Commengons tout d’abord par caractériser I'ensemble &° (Q).

Proposition 2.1

L’entropie relative spécifique h (-|P) : M7 (Q) — [0,400] est bien définie, elle est affine et de
noyau &° (Q). De plus, si on pose K £ {p € M7 (Q) : < w2, u >< L} pour tout L > 0 et
Koo £ Urso Kp alors h(-|P) = oo sur K¢, et h(-|P) a des ensembles de niveau compacts dans
chaque Ky.

Preuve

Notons tout de suite que les K sont compacts. Pour 'existence et la caractérisation de
Ientropie relative, voir [9].

Montrons que h (-|P) est affine. La formule variationnelle (2.2) de 'entropie relative associée
au fait que 'application

Ve ./Mlg (Q) — VN € ./Ml(RN)

est linéaire continue permet de voir que Hy (-|P) est sci convexe comme supremum de fonctions
sci affines. Donc h (| P) est sci convexe comme limite de telles fonctions.

Reste & montrer la concavité de h (-|P). Pour ce faire, on utilise une petite inégalité. Soit
a €]0,1] et a,b € R alors

(va+ (1 —ab)loglaa+ (1 —a)b) > aaloga+ (1 —a)blogh— b —a|

(&

Donc si dvy = f dp et dvs = fy dp alors

‘ f_N _ fN
Hy (avy + (1 — a)e| p) > aHy (11 |p) + (1 — «)Hy (v2|p) — /h%d,tw

L

-~

<2/e
Donc
h (avy + (1 — a)va|p) > ah (v|p) + (1 — a)h (1n|p);

h (-] P) est donc bien concave donc affine car convexe.

Montrons que I'on a h (| P) = oc sur K¢_. Soit v € M7 (Q),siv £« P,iln’y arien a démontrer
car alors h (v|P) = 0. Supposons donc que v < P; on a donc pour tout N, vy < Py. La formule
variationnelle (2.2) appliquée & Hy (v|P) et H; (¢|P) nous donne

HN (I/|P) 2 Hl (I/|P) .

En appliquant encore la formule variationnelle (2.2) sur R a Py (dx) = \/2%0 e 2 dr vi(de) =
f(2)dPy(x) et a la fonction particuliere ¢, (x) = 2%, (x) ou ¢, : R — [0,1] est continue, nulle

sur [—n,n|" et valant 1 sur [—n, n], on obtient

2

1 ) e 1 ) 1, 1
H (v |P) > o7 /[_n‘n]m dv(z) — log /[_n,n] \/ﬁgdr — F/nr dvy(z) + Plog 3
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On a donc

1, ., 1 1
Hy (v|P) > H, (v|P) > E<w0 VY + §log 3"
Il est donc clair que si v € K¢, i.e. (w?, v) = 0o alors Hy (v|P) = oo pour tout N et donc
h (v|P) = .
Enfin, il reste a montrer que h (-|P) a des ensembles de niveau compacts. D’aprés [9], on a
pour tout € > 0

h (v|P) = h(v]P) = 5 < v > —o(c) (2.5)
ol
: 1 ,
o(e) & — 7/ log (¢g(x) + 1) dx (2.6)
2(27r)d ]77‘37](1

ot g(x) est la densité spectrale de G. La formule (2.5) prouve que h (:|P) est a ensembles de
niveau compacts sur chaque K.

Remarque 2.2

On voit bien qu'un éventuel N*-PGD pour Ry sous P avec h (-|P) comme fonction de taux serait
nécessairement restreint, pour la majoration, aux ensembles Ky, la ot h (-|P) a des ensembles
de niveaux compacts. On n’obtiendra d’ailleurs qu'un PGD faible (cf. chapitre suivant). D’autre
part, un tel PGD ne fournirait aucune information sur I'ensemble ° (Q), h (:|P) s’y annulant.
Pour obtenir plus d’informations sur le comportement sur &° (Q), I'ordre N¢ doit étre réduit,
nous allons voir que N%=2 est un bon choix.

2.2 Entropie spécifique capacitive c (-|P)

Le champ gaussien P n’étant pas une mesure produit, la vitesse de décroissance de sa cova-
riance G va jouer un réle crucial dans les PGD que nous allons voir.
Si A est la matrice symétrique d x d associée a Q définie par

VyeRY |yl 2y Ay=> (y.k)°Q(k,0)

kezd

—~
S
=1

~—

alors, A est non singuliére car Q est irréductible, et on dispose d’'un résultat classique, voir [13]

. G(k,0) |
lim - =1 2.8
kl—oo  g(k) (28)
ou par définition,
rd/2 . 1 .
A —1/2 g d=2
g(l’) = mdet A / W — C’d,A|l|A_1. (29)

C’est la fonction de Green associée a I'opérateur différentiel

1 ] — .
§AA L 5 Z A; 0. (2.10)

i,j=1
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En fait on a un résultat plus fort sur le comportement de G, voir [11],
Gk, 0) = g(k)] = O (k] ). (2.11)

Considérons l'opérateur de Green Ky : LAV) — L4V), ot V = [0, 1] défini par
Ky (¢) £ g% (6ly) (2.12)

Ky est un opérateur compact défini positif. Soit (A,), o\ les valeurs propres de Iy associées
aux vecteurs propres normalisés {e, },en. On a donc

Ky (6) =) Aa(6, ea)yen.
n=1

On défini alors &y par

(o]

E(0)2 Y (0 el (2.13)

n=1""

Voici un petit lemme qui donne deux expressions variationnelles de &£,. On note, pour tout

¢ € H'(R?)
2 / 2
6] 50 211 VO] 4 || =

Lemme 2.3
Pour tout ¢ € L* (V) on a

&y (0) = SUP{ <f.o>v -5 </t Kv(f)>v. f€ LZ(V)} (2.14a)
1
— inf {§||/7||A,Rd ,h € HY(RY), h = ¢ p.p. sm-v}. (2.14b)

Remarque 2.4
Si |||, désigne la norme sur R? associée a la matrice A provenant de G, alors on a Ey(ly) =

capy, (V).
Preuve

La premiére formule est une conséquence immédiate du théoréeme de décomposition spectrale.
On maximise une forme quadratique définie négative (donc concave) sur L?*(V). On a donc un
maximum local unique qui est atteint au point annulant la différentielle.

La seconde formule est plus technique, il faut régulariser. Posons, pour tout ¢ € L2 (R9)

: (1 ,
E(6) 2 1nf{§||h||A7W tqh € H(RY), h = ¢p.s. sur v}

On doit donc montrer que Ev = Ey. 1l est clair que l'on a Ev > &y car pour tout f € LXV)
et h € H(R?), on a

1 N 1
(f, ) — §<f Ky(f)) < §I|h’”A,P_d'

16



Reste & montrer que 1'on a E}z < &y. Soit donc ¢ € HYV). D’aprés [1, théoréme 3.18], il
existe une suite ¢,, € C*(V) telle que

M [ = oll, o =

Posons, pour tout n, C,, £ [0, 1 — 5”](1 ot 9, N\, 0. Il existe une unique v, € C(Rd), nulle a
I'infini, vérifiant A 44, = 0 sur le complémentaire de C, et telle que v, = ¢,, sur C,,. 1, n'est
donc rien d’autre que le prolongement A-harmonique a tout R? de la restriction de ¢, a C,,. On

peut choisir d,, de telle sorte que lim ||¢,, — ,]| o u
n—oo a

Pour tout n, soit 7,, € C*°(R?), nulle a I'infini, telle que 7,, = v, sur le complémentaire de
Vet hm |7 — unH = 0. Posons alors f, £ As7,. f, est nulle en dehors de V car 7, est

A- harmonlque en dehors de V. On a donc

} 1
<fnv AV(fn» = 5”7-""1,"'

|

1 -
<fn ) Tn>V - §<fn ) I‘V(fn)>v = <fn ) Tn) -
Donc
o o=mdyl = (Vamn. Va0 =) < rllapellé = 7ull g — 0.

Donc

. ‘ 1 i 1
lim sup {(fn,o>v—§<fn,Iw(fn))v] > limsup gl

n—oo n—oo

: 1
D’ou &y (¢) > limsup = || T’y pa- Or d’apres [1, Théoreme 4.32], il existe un prolongement continu

n—oo —’

A HY(V) — HYR?). Donc h,, £ 7, + A [(gb —T) |‘o:| est un prolongement a RY de ¢ vérifiant
nllage < Nmallaps +IANIE = 7all o

D’otu finalement,

Ev(o) 2 limsup|hallype 2 Ev(0).

n—roo

Ce qui achéve la preuve.

Le lemme suivant va enfin faire apparaitre la vitesse N972. .
Lemme 2.5
Soit ¢ € C (V,R). On note, pour tout k € Vi, ox (k) £ ¢ (%). Alors
Aim N 2 (on, Grondy, = (0, Kvo)y. (2.15)
D’autre part, si ¢ € C* (V,R), alors
dim N7 on, Gy Tlon), = Ev (6). (2.16)

En particulier, si est une gaussienne sur RV~ de moyenne ¢y et de covariance Gy alors
PN

lim N~ 2Hy (v4,|P) = %5‘, (0). (2.17)

N—oo
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Preuve

La formule (2.8) nous permet de dire que pour M > 1 on a

]\}I_IS;ON (@+2) <¢N 3 GNd)N>VN = A}E};O ]V <¢ GN¢N>‘
— ; 7—(2d) ‘ AT\ \d—2 N (AT
= Jlim N Z o(k/N)N2Gy (k. j)o(j/N)

1,JEVN
Gy — K 0)

= lim N~(2d Z (k/ﬂ\r Nd=2 (J — ]») g(] — ]{‘) ( /V)

N—oo L
2,] e"]\r

— . AT—(2d) AATA—2 (e LN

= Jim N S /NN = K)o (i/N)
LIEVN,|k—j|>M

T r—(2d) N Rl AR

= A D2 (/Mg )0/N)
Z’,]’E"r]\r,|k7j|>]\4

= <¢)7 IfV¢>v-

Voila pour (2.15). Passons a (2.16).

On va se ramener a une forme quadratique sur IL? puis utiliser (2.14a) et (2.15). Soit h €
H'(RY) telle que h = ¢ sur V (toujours possible car ¢ est C! sur V borné). On note hy = h(./N) et
IVohn[*(k) 2 > iena QUL K)(hn () — hy(k))?. On a, par maximisation d’une forme quadratique
définie négative

(on, Gy "lon)y, = 2811P{<(/5N-f)‘,}v—%<f,GNf)VN feL*v)}
= 2sup{{hy. f)oi— 37 Guf)us € (V)

1 .
< ‘)Sllp{< N » >:d - §<f7 GNf>Zd f € Lz(Zd)}
= <h'N, G_ hN>Zd
1 .
= 5lIVahal’l..

On a obtenu une majoration, reste a établir la minoration. Le théoréme de la moyenne donne

lim sup N_(d_2)<¢N, GJV_1¢1V>V < llim sup N_(d_2)<|VQhN|2>W = lH |VQhN|AHid.
N 2 N—soo La 2 R

N—oo

Mais, toujours par maximisation d’une forme quadratique, on a pour toute f € C!(V;R)

—<d—2><¢N,GNlmf)vN22<N—d<fN,oN>v 2“’ N Gy, )

>

En appliquant alors (2.15) on obtient

/ | 1 .
liminf N™ <¢DN, N 1¢>N>VN > 2 <<f7 o)y — §<fv I‘Vf>v'> .

N—o0

Il ne reste plus qu’a appliquer (2.14a) en remplagant le supremum sur I? par un supremum
sur C', ce qui est licite car les vecteurs propres e, de Ky sont C'. (2.16) est donc prouvée.
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Reste a montrer (2.17). On a

Hy (v |P) = /valog exp {—%@7 —on, Gy (e —on)) + %<I, Gn7 ()| drgy (0)
= [ 5 Lons @ om) - 2r. G 00)] dren
= _%<¢N7 GA’_1(¢1V)> + <¢5N ; GN_I(ﬁ/)N»dA/(/)N(I)

= Lon. G (6).
9

[
Nous sommes enfin préts a introduire la fonction c (-|P).
Théoréme 2.6
L’entropie spécifique capacitive relativement a P,
c(p|P) £ lim Hy (¢|P) (2.18)

N—oo j\/rd_2

est bien définie sur Mf (€2), a valeurs dans [0, +00] et vérifie

L, . ‘
§”¢H€/5V (Iv) si p= /,%(x) dr € 6°(Q)
C (/1|P) = V

+00 si p g 6°(Q)

Preuve
Traitons d’abord rapidement le cas v € &° (Q). D’aprés la proposition 2.1, on a
. 1 ;
S . N . L _
ve®(Q) ssi h(v|P) = ]\}11)1;0 NdHN (v|P) = 0.
Donc pour v € &°(Q) on a h (v|P) > 0 donc ¢ (v|P) existe et vaut +00 car

1 .
Hy (v|P) = N2 N“"Hy (1|P) —— +ox.

L/\/vd—Q \ ; N—o00
converge vers h(-|P) >0

Le cas v ¢ 8° (Q) est donc traité. Passons maintenant au cas ott v € & (Q). Posons

¢ (v|P) =limsupN “"PHy (v|P) et c(v|P)= lim inf N-U2DHy (v|P).
N—00 )

N—oo

On peut facilement montrer, avec la méme méthode que pour h (:|P) (voir la preuve de (2.1))
que ¢ (-|P) est concave, € (-|P) est convexe et c (-|P) est affine.

Supposons que v = 7,, € & (Q) C &° (Q). La densité ¢ associée est ¢ = mly. On a donc
Ev (¢) = m*cap (V). Le lemme 2.5 nous permet alors d’écrire

- m .
E(r\/"m|P) =cC (7m|P,) = ?CapA(V)'
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On a donc le résultat pour v € & (Q). Reste a aborder le cas o v € & (Q)\ & (Q). Soit
donc

v /V%ﬁ(w)dlf € B°(Q) avec ¢ € LAV).

Hy (-|P) étant convexe, I'inégalité de Jensen nous permet d’écrire

Hy (v|P) < /HN (Vo) |P) dx = | Hy (11|P) ¢*(x)dx = Hy (11| P) .||o]|?
v v

Donc

1

Nd N V|P

Nd— 2||¢||IL2 N /1|P)

Comme v, € &7 (Q), le cas précédent nous donne

1
lim N~ Hy (v,|P) = —CaPA(‘ ).

N—oo
On a donc finalement

¢(v|P) < I 2||Ucap4(x ). (2.20)
Reste donc a montrer que

c1P) > 1eap (1) (2.21)
Nous allons nous ramener a I’ensemble % (Q) en utilisant son extrémalité. Soit donc V1, ... V™"

une partition finie de V. On effectue alors la décomposition suivante

n . . 1
V= Zzﬁ ! ol e | /%ﬁ( y d.
=1

<|Vl=1let !, = 1. L’affinité de ¢ (-|P) nous permet alors d’écrire

c(y|P)=c (ZIVI IP) > ZIV’IC (2.22)

Il faut maintenant évaluer les ¢ (v|P), des dérivées de Radon-Nikodym vont donc tout naturel-

Ona0<|Vi Vi

lement intervenir. Posons

a AOym)vy - A y 1/
m,] t v = N:"/Z x/l.
[N = Py et fy Py | Vifqa( ), Ndx

1
L’inégalité de Jensen appliquée a la probabilité Wlw dzr donne
Hy (V|P) = E" (log fy)
> | DN ( Vi 1/ log fo.n dJ:)
vi

= ‘Vi‘_I/.]E”;V (log fo(e)n) do (théoréme de Fubini).
‘I’L
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Or log fs(a v () = —26%(2)(1, Gy (1)), +0(x)(1. Gy7'()), donc

1 1 _
[ 4t aa i, o

‘1/ [—%(1, Gy (1)), 0% (@) [V _1} dx
Vi ~ N

+|V"|‘1/[¢> VI, GyT'(a /cb dy} dx
|\

|Vi|2<1v GN_l(l)>VN /U i |:_%¢2(£) + ¢(£)¢(y):| dv @ dy.

/

Hy (V|P) > |V

s .00 )

= |Vvi

Or le lemme 2.5 nous donne

(1, Gn(1))y, =&v(1) =cap,(V).

N

A N

En injectant ces résultats dans (2.22) on obtient

i=1

¢ (1]P) > cap ,(V >[ ol - 77 [@(I)—¢>(y)]dr®dy].

Or pour tout ¢ dans LXV), on a

[6(x) — o(y)] : {V,...,V"} partition de V} = 0.
><Vi

D’ou (2.21), qui, combinée a (2.21), donne le résultat escompté.
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Chapitre 3

Premier principe de grandes déviations

Nous allons établir un N9-PGD faible pour la mesure empirique Ry dont la fonction de taux
est h (-|P). La minoration sera basée sur le théoréme ergodique et la majoration sur le N“-PGD
de Ry sous P¢. Rappelons que par définition

VL>0, K2 {ue ME(Q) : <;u§, ,;1,> <L} et K2 Urso Kr.

Reppelons que les ensembles K sont compacts.

3.1 Le théoréme

Théoréme 3.1
Pour tout ouvert O € M7 (Q) on a

e 1 : .
lg};lolif AWlogP(RN €0)> —115fh(-|P). (3.1)
Pour tout fermé F € M7 () et tout L > 0 on a
1 ,
S e r . _ a9
hgl_)g:;p N logP(Ry € F) < Flr?lch h(:|P). (3.2)

Corollaire 3.2
Pour tout compact K C M7 () on a

limsup N™“log P(Ry € K) < — i?'fh (-|P).
N—oo ¢
Preuve du corollaire (3.2)
Les K sont compacts et on a pour tout N P(Ry € K) = 1 car Ry est une combinaison
linéaire de masses de Dirac. Soit K un compact de M7 (). Ona K = (K NK.) U (K NK<,).
De plus, il existe un L > 0 tel que KA N K. = K N K. Donc

P(Rye K)=P(Ry e KNKy)+P(Ry € KNKL).

RaneKNKy 0
Donc
lim sup N~ logP(Ry € K') = limsup N logP(Ry € KNKy)
N—oo N—roo
< — inf h(:|P)
KnKyp

< —infh([P).
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D’ou le résultat.

3.2 Preuve de la minoration

L’idée de la démonstration de (3.1) est d’utiliser le théoréme ergodique et I'extremalité de
ME(Q) dans M7 (). La clef de la démonstration étant I'estimation de 1'entropie relative par
rapport & P d'un produit tensoriel de restrictions d’éléments de MF ().

Tout d’abord, remarquons que 1'on peut se contenter de montrer que pour tout u € M7 (),
il existe un voisinage ouvert O de pu dans M7 (2) tel que

lim inf — ! clog P (Ry € O) > —h(p|P).
Nooo Nd

Le cas général s’en déduisant par simple minoration. Remarquons aussi que 'on peut se res-
treindre aux pu € K, car sinon h (p|P) = o0 et I'inégalité est triviale. D’autre part, par définition
de M¥ (Q), on peut se ramener au cas o pu s’écrit

=y pit
i=1

ot pt € MF(Q), pi €]0,1[ et S0, pi = 1. .
On peut aussi supposer qu’il existe un L > 0 tel que pour tout i, u* € K. Car sinon, il
existerait un p’ tel que u® & K., donc on aurait pu & Ko

Soit V1,..., V" une partition de V £ [O,l]d en parallélépipédes! telle que pour tout i,
[V7| = p;. Par exemple Vi = [0,p;] x [0,1]""".
On pose alors Vi E{k€Z : £ €V} Ilest clair que Vi,... , V¥ est une partition de Vy.

Et on a |V} |~]\p, _
On pose aussi Vit £ ZA\Vy et p"t1 £ P. On a donc Q = RZ* = [[/F' R~. On définit la
mesture
n+1

N A )
v & Qg
=1

< N L, . . . . . 7d 7. i
ol jy,; désigne la mesure image de la projection canonique 7y : R* — RY~ sous p'. On a
N

N € My (9). On n’en sait pas plus.
On va voir, grace au théoréme ergodique 1.1 page 2 que l'on a
M (Ry € 0) o 1. (3.3)

N

Remarquons que l'on ne peut pas appliquer le théoréme ergodique & v ni a u car elles ne

sont pas forcément ergodiques. Cependant, les p' le sont.
//d

: R%Z" — RV~ étant la projection canonique, on considére Ry : RV~ — M7 (Q) telle que
R}V = RN OTN.
On peut supposer sans perdre de généralité que O est convexe. Pour tout i € {1,... ,n}, soit

O; un voisinage de u' tel que > piO; C O. On écrit alors

Ri\ ‘ é Z 6gk (wn) Zp,p |V Z 6gk”\ Zlevz (

kEVN i=1 kevi,

1. Avec des cubes, ¢a ne marche pas, contrairement a ce que semblent prétendre les auteurs de 'article.
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On peut donc écrire

vV (Ry, €0) > vV (Rvj

N

(w) € Oy, izl,...,n)

> Y (RV]Q(WV;'V) €0;,1=1,... ,n)

> [ﬁ MQ}Q (RV](, (wlvi) € Oi)
i=1

41
Pvn+1 <]R‘N )
N

-~

=1

=1
Or pour tout ¢, le théoréme ergodique 1.1 donne

On a donc établi (3.3). D’aprés [9]? , on a

HN (V;’TV

P) < c¢(n).L.N"' + Z Hy: (,u"’|P) : (3.4)

=1

Nous allons utiliser (3.3) et (3.4) pour conclure. On note

n

A N A i

VN = vV |VN = ®’uva
=1

A d 120\

d P VN

Ay = {RN €0; fn> 0}-
On a alors

IOgP (RN € O) = log/ 1{RN€O} dPVN 2 108/ ].ANdPVN.
RYN RYN

Tout d’abord, remarquons que d’aprés (3.3) on a

vn (AN) m L. (3.5)

Donc vy(Ayx) > 0 a partir d'un certain rang sur N. On peut donc écrire

logP(Ry € O) > log dvy
Ay IN
; dvy
= logvn(An) + log " P ZAN)
> logvn(An) + ANlog {f%] %jw) (Inégalité de Jensen)
= logvn(An) — m ANlog [fn]dvy.

2. En fait, ce résultat ne peut pas étre déduit de [9] aussi facilement que les auteurs le prétendent, les Vi
n’étant pas des cubes. Pour ma part, je ne suis pas parvenu a en établir une preuve satisfaisante.
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Or zlogax > —e~! sur Rt donc

/ log fydvy = fylog fydPy, > —e 1Py (A%) > —e .
A

N Al
Il vient donc

1 B 1
61/]\7(‘4]\7) VN(AN)

log P(Ry € O) > logvy(Ay) — Hy (1/N|P) )
Or d’aprés (3.5) on a vy(Ay) ~ 1, d’autre part, h (-|P) étant affine, on a, d’aprés (3.4)
/ — 00

lim infLHN (vN|P) < h(p|P).

N—oo |V2vv|
On obtient donc
. 1 .. log I/N(JAN) 1 , .
liminf — P (Ry € O) > liminf R — —h(ulP)=-h(u|lP).
N—=o00 |Vz\r| ( N ) ~ N-ooo |V2\7| |VN|€I/N(AN) ('L | ) (/1| )

La minoration (3.1) est donc prouvée.

3.3 Preuve de la majoration

L’idée de la démonstration de (3.2) est de se ramener au N“PGD sous P°. On sera donc
amené a estimer le comportement de dérivées de Radon-Nikodym. La simple introduction de la
dérivée de Radon-Nikodym de P par rapport & P¢ ne serait malheureusement pas suffisante, les
deux mesures ayant des covariances trop éloignées. On introduit alors une mesure intermeédiaire
PN dont la covariance GN¢ provient d’une perturbation sur Vy de celle de P.

. . q A . . .

Soit F un fermé de M7 (). Pour tout L > 0 on note F;, & F N K. Soit ¢ > 0, on défini
PN,C‘ = JMI (Q) par

dPN,a .
(W) 2 FY (W) £

1 €0, . 1 € .
ERMETNERE P E S |

Le terme de normalisation ZV¢ étant défini par

keVy

(NI

ce qui a un sens car cGy + Iy est inversible pour ¢ assez petit. On a
r7N,e 1
log ZV° = -3 logdet (¢Gy +Iy) .

Un calcul montre alors que

lim
N—o0

log Z° = ¢(e). (3.6)

V|
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Voir (2.6) pour la définition de ¢. La covariance G™* de P"< est donnée par

=y = Aq) ' = Iy -Q+1) "

GV & (Iy + G
Un petit calcul montre que l'on a en fait

G = (I— 1+VIN> i [Q (I— liEINﬂ .

n=0

Tout ceci étant dit, nous pouvons commencer la démonstration elle-méme. Sur {Ry € FJ},
on a par définition de Ky,

FN’526X1)< ; A )>0.

V4

On peut donc écrire, en utilisant (3.6)

, IN, € 1
limsup N~%log P (Ry € Fi) = limsup N~log E”” ( 1{RN€FL})

N—oo N—oo FNe
< limsup N~%log PV (Ry € Fy)
N—oo
+lim sup N4 ( V| L) + limsup N~?log Z™*
N—coo N—oo
. —d Ne eL ;
= limsup N"“log P (Ry € F) + — + o(¢).
N—oo 2
Donc si 'on parvient a montrer que
limsup N™%log PV (Ry € Fy) < —infh (-] P°). (3.7)
N—oo ‘ Fr '

alors l'inégalité (2.5) page 15 entrainera que

eL

limsup N™?log P(Ry € Fr) < —=4¢(c) —infh(-|P?)
N—oo 2 Fr,
el | ) €
= 5 + o(e) — 1}1f{h (-|P) + ;<W(2) ) > + o)}
V4] L p4]
eL , :
< 5 Fole) —o(e) —infh(-|P).
Z Fr,

Vraie pour tout ¢ > 0 assez petit, d’ou le résultat.
Reste a démontrer (3.7). On veut se ramener au fait que Ry satisfait a un Ne-PGD sous
P¢ de fonction de taux h (:|P%). On a Ry = Ry o 7y et Ry est RY~-mesurable. Il en découle

alors que P (Ry € Fp) = PN'“ (RN € FL> Il est clair que Pf\ & Py < Pg, posons alors
a dPy*
APy

Py

. Nous pouvons écrire

PV (Ry € F1) = Py° (RN € FL)

pPs
]E N [Ql\f'l{ﬁﬂVEFL}]

Lo
EF~ [(I)?V]p IEP~ [l{ﬁNeFL}] ! Inég. de Holder avec L4+1=1, pe]i,oof

IN

E"% [@4]7.P° (Ry € Fy)

IN

27



p étant destiné a tendre vers oo et donc ¢ vers 1. En passant aux logarithmes et aux limites
supérieures on obtient

. 1 1
lim sup N~¢1log P* (Ry € Fp) < =limsup N~ ~og IEF~ [D%] + — hm sup N~ log P* (Ry € Fp).

N—oo P Now N—oo

-~

<—infp, h(-|P?)
Nous allons montrer que

PRT P ¢

Ce qui achévera la démonstration (faire tendre p vers oc). Rappelons que 'on note Gy la
covariance de Py, et G™¢ la covariance de Pj. On a alors, par définition de ®

det GV 2 1 ")
P (z) = (M) exp {—§<( —(GM) N, 2)|.

Donc

det GNeNZ iy 4 (([Gn (@)1 [ H(@N) 1 ) 2)]
[(I) ] <m> (detG ) (27T) = AV (@ Cll

Orona Gyt —(GV) ! —— 0 car GMGy ' —Iy —— 0 et GVGy~' —— I. Donc la
N —oo N—oo N—oco

matrice p [GrN_l — (GN’E)_I} + (GN9) 7! est symétrique définie positive pour N assez grand et
on a alors

w\»—-

EV Q)] = (GMGy ') det( (GMGy ' —Iy) +1Iy)

D’otu (3.8).
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Chapitre 4

Deuxiéme principe de grandes déviations

4.1 Le théoréme

Le théoréme 3.1, page 23, affirme que la mesure empirique Ry satisfait, sous P, a un N“-PGD
faible de fonction de taux h(-|P). Rappelons que

h(|P) 2 lim NL,HV( P).

Ce PGD ne donne aucune information sur I'ensemble &° (Q), la fonction de taux h(:|P) sy
annulant. Il semble donc que 'ordre N4 soit trop élevé pour obtenir une information sur & (Q).
Cette information est «écrasée »par N7, Il est donc clair que l'ordre N doit étre réduit. Or nous
avons vu dans le deuxiéme chapitre que la fonction

: 1
c (/’I|P) = hln ‘\/Td 2 ]V (H|P) *

est bien définie et est infinie en dehors de &° (Q). En fait, on a d’apreés le théoréme 2.6

12 e . ' Py

slollve v) st p= | 740 dv € 87(Q)

c(plP) = v
+0o0 siop g B°(Q).

Cette fonction semble donc étre tout indiquée pour servir de fonction de taux dans un éventuel
N4=2.PGD pour Ry sous P. Les choses ne sont en fait pas si simples. En effet, reprenons
I’exemple de la moyenne empirique My : 2 — R de la boite Vy définie par

I

keVn

MN(UJ) = <w0 ) RN

M est gaussienne, on a donc, pour tout m > 0

2
m
li logP(My > m) = — _ _ 41
Nohe N2 08 (My 2 m) 21y, Ky (1y)) (4.1)
D’autre part, on a pour tout ¢ dans LYV
(0, Lv)* Lo i
- <z .cap, (V). 4.9
2<1V-, ]ﬁ‘7(11/)> 2”¢HL p4( ) ( )

29



Or comme &y (ly) = capy(V), on a

2
m .
¢ (vm|P) = 7capA(V) pour 7, € &* (Q).

Si Ry satisfaisait a un tel PGD, I'inégalité (4.2), combinée avec (4.1) entrainerait alors une
contradiction avec la définition de ¢ (-|P). ¢ (-|P) n’est donc pas la bonne fonction de taux pour
un N 2-PGD sous P pour Ry. La fonction de taux correcte est en fait bien différente...

Théoréme 4.1
Pour tout ouvert O € M7 (Q) on a
1
liminf ——log P(Ry € O) > — ing (-|P). (4.3)

N—oo Nd-2

Pour tout fermé F € M7 (Q) on a

lim sup
N—=oo

Ot la fonction C (:|P) est définie pour tout u € M7 (Q) par!

s log P (Ry € F) < —infC (|P). (4.4)

a1, \ , ;
C(u|P) 2 5mf{é:v(cb) O ELAV), p= /Vwm)dx}. (4.5)

V4]

De plus, C (-] P) est sci et a des ensembles de niveau compacts sur My ().

Remarque 4.2
Le fait que C (-|P) soit sci et soit a ensembles de niveau compacts est immédiat. On a en effet

C(nlP) > 5714l

2
LAV)*

Remarque 4.3

Comme Ey(ly) = cap,(V), on a pour tout v,, € & (Q)

m 2

¢ (Vm|P) =C (vm|P) = TcapA(V).

p4]

De facon plus générale, on a pour tout i € &% (Q)

1
P)< ——m — P).
c (M| ) — /\1capA(‘f)C (N| )

On sait que c (-|P) est affine. Qu'en est-il de C (-|P)? En fait C (-|P) n’est méme pas convexe !
On peut le voir, par exemple en considérant un p € &° (Q) obtenu comme combinaison convexe
d’éléments extrémaux 7,,. € & (Q)

iAo ar€l0 et Y ai=1.
i=1 =1

Comme Ey(¢) = +0o0 quand ¢ € LXV) est discontinue, on a par définition de C (| P)
C(p|P) = +o0
alors que les C (V| P) peuvent trés bien étre tous finis.

Nous allons a présent aborder la preuve de la minoration. La preuve est basée sur ['utilisation
du lemme 2.5 page 17. La technique ressemble un peu a celle utilisée pour démontrer (3.1).

1. Avec bien str la convention inf ) = +o0
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4.2 Preuve de la minoration

La preuve de (4.3) sera semblable en bien des aspects a celle de (3.1). En fait, on y retrouve
des techniques courantes de grandes déviations pour la minoration.

On peut bien stir se retreindre au cas oit u € & (Q) car sinon C (u|P) est infinie et I'inégalité
est triviale. En fait, il suffit de montrer que pour tout u € &°(Q), pour tout ¢ € LXV) tel que
= f‘;%(a:)déf on a

1
Nd—2

1
log P (RN S O) > _55V(¢)

lim inf
N—oo

car

1 )
sup { = 5E0(0) 5 = [ e, 0 €L = sup—C (u|P) = = inf € ().

ne0 pneo

Nous pouvons aussi supposer que Ey(¢) < +0o0 car sinon l'inégalité est triviale. Nous allons
nous ramener a la situation du lemme 2.5. En utilisant la décomposition de ¢ dans la base hilber-
tienne (e, ),, on voit que pour tout £ > 0, il existe un ¢ € C'(V;R) tel que p° = f‘/,’}"qgs(w)dw €0
et gv(ég) S (C/’V(gb) + .

Reprenons les notations du (2.5). Soit donc g, le champs gaussien sur RY~ de moyenne ¢5
et de covariance G . Nous allons montrer que

lim g5, (R )=1 4

W Hoy (v €0 (48)
Cette propriété va jouer un peu le méme role que le théoréme ergodique dans la preuve de la
minoration (3.1). On aura alors, d’aprés (2.17),

. 1 1 - 1 1
lim inf mlogP (Ry € O) > —551,(&) > _55‘,7(@ — —c. (4.7)

N—oco | 2

Ce qui achévera la démonstration. i
Montrons (4.6). Il est clair que si l'on remplace ¢ par un ¢ étagé de la forme

o(x) = Z m;lyi(z)
i=1

ot V1...., V" est une partition de V on aura, d’aprés le théoréme ergodique 1.1 page 2

lim ;ﬁ; (f{V € O) =1.

N—oco

Mais on a aussi Ey(qg) = +00 car (/5 est discontinue. L’idée est donc d’approcher ¢° avec de tels

¢. Soit § > 0, ¢ étant C', il existe un ¢=° vérifiant

1 1
1m sup V’
N—o0 N

D ‘¢fv‘5(k) - ¢‘>fv(k-)‘ <.

kEVN

On a pour tout E C R"~
€ ) 5 LE,0
Pox (B) = 7ges (E + oy — ON ) :
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Pour ¢ assez petit on a donc
,u;;N (f{N € O) > Vot (RA € O)
ot O est un voisinage ouvert de M]S (?) contenant fv,7¢s($)dx. Donc finalement
lij\ligigf 15 (f{N € O) > lij{giorolf 7‘/)5’5 (f{N € O) =1.

(4.6) est donc démontrée. Reste a démontrer (4.7). pg et Py, étant des gaussiennes de méme
covariance Gy, on a g <K Py,. Posons alors

10y
f N é —N

Py

N

An = {fN > 0} N {]-':{N € O}

Bien évidement, ,LL‘;N (Ay) = /1,2N (f{N € O). On a

PRy €0) = Py, (ﬁv € O)

]EPVN |:1{ﬁ.NEO}:|
]EP"’N [1AN]
IEH;N [fgl 1AN] '

v

D’apres (4.6), a partir d’un certain rang sur N, pg  (Ax) > 0. Donc

logP(Ry €0) > log/ Fytdis,
AN
1

= logus (Anx)-+1lo _—
Bllon ) H08 [ e ()

d/l;N

1
> logu;, (A —/ —— log fndu inégalité de Jensen
> log g, (An) o (AN g fndpg,  (inég )

1
= logu (Ay)— ———— [ log fndi .
0g ig, (Ax) e (Av) /AN og fndpg

1

Or comme zlog(z) > —e™" sur R™, on a

i 1 1
/ log fadyis,, = | fulog fxdPoy > — 2P (A3) > ——.
AS, AS, €

e

On a donc
1
e/“[’,qc;]\r (‘4']\7) /J,Z]\T (AAN)

log P(Ry € O) > log g, (An) — Hy (15, |P) .
Or d’aprés (2.17) on a

Ev(o°).

N |

1
li — _H, (45 |P) =
imsup 7 Hy (15, |P)
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Donc finalement, compte tenu de (4.6) on a

, 1 1 1
c . ‘ > st v 14 ) — £
it s (B €0) 2 linint | g log stan (Av) = Txam =y 7

= &),

Ce qui prouve (4.7).

4.3 Preuve de la majoration

Il s’agit de démontrer I'inégalité (4.4). Nous allons introduire, pour les besoins de la preuve,
différentes suites de variables aléatoires dérivées de Ry et a valeurs dans différents espaces de
mesures. L’idée directrice est d’utiliser la décomposition du champs gaussien w sous P en deux
champs £ et y abordée page 7. Cette décomposition est obtenue en quelque sorte en soustrayant
de w Dinformation relative au sous-réseau log(N).Z?. Le champs y a alors des covariances &
décroissance exponentielle. L'obtention de PGD sous P pour ces suites de v.a. permettra, grace
a de la tension exponentielle, voir (1.5) page (3), et au principe de contraction, voir (1.7) page
(4), d’obtenir le résultat escompté.

Pour tout r > 0, on note M, (V') 'ensemble des mesures signées sur V' dont la variation totale
est inférieure ou égale a r. La variation totale d'une mesure étant, classiquement, la norme de
cette mesure en tant que forme linéaire sur ’ensemble des fonctions continues bornées. On note
aussi M (V') 'ensemble J, ., M, (V). On muni chaque M, (V) de la topologie de la convergence
étroite qui en fait un espace topologique compact. L’ensemble M (V') étant alors muni de la
topologie inductive, c’est a dire que ses ouverts sont ses sous-ensembles dont la trace sur chaque
M, (V) est un ouvert de M,.(V).

On définit la mesure empirique Xy : RZ — M(V) par

Xy(w) 2 ‘i Z wk.d%.

N keVy

On note M;(VxR) 'ensemble des mesures de probabilité sur VxR que l'on muni de la
topologie de la convergence étroite.
On définit la mesure empirique Y y : RZ — M, (VxR) par

1
Yy(w) & — > 05 @ Our)-

Vy
keEVy

Nous avons déja vu (voir (1.4) page 5) que le champs gaussien (w), .-« admet pour tout

ke
L € N une décomposition de la forme w = y+ € ou & = E [Wk|0{(wL.k)kezd}] et les champs

(Yk) peza et (WLk)peza sont indépendants. De plus, { admet la représentation suivante
&k = Z @ (1) wr i
i€Zd

Les q;, (i) étant définis & partir de la marche aléatoire sur Z¢ de matrice Q. Si on note G’ la

covariance du champs centré y, alors on a d’aprés (1.7), pour tout i,j € 71

G (j,i) = G" (joi) =Y _qi (k) G (j.L.k).
k
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Et on a d’aprés (1.8), pour tout i,j € Z¢
L/ - . )
G" (i,7) < cpexp [02|z—]|L 2]

c1 et ¢y étant des constantes strictement positives indépendantes de ¢ et j. La décroissance treés
rapide de G est essentielle. Dans la suite, on prendra L = log ().
On définit alors la mesure empirique Zy : RZ - M, (VxR) par

Zy(w) = L §e ON (& (w),07) .

V ko
N
N revy

On définit les fonctions J(-) : M (VXR) — [0, +oc] et J(-) : M (V) — [0, +00] par

. 1 1 )
J) & 5 sup (. y = (7 I’xv(f))v}
“fec(v)
et
1 _ _
i} SEv(0) si p(de) = deoN (¢(x),07) avec ¢ € L*(V')
J(p) = =
+00 sinon.

La preuve de la majoration (4.4) sera structurée de la maniére suivante :

1° Montrer tout d’abord que Xy satisfait & un N72-PGD de fonction de taux J(-). La
preuve se fera sans grande difficulté car Xy est gaussienne.

— 2° Déduire du PGD de Xy que Zy satisfait & un N9=2-PGD de fonction de taux j()

— 3° Déduire du PGD de Zy que Yy satisfait & un N92-PGD de fonction de taux J(-).

— 4° Déduire du PGD satisfait par Yy, grace au principe de contraction et a de la tension

exponentielle la majoration (4.4).

L’idée directrice ici étant de profiter de la décroissance exponentielle de la covariance G du

champs y sous P.

4.3.1 Principe de grandes déviations pour Xy

Tout d’abord, voici une propriété importante de la fonction J(-).

Lemme 4.4
J(-) est sci convexe, a des ensembles de niveau compacts et vérifie

1gv(gb) si ,M(dl') = @(l’)dl avec ¢ € Hl({})
Iy =4 * "

+00 sinon.

Preuve
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Montrons tout d’abord (4.8). Soit u(dr) = ¢(x)dx avec ¢ € HY(V). Les vecteurs propres e,
de l'opérateur Ky étant C', on a

302 s {Gn = 30 K= s {50 K}

fec(v) feLAv

Il ne reste plus qu’a utiliser I'expression variationnelle (2.14a) de &, pour obtenir J(p) = &y ().
Reste a montrer que l'on a J(p) = 400 quand p n'est pas de la forme indiquée. L'idée est de
régulariser la mesure .

Pour tout compact W CC R? et toute mesure signée v sur R a support topologique inclus
dans W, on note

oAl 1 -
Jw(v) = §f2}31(p) {<V7 Pw — §<f’ Im]<f)>W}'

Donc si supp(v) C Wy C Wa, on a Jy, (v) = Iy, (v).
Soit p une densité de probabilité sur R pour la mesure de Lebesgue a support dans la boule
unité. On définit

o2 o 2).

On considére maintenant W £ [—1,2]d. Pour tout x € R tel que ||z|| < 1 on a, en notant
.t la mesure p translatée de x

Jw (Opp) =Ty ().

La convexité de Jy(-) donne alors pour tout ¢ tel que |¢| < 1

Jw(p:) = Jw(/dpa(x)ﬁr,udx>
R

< [ pdwe s
Rd

= J(p).
Or p. a une densité 1eguhere g-(x) = [h-(x —y)p(dx) a support dans int(TW). Donc si p n’a pas

de densité dans HI(V ) par rapport a la mesure de Lebesgue, alors

Jw(p:) = || Vgc

—)+oo

(4.8) est donc démontrée.
J(-) est définie comme supremum de fonctions affines sci , elle est donc sci convexe. Reste a
voir ses ensembles de niveau sont compacts. C’est une conséquence directe de la formule (4.8), du

fait que HY(V) C LYV) est compacte et du fait que ¢ € LYV) — ¢(x)dx € M(V) est continue.
Le lemme est donc prouvé.
|

Passons maintenant au PGD satisfait par Xy.

Proposition 4.5
Xy satisfait sous P a un N972-PGD de fonction de taux J(-).
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Preuve

La borne inférieure est une conséquence directe de la minoration (4.3) page 30 déja démontrée
et du lemme 4.8 précédent qui permet de faire le lien entre J(-) et C (-|P).

Passons a présent a la majoration. L’idée est de démontrer une majoration faible, (i.e. valable
uniquement pour les compacts) grace a la méthode de Laplace (cf. (1.8) page 5) puis de passer a
une majoration pour tout les fermés grace a de la tension exponentielle (en utilisant le théoréme
1.6 page 4). Montrons que l'on a la tension exponentielle suivante

—log P (Xy ¢ M,(V)) = = (4.9)

lim lim sup
T=0 Nyoo L

D’apres (1.6), on a pour tout a tel que 0 < a < AT

Nd= : .
log EF {exp (a <w , RN>>:| = logIE” [exp (2/(\172 wz(k‘)>]
S keVy

a

< 5 Tr(G)
1 ) a/\l Clr)\l
2/\2 (GV) <_108 (1_N—2)_W>.
Or la covariance Gy vérifie
sup Y- Gi.j) = O (V') . Tr(Gy) = N'o®. Tr(Gy?) =0 (N'),
eV , ; )
]E‘ N

Donc on a

1 Ni= o?
lim sup —— Nz log IEX [exp (a <w RN>>:| < T'

N—oco

Cette inégalité, combinée au lemme 1.9 page 5, donne, pour tout r > 0

1 1 1
lim su lo P (X M.V < limsup——log P | — w(k)| > r
N—oo p :\/ g ( v g ( )) - ]V—)oop 17\/ d—2 g <_L7\/d Z | ( )| )
1
(&

kezZd
< limsup —— = log P (0), RN> > 7“2)
N—oo
r2 — o2
<
- 2\

On a donc obtenu (4.9). La N“~2-tension exponentielle étant prouvée, il nous reste & montrer
que I’on a la majoration du N?"2-PGD pour les compacts. Nous allons utiliser la méthode de la
transformée de Laplace.

Pour toute fonction f € C(V), la v.a. (f, Xx) est gaussienne sous P et vérifie (voir [12])

1 NA—21R P 2 = {¢ ,
dim NEET[(F. X)) = (f . Ky (F)y-

Donc on a

lim

T < log B [exp (N“2(f . X)) = 547 - Ky (),

On obtient donc la majoration du PGD cherchée pour les compacts en appliquant le théoréme
1.8 page 5. Ce résultat, combiné a la tension exponentielle (4.9) permet d’étendre la majoration
aux fermés en appliquant le théoréme 1.6 page 4.
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4.3.2 Principe de grandes déviations pour Zy

Notre objectif, dans cette section, est de déduire du N=2-PGD de fonction de taux J(-)
satisfait par Xy, un N=2-PGD pour Zy de fonction de taux J().
Tout d’abord, remarquons que J(-) & des ensembles de niveau compacts (donc sci ) car

I'inclusion Hl(V ) C LY(V) est compacte.

Proposition 4.6
Zy satisfait a un N7 2-PGD de fonction de taux J(-).

Pour arriver a ce résultat, nous devons tout d’abord faire le lien entre Xy et Zy. Soit (h.)_
une famille régularisante C*> symétrique sur R telle que le support de sa base h soit dans la
boule unité de R?. Pour tout u € M(V), on définit alors les fonctions p. € C(V) par

et [ et =gyt
On considére l'opérateur injectif continu ®(.) : LYV) — M (R) donné par
B (6) (dx @ dt) 2 de o N (6(x),0%) (dt).
On définit enfin les opérateurs @, (-) : M(V) - M;(VxR) par
0. (1) & @ (pe)

Lemme 4.7
Pour tout ¢ > 0, ®. (Xy) satisfait a un N=2_.PGD de fonction de taux

J.(pn) = q)i_lll(f)J(-).
s M

Preuve

Il est clair que pour tout ¢ > 0, ®. (-) est un opérateur continu. Le principe de contraction
(voir (1.7) page 4), appliqué au PGD (4.5) vérifié par Xy et a @, (-) nous permet alors d’obtenir
le résultat escompté.

Il faut maintenant faire le lien entre ®. ((Xy)) et Zy. C’est 'objet du lemme 4.8 suivant. On
note d,(+,-) la métrique sur M (VxR) définie, pour tout pu, v € M;(VxR) par

d.(i,v) 2 sup {0 v, = 1) ot 6 € C(V). 165, < 1. 00 € CR), 0], < 1}

olt ||-|| 3, est définie, pour tout f par

11l sz 2 11 £l +§;{;W.

La métrique d, (-, -) est compatible avec la topologie de la convergence étroite sur M;(VxR).
Lemme 4.8 1
Pour tout a > 0, on a: limlimsup —— N 5log P (d.(®. (Xy),Zy) > a) = —o0.

e—=0 N—oo

Preuve
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Si l'on note 7; £ &;(w) — 7Vd Z he (N - )u}A alors on a

kEVN

d*((I)s (XN) N S

Z ] + 5 d“\ Z |k - (4.10)

keVn keVy

En effet, pour toute fonction mesurable f : R — R telle que || f|| , < 1, la fonction

/ F@)N (2.0%) (dy)

Il <\/=%.

vérifie

il <1

[ee]

Analysons (4.10) de plus prés. D’aprés le lemme 1.9 page 5, on a pour tout a > 0, > 0,

. 1 1
hzlvl']—?;p R log P (W Z |wi | > a) = —00. (4.11)
ke‘/N
Montrons que 'on a d’autre part
lim li 5 log P ! ol > = 4.12
lim 1]r§1_>supN og Wk; il > a ] = —oc. (4.12)
i

Il est clair que 'inégalité (4.10), combinée & (4.11) et (4.12) fournit le résultat attendu. Reste
a démontrer (4.12). Notons, pour tout i,j dans Vy, I'y(i,j) £ [E [nfnﬂ Notre objectif est
d’appliquer le lemme 1.9 page 5 aux ;. On a Tr ((1"”\)2) = O (NY). De plus

1 -
En effet, on a
Tr(Ty) = Y var(n)
keVy
e | (2 AN
kEVi kEVN L oievn . . J

O ( N2— d) a ¢ fixé, uniformément en k

Le lemme 1.9 page 7 nous donne alors

1
dm s 3 L] = i g 3 G () - Gk )] =0

keEVN keEVN

D’ou (4.13). Montrons que l'on a, pour tout ¢ > 0

lim lim sup sup — N2 Z TS (4,7)] = 0. (4.14)

e—0 J
N—ooo i€Vy JEVN
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Il est clair que (4.14) combinée a (4.13) nous donne (4.12). Reste donc a montrer (4.14). Posons
. 1 B

& 26 — N ; h. (N — %) &. Rappelons que d’apreés le lemme 1.11 page 7, les champs &
2 N

et y sont indépendants. Donc si I'y est la covariance de £ alors

rs, =05 + A5

On a alors

sup Z

i€EVN JEVN

Or en utilisant la décroissance exponentielle de la covariance G* du champs y (voir (1.8) page
7), on obtient ¢ > 0 et 6 > 0

1
limsup — sup Z AN (i, 7) =0.

Nooo N ievy

lim lim sup —
=0 N N7

Ce qui achéve la preuve.
Nous pouvons maintenant démontrer le PGD annoncé pour Zy.

Preuve de la proposition 4.6

Les lemmes 4.7 et 4.8 entrainent que Zy satisfait a un N92-PGD de fonction de taux j()
définie pour tout p par
J(p) 2 liminf J_(v).
e—=0,v—p
Reste donc a montrer que J(-) = J(-). Montrons que J(-) < J(-). Soit u € M;(VxR). On
peut bien str supposer que J(u) < 00, sinon 'inégalité est triviale. D’apreés le lemme 4.8, il existe

un f € HY((V)) tel que g = ®(f). On a lim._,o ®. (f.dx) = p. D’ou I(p) < J(p). Montrons a
présent que J(-) > J(+). Soit p € M;(VxR). On peut, la encore, supposer que J(u) < oc.

Considérons une famille (p.)_., de M(V) telle que

J(pue) — J(p) et D, () — p.

e—0 e—0

Comme J(p.) < 0o, on a p.(dv) = f.(x)dv avec f. € H(V). On peut supposer que f. converge
vers f dans L' par relative compacité. On a alors — f donc @ (f) = p. D’otut
e—

J(p) = %EV (f) < lmJ(p) = J(p).

D’ou le résultat.
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4.3.3 Principe de grandes déviations pour Yy

Proposition 4.9 )
Y y satisfait a un N9"2-PGD de fonction de taux J(-).

Avant d’aborder la preuve de ce PGD, il nous faut faire le lien entre Zy et Y. C’est I'objet
du lemme suivant

Lemme 4.10
Pour tout a > 0,6 > 0, pour toutes ¢ : V — R et 1) : R — R lipschitziennes on a

) 1 ‘
Aim Nd—,(;logP(K@@ U, Yy = Zy)| > a) = -
Preuve du lemme 4.10

Rappelons que wy, = y;. + &.. On a alors

> o (%) [(wi) = (¥, N (&, 07))]

keVN
> a)

1
(000, Yy —Zn) < o5

1
o) (V) . (4.15)

Donc

S o) [t = (0. ¥ (6]

keVn
1 Ak oA 2
< sup P N Z(D ¥ [ (o + yp) — < ,,,.”,\/ (a'k,a)ﬂ >al.
a€RYN kEVyN

Or on a pour tout § € R
(v N (B.0%)) = (. N (8,6°))] < lo = L1l .-

En posant o? £ EY [y]z] on a, d’apres (1.9) page 7

lim Ld lox — | = 0.
Nooco N
kEVN

Il nous suffit donc de montrer qu’uniformément en 3, on a, pour N assez grand

(W qu( ) (B = yi) = (0 N (B 07))]

On a donc, d’apreés le lemme 1.12 page 10

le\p <Nd > o <N> [ (B — i) = (0 N (ﬂkgf)ﬂ)]

keVN
ZGL1J]

< o [II¢II <ol 5~ e, J]]] - [nqsn il 5
i,jEVN

,jJEVN

> a) <e\p[ cN= 5]

Le comportement asymptotique de G*, donné en (1.8) page 7 permet alors de conclure.
[

Nous pouvons a présent aborder la preuve du PGD annoncé pour Y y.

Preuve de la proposition 4.9
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C’est une conséquence directe du PGD satisfait par Zy (proposition 4.6) et du lemme 4.10
précédent.
[ |

Nous somme en mesure a présent, de prouver la majoration (4.4) du PGD satisfait par Ry.

4.3.4 Conclusion

Montrons que Ry satisfait a la tension exponentielle suivante

1 .
lim lim sup W——2P(RN € K1) = —oc. (4.16)

L—oo Nooo

Pour tout a € ]0, ﬁ[, on a

PRy €K = P(w: <RN(w).w§>2L)

= P Z u_)z 2 Lw'dL)
keVn
B a a_a Nd=2],
= P 2] 72 Z “k 2 92
keVn
. NA=2LT

= P lexp [21,2 Z wf] > exp |:(L a )

kEVN -

INA
D
"
o}
|
=)
=
[N u
b
h
—_
5]
~
[¢]
A
o]
| —— |
[\
=)
2
&
ol W) ,
\_/

D’ou, en appliquant (1.6) page 6
. ac?  alL
lim sup — R

N—o0 N d 2

1 .
—_QIOgP(RN € K/LC) S

On a donc bien (4.16). Donc, en vertu du théoréme 1.6 page 4, nous pouvons nous contenter de
démontrer la majoration (4.4) du PGD pour les compacts, c’est a dire un PGD faible.

Soit donc K un sous ensemble compact de M7 (2). Montrons que 'on peut supposer que
K C 8°(Q). Les ensembles K N ®° (Q) et K NG (Q)* sont relativement compacts, on a donc,
d’aprés le corollaire 3.2 page 23

N—oo KNn&5(Q)°

limsup%logP (Rv e KN®°(Q)) <— inf h(|P).

Or —infpqgsqe h(|P) <0si KN & (Q)° # 0 car d’aprés la proposition 2.1 page 14, on a
h(:|P)>0et h(:|P)=0sur & (Q) et sur & (Q) seulement. Donc si K N &° (Q)" # 0,

log P(Ry € K N®°(Q)°) = —ox.

lim sup _
N—o0 N =2
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Maintenant, en utilisant le lemme 1.5 page 3, on a

li]r\}]_,solclp ~a2 logP(Ry € K) < li]r\lr]_fi,p = logP (Ry € KN &° (Q)c)
V
limsup ——log P (Ry € K N &° (Q))

log P (Ry € KN®°(Q)) .

Nd=2

car max(.,—00) =.si KNG (Q)°#Pet K = KNG (Q) si KNG (Q)° =0. On peut donc
supposer que K C &7 (Q). K étant compact, il suffit méme, au vu du lemme 1.5 page 3, de
montrer que pour tout M € N et tout u € &° (Q)

limlimsup log P (Ry € By (it,¢)) < =C (p|P).

=0 N

By (p, €) étant la boule de centre p et de rayon e pour la métrique de Lévy de M (€Qy7). p étant
dans &° (Q), il existe un ¢ € LV tel que pu = fvﬂ,gﬁ(“dw. Il existe alors un £ > 0 tel que

{RN € B]W (,U‘,E:) } - {LN € Bl ( -/\/’ (¢(r)702) vg)}
v

= {(YN, .@ 1), € B (/»N (¢(x).0%) g> }

Il ne reste plus qu’a appliquer le principe de contraction (1.7) page 4 au PGD (4.9) vérifié
par Yy pour obtenir le résultat attendu.
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