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Résumé
Ce court document donne des réponses simples à des questions concrètes de cal-

cul stochastique posées par des staticticien(ne)s. N’hésitez pas à faire part de vos
commentaires par courrier électronique.

0 À faire
Expliquer que la translatée d’une mesure de Wiener est absolument continue par rap-

port à la mesure de Wiener d’origine si et seulement si la translation est dans l’espace de
Hilbert de Cameron-Martin des fonctions dont le carré de la dérivée est intégrable (absolue
continuité), et donner le théorème de Cameron-Martin-Girsanov in extenso.

1 Liste de questions/réponses
Question 1.1 (Anne-Laure Fougères, décembre 2008). Qu’elle est la meilleure manière
de simuler la loi de la variable aléatoire Z =

∫ 1
0 f(t) dBt où f : [0, 1]→ R est une fonction

déterministe sympathique et où (Bt)t≥0 est un mouvement brownien standard issu de 0 ?

Réponse. Soit (Ft)t≥0 la filtration naturelle de (Bt)t≥0 définie par Ft = σ(Bs)0≤s≤t pour
tout t ≥ 0. Soit 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tr ≤ 1 une suite de temps. Considérons une fonction
aléatoire F : [0, 1]× Ω→ R de la forme

F (t, ω) =
r−1∑
i=1

Ei(ω)1[ti,ti+1)

où pour tout 1 ≤ i ≤ r − 1 la variable aléatoire Ei est Fti mesurable. On dispose alors de
la formule stochastique suivante :

I(F ) =
∫ 1

0
F (t, ·) dBt =

r−1∑
i=1

Ei(Bti+1 −Bti).

Cette formule permet de définir par un procédé d’approximation des intégrales stochas-
tiques plus générales pour des fonctions F plus complexes, cf. par exemple [12] pour une
introduction accessible, et [13, 6, 2] pour des introductions moins accessibles. Lorsque les
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variables aléatoires (Ei)1≤i≤n sont déterministes, la variable aléatoire I(F ) est gaussienne
centrée et sa variance se calcule directement par bilinéarité. Revenons à la question posée.
La fonction F est déterministe (F (·, ω) = f) et la variable aléatoire Z est gaussienne
centrée. La variance de Z se calcule au moyen de l’isométrie d’Itô :

E[Z2] = E

[(∫ 1

0
f(t) dBt

)2]
= E

[∫ 1

0
f(t)2 dt

]
=
∫ 1

0
f(t)2 dt.

Pour simuler Z, il suffit donc de pré-calculer ou d’approcher par une méthode numérique
l’intégrale déterministe ι =

∫ 1
0 f(t)2 dt puis de simuler la loi gaussienne N (0, ι). Pour

s’en convaincre, lorsque f = 1[0,t] on trouve ι = t et donc Z ∼ N (0, t), ce qui est bien
normal car pour cette fonction f la variable aléatoire Z vaut Bt.

On peut également voir l’intégrale stochastique Z comme la valeur au temps 1 de la so-
lution (Xt)0≤t≤1 de l’équation différentielle stochastique (ÉDS) très simple dXt = f(t)dBt
avec condition initiale X0 = 0. Ainsi, toute méthode de simulation approchée de cette ÉDS
permet en particulier de simuler de manière approchée Z. Une méthode classique pour les
ÉDS : les schémas d’Euler, cf. par exemple [9, 8] ou [5]. Cependant, pour la question
posée, l’ÉDS est si simple que la méthode explicite gaussienne évoquée précédemment est
préférable. Les schémas d’Euler permettent de simuler de manière approchée la solution
d’ÉDS plus générales de la forme

dXt = f(t,Xt)dBt + g(t,Xt)dt

dont la solution n’est pas forcément gaussienne (dès lors que f(t, x) dépend de x où que
g(t, x) n’est pas affine en x. Lorsque f(t, x) = α et g(t, x) = −βx on obtient un processus
gaussien d’Ornstein-Uhlenbeck) :

X1 =
∫ 1

0
f(t,Xt) dBt +

∫ 1

0
g(t,Xt) dt.

Ces méthodes numériques sont utilisées en finance mathématique [7]. En statistique, les
intégrales stochastiques gaussiennes apparaissent par exemple dans des théorèmes limites
du type TCL, cf. également les problèmes statistiques liés aux processus de diffusion [10].

Les schémas d’Euler pour les ÉDS peuvent être poussés à des ordres plus élevés. Le
schéma de Milstein par exemple correspond à une approximation à l’ordre deux, peu
utilisée toutefois en pratique. On distingue l’erreur d’approximation forte de l’erreur d’ap-
proximation faible (i.e. en espérance, qui fait gagner un ordre de puissance n1/2 où n est
le nombre de pas de discrétisation du temps). Pour ces aspects, on pourra consulter par
exemple [8, 9] et [1]. Des approches plus originales (utiles ?) figurent dans [3, 4, 11].

Question 1.2 (Béatrice Laurent-Bonneau, septembre 2006). Sot (Bt)t≥0 un mouvement
brownien standard issu de 0 et f : R+ → R une fonction lisse. Soit (Xt)t≥0 la solution de
l’équation différentielle stochastique (ÉDS) suivante : dXt = dBt+f(t)dt, X0 = 0. Qu’elle
est la densité de la loi de (Xt)t≥0 par rapport à (Bt)t≥0, sur l’espace des trajectoires ?
Comment s’exprime la log-vraisemblance ?

Réponse. On a Xt =
∫ t

0f(s) ds + Bt ∼ N (
∫ t

0f(s) ds, t) pour tout t ≥ 0. Le processus
(Xt)t≥0 est gaussien, de même fonction de covariance que (Bt)t≥0. La densité de la loi de
(Xt)t≥0 par rapport à (Bt)t≥0, sur l’espace des trajectoires est donnée par la formule de
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Cameron-Martin-Girsanov, cf. [12, Théorème 8.6.4 page 162 et exemple 8.6.5 page 164].
Plus précisément, soit H une fonction qui dépend de la trajectoire sur l’intervalle de temps
[0, t]. Par exemple, une fonction de la forme H(x[0,t]) = 1xs1∈A1 · · ·1xsn∈An où les si sont
fixés dans [0, t] et où les Ai sont des boréliens de R. Alors on a

E
[
H(X[0,t])

]
= E

[
H(W[0,t])Q((W[0,t])

]
où

logQ(W[0,t]) :=
∫ t

0
f(s) dBs + 1

2

∫ t
0
f(s)2ds.

La fonction Q est la densité recherchée par rapport à la loi de (Bt)t≥0 sur [0, t]. Comme la
motivation de la question est de calculer des vraisemblances, on souhaite surtout exprimer
Q en terme de (Xt)t≥0 plutôt qu’en terme de (Bt)t≥0. Or l’ÉDS donne immédiatement

logQ =
∫ t

0
f(s) dXs −

1
2

∫ t
0
f2(s) ds,

qui est la log-vraisemblance recherchée. Au passage, quand f est constante et égale à
un réel θ, on trouve bien que le maximum de vraisemblance en θ vaut Xt/t. À présent,
pour deux fonctions f et g et une trajectoire observée X[0,t], le logarithme du rapport de
vraisemblance vaut : ∫ t

0
(f − g)(s) dXs −

1
2

∫ 2

0
(f2 − g2)(s) ds.

On peut également exprimer log(Q) encore plus simplement car la dérive f(t)dt dans
l’ÉDS considérée est déterministe. Plus précisément, la formule d’Itô donne la formule
d’intégration par parties suivante :∫ t

0
f(s) dBs = f(t)Bt −

∫ t
0
Bsf

′(s) ds,

cf. [12, Théorème 4.1.5 page 46], et en utilisant l’ÉDS, la log-vraisemblance log(Q) s’écrit :

f(t)Xt −
∫ t

0
Xs f

′(s) ds− 1
2

∫ t
0
f2(s) ds.
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