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Soient (Xy,),,~; des variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées de
densité f. Soit (hy),~; une suite de réels strictement positifs. Pour tous € R et n > 1, soit

A E.(z+ hy) — Fy(z — hy)

\ RS
fu(z) = 2h, o Fy(r) = ngl{Xkéx}'

Dans tout ce qui suit, on suppose que

lim h, =0 et lim nh, = cc.
n—oo n—oo

1. Démontrer que pour tout n > 1, fn est une densité de probabilité

2. Démontrer que pour tout x € R, on a la décomposition biais-variance
E((fa(w) = f(2))?) = (B(fu(2)) = (@) + Var(fu(x)).
3. Pour tout z € R, en posant
pn(x) = F(x + hy) — F(x — hy),
montrer que

lim E(fo(z) = tim 229 _ (g

n—00 n—oo 2h,

4. Démontrer que pour tous z € Ret n > 1,

Ml fn(x) =D 1(xe Jo—hath]}
k=1

5. En déduire que pour tout z € R,

lim Var(f,(z)) = lim (@) = pu(2)) =0

n—00 n—00 4n2h%

6. En déduire que pour tout z € R, en probabilité,

lim fn(ac) = f(x)

n—oo

7. Montrer que si pour tout n > 1, 5, est une variable aléatoire de loi binomiale de taille n

et de parametre p,, alors

S 1o, g ),

npn(l - pn) n—oo
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Supposons a partir de maintenant que les deux propriétés suivantes sont réalisées:

e lim, ,oonh3 =0

e x € R vérifie f(x) > 0 et f est dérivable sur un voisinage de = avec dérivée bornée.

Démontrer que
20ty ( fu(2) — E(ful@))) B, o
\/npn(:c)(l —pa(z)) o ’

En déduire que

(fol@) —E(fa(@))
— N(0,1)

2nh,,

En déduire que

oty | L@ Z @) ) e e gy

Proposer un programme informatique fournissant des simulations illustrées par de jolis
graphiques de ’estimation de densité par fenétres glissantes. On pourra prendre pour f
un mélange de deux densité gaussiennes (combinaison convexe de deux densités gaussiennes
de moyennes et de variances différentes), et jouer sur la taille de fenétre h,,.

Dans toute la suite, soit K : R — Ry une fonction appelée noyau vérifiant

/KdAzl et S:/K2d>\<oo.
R R

Pour tout i > 0 on note Kj, = K(-/h)/h, et on définit Vestimateur f, , de f par noyau K
et largeur de bande h comme suit: pour tout x € R,

» 1« 1 - X;
fn,h($):nZ;Kh($—Xi):mZ;K<$ A )

Démontrer que pour tout x € R
E(foh, (@) = f* K,

Démontrer que

5] |

Il est possible d’établir (admis) que les deux termes du membre de droite convergent vers
0 quand n tends vers l'infini. Le premier est un terme de biais, tandis que le second est
un terme de variance, comme le suggeere la question suivante:

B[ fun = o Ko ] < [ VVartGun e

Proposer un programme informatique fournissant des simulations illustrées par de jolis
graphiques de 'estimation de densité en utilisant un noyau gaussien. On pourra prendre
pour f un mélange de deux densité gaussiennes (combinaison convexe de deux densités
gaussiennes de moyennes et de variances différentes), et jouer sur la taille de fenétre h,,.

fn,hn - fx Ky,

Fain = £||) <15 5 Kn, = £ +E ||

Démontrer que




