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FEUILLE D’EXERCICE 1

Stationnarité, autocovariance,
opérateur retard

Exercice 1 (Quelques exemples). Pensez-vous que les données représentées dans les figures
suivantes (population des USA, température a Nottingham, nombre de passagers aériens)
sont les réalisations de processus stationnaires ?
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Exercice 2 (Stationnarité et stationnarité stricte). Soit X une variable aléatoire de loi
gaussienne N (0,1), et Y = X1y—1 — X1y—o ou U est une variable aléatoire de Bernoulli
de parametre 1/2, indépendante de X.

1. Montrer que X et Y ont méme loi;
2. Montrer que Cov(X,Y) = 0 mais que X et Y ne sont pas indépendantes ;
3. En déduire un processus qui est bruit blanc (faible) mais pas bruit blanc fort.

Exercice 3 (Marche aléatoire). Soit X = (X¢),cy une marche aléatoire de dérive p :
Xt = p+ Xy—1+ Z; pour tout t > 1, ot Xg = 0 et ol (Zy),cy est un bruit blanc fort.

1. Calculer la fonction d’autocovariance vx de X. Est-ce que X est stationnaire ?
2. Le processus (AX}),c est-il stationnaire ?

Exercice 4 (Somme de processus stationnaires). Soient X = (Xi),c5 et Y = (Y}),cy deux
processus stationnaires, décorrélés (c’est-a-dire que cov(Xy, Ys) = 0 pour tous s, t). Montrer
que le processus Z = (Z;),c, défini par Z; = X; 4 Y; pour tout ¢ € Z est stationnaire, et
exprimer son autocovariance en fonction de celles de X et de Y.

Exercice 5 (Stationnarité de processus). Trouver les processus stationnaires parmi les
processus suivants :

1. Xy = Z; sit est pair, et X; = Z; + 1 si t est impair, avec (Z;),, stationnaire;
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1. STATIONNARITE, AUTOCOVARIANCE, OPERATEUR RETARD

2. Xy =21+ -+ Zy ot (Z4)4y est un bruit blanc fort ;

3. Xt =24 +0Z;_1, ou (Zt),cy est un bruit blanc et § € R une constante;
4. Xy = ZyZy 1 ou (Z4),ey est un bruit blanc fort ;

5. Y, = (—1)'Z; et Xy =Y; + Z; ot (Z4),y, est un bruit blanc fort.

Exercice 6 (Processus harmonique). Soit X = (X}),., le processus défini pour tout ¢ € Z
par X; = Acos(0t) + Bsin(0t) ou A et B sont des variables aléatoires indépendantes, de
moyenne nulle et de variance 2, et ol § € R est une constante. Le processus X est-il
stationnaire ? Calculer sa fonction d’autocovariance.

Exercice 7 (Propriété de la fonction d’autocovariance).

1. Montrer que la fonction d’autocovariance v : Z — R d’un processus stationnaire est
paire et de type positif (en fait I'’équivalence est vraie mais admise ici) ;

2. Montrer que la fonction v définie par v(0) = 1, v(h) = p pour |h| =1 et y(h) =0
sinon, est est une fonction d’autocovariance ssi |p| < 1/2. Donner un exemple de
processus stationnaire ayant une telle fonction d’autocovariance ;

3. Les fonctions suivantes sont-elles des fonctions d’autocovariance d’un processus
stationnaire 7

a) y(h) =1sih=0et y(h)=1/hsih #0;
b) v(h) =1+ cos(hm/2);
¢) (k) = (=)".
Exercice 8 (Propriété de la fonction d’autocovariance — Bis). On pose

1 p .. p
22:<1 p),...,zn: po1 T
p ... p 1

1. A quelle condition sur p la matrice X, est-elle une matrice de covariance pour tout
n (indication : décomposer ¥; = al + A ou A a un spectre simple a calculer) ;

2. Construire un processus stationnaire de matrices d’autocovariance (3,),~,

Exercice 9 (Estimation de tendance et de saisonnalité). On considére le processus modélisé
par Y; = Bt + s + Uy ou B € R, ou s est une fonction périodique de période 4, et ou
U = (Ut)ez est un processus stationnaire.

1. le processus (Y;),cy est-il stationnaire ?

2. Montrer que Z = (1—B*)Y est stationnaire et calculer son autocovariance en fonction
de celle de U.



FEUILLE D’EXERCICE 2

Opérateur retard, filtrage, densité
spectrale

Exercice 10 (Tendance). Soit X un processus avec tendance polynomiale d’ordre k :
k
X = Zaitl + Uy,
i=0

ou les coefficients a; appartiennent a R et (Uy) est un processus stationnaire.

1. Montrer que le processus obtenu par I’application de (1 — B) a (X;), ou B désigne
l'opérateur retard, admet une tendance polynomiale d’ordre k — 1. Que se passe-t-il
si on applique (1 — B)? a (X;) pour p € N?

1. On considére maintenant le processus Y; = X;+S5; ou S; est une fonction d-périodique.
Comment rendre le processus (Y;) stationnaire ?

Exercice 11 (Filtrage). On veut montrer la proposition suivante : si (X)iez est un
processus stationnaire, et si (a;);cz une suite de réels absolument sommables : Y., |a;| <
00, alors Y; =

1. Montrer que Y; € L! pour tout ¢t € Z. En déduire que Y; est bien défini p.s. ;

iez @iX¢—; définit un nouveau processus stationnaire.

2. Montrer que Y; € L? pour tout t € Z;

3. Montrer que (Y;) est un processus stationnaire tel que :
E(Y) = py = px Zai, et yy(h) = ZZaiajWX(h +j—1i).
i€z i€Z jEL
En déduire la preuve de la proposition exprimée au départ.
Exercice 12 (Géométrique). Soit (Z;) un bruit blanc de variance o2 > 0 et

¢
X = Z N(Zy—i — Zy—in).
=0
1. Discuter selon les valeurs de A € R de la stationnarité de (X;);

2. Lorsque A €] — 1, 1], montrer qu'’il existe un processus stationnaire (Y;) tel que
L2
(X —Y:) — 0.
t—o00
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2. OPERATEUR RETARD, FILTRAGE, DENSITE SPECTRALE

Exercice 13 (Processus Auto-régressif). On recherche un processus (X;) solution de

léquation d’auto-régression X; = ¢X;_1 + Z; ou (Z;) est un bruit blanc de variance o2.

1. Lorsque |¢| < 1, montrez qu’il existe une unique solution stationnaire;

2. A partir de cette solution stationnaire, montrez qu’il est possible de construire une
infinité de solutions non-stationnaires ;

3. Dans le cas ou |¢| > 1, montrez I'existence d’une unique solution stationnaire a cette
équation. Cette solution est-elle causale ?

4. Lorsque |¢| = 1, montrez qu’il ne peut pas exister de solution stationnaire.

Nous allons maintenant définir la notion de densité spectrale. Si (X;)¢>( est un processus
stationnaire d’autocovariance yx, sa densité spectrale est par définition

fx(\): !

=5 Ze_m’\’yx(n), pour \ € [—7,m].
T

neZ
5. Calculez la densité spectrale d’un bruit blanc de variance o2 > 0;

6. SiY; est un processus stationnaire de densité spectrale fy et si I’on définit pour une
famille absolument sommable (¢;) ez le processus

X = Z WYY,

JET

montrez que

2
iin
FxO) =D _wie™ P ().
JEZ
On admettra que la densité spectrale caractérise complétement un processus stationnaire.
On utilisera ce résultat dans la suite.

7. Montrer que (X;) vérifie aussi ’équation X; = dI X+ Zt, ou (Z) est un bruit
blanc dont on déterminera la variance. Conclure.

8. Mémes questions lorsque (X;) est solution de X; = Z; + 02,1 et 6] > 1.



FEUILLE D’EXERCICE 3

Equations et processus ARMA

Exercice 14 (ARMAda ou ARMArtial). Soit (Z;) un bruit blanc. Pour chacune des
équations suivantes, existe-t-il un processus stationnaire (X;) solution ?

1. Xy +0.2X41 — 0.48X;_o = Z;;
2. X4 +19X, 14+088Xy0=2;+027,1+0.72;_9;
3. X, +0.6X10=2 +1.271:
4. Xi +1.8X: 1 +0.81X_9 = Z;.
Exercice 15 (ARMA(1,1)). On considére 1’équation
Xi—oXi1 =2+ 024,

ol (Z;) est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o2 et ¢ et § sont des réels.
1. A quelles conditions sur ¢ et 6 existe-t-il un processus (X}) stationnaire solution de
I’équation ci-dessus ?
2. A quelles conditions cette solution est-elle causale ? inversible ?
Dans la suite on supposera que ces conditions sont vérifiées.

3. Donner une représentation de la solution (X;) sous la forme d’une somme infinie
> Zi—k. On justifiera la convergence de cette somme, on précisera en quel sens
elle converge et on donnera la valeur des coefficients (¢ )rez.

4. Calculer la fonction d’autocorrélation de (X3).
Exercice 16 (Produit d’ARMA). On considere (X;) et (Y;) deux processus centrés et
indépendants i.e. X; et Y sont indépendants pour tous ¢, s. On définit le processus (Z;)
par Zy = X;Y;. Soient (&) et (1;) deux bruits blancs. On suppose que (X;) et (Y;) sont des
ARMA(1,1) de parametres respectifs ¢1, 61 et ¢2, 62 et de bruits blancs respectifs (), (m;).
1. A quelles conditions peut-on écrire X; = ijo Yje—j et Yy = ijo Yjni—; 7 Suppo-
sons ces conditions vérifiées dans la suite ;
2. Montrer que les processus (e) et (1) sont décorrélés;
3. Calculer la fonction d’autocorrélation du processus (Z;).
Exercice 17 (ARMA(2,1)). On consideére le processus (X;) solution de
(1-B+B?/4)X; = (1+ B)Z,
ot (Z;) est un bruit blan de variance o2.
1. Montrer que 'on peut écrire X; sous la forme X; = Zkzo Vel
2. Calculer les coefficients (¢)r>0.
3. Calculer la fonction d’autocovariance de (X;).
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FEUILLE D’EXERCICE I

Mesure et densité spectrale

Exercice 18 (Herglotz). Démontrez en utilisant le théoréme de Herglotz que la fonction
heZw p(h):=1p—0+ a1|h|:1 eR,

est une fonction d’autocovariance si et seulement si |a| < 1/2.

Exercice 19 (Somme). Soient (X;) et (Y;) deux processus stationnaires, centrés et indé-
pendants.

1. Justifiez la stationnarité du processus S; := Xy + Y ;

2. Calculer la mesure (et la densité le cas échéant) spectrale de S en fonction de celles
de X et YV

3. Montrer que le processus Z; := X,Y; est stationnaire et calculez sa fonction d’auto-
covariance ;

4. On rappelle que le produit de convolution de deux fonctions f et g supposées
2m-périodiques est défini par
™
frg(z):= [ f(u)g(z—u)du.
—T
Calculer fx x fy et en déduire f.

Exercice 20 (Harmonique). Soit (X;) le processus défini par
t t
X; := Acos (g) + Bsin (7;)) + Y3,

ou A et B sont deux variables aléatoires réelles indépendantes, centrées, et de variance o
et ou Y est un processus stationnaire indépendants de A et B.

2

1. Calculer la fonction d’autocovariance et la mesure spectrale de X lorsque Y est un
bruit blanc de variance 052,. Indication : masses de Dirac.

2. Méme question quand Y est un MA(1) de parametre 6.

Exercice 21 (Bestiaire). Parmi les fonctions suivantes, lesquelles peuvent étre des densités
spectrales ?

L) =1-2%.
2. fA) =1+ 3.
3. f(X) =476 + cos(14\).



4. MESURE ET DENSITE SPECTRALE

Exercice 22 (Bande). Soit un processus stationnaire Y de densité spectrale f(\) t.q.
0<m< f(\) <M < +o0.

Pour n > 1 on note T',, la matrice de covariance de (Y1,...,Y,,). Montrer que les valeurs
propres de I';, sont dans un intervalle dont on précisera les bornes.



FEUILLE D’EXERCICE 5

Prédiction linéaire

Exercice 23 (Inversibilité de la matrice d’autocovariance). On souhaite démontrer la
propriété suivante : si (I'n),~; = (v(i —J));<; j<,, sont les matrices d’autocovariance
d'un processus stationnaire centré X = (X;),., d’autocovariance v telle que v(0) > 0 et
~v(h) = 0 quand h — oo, alors I';, est inversible pour tout n. Supposons donc qu’il existe
r > 1 tel que I, soit inversible et ', soit singuliere.

1. Montrer que pour tout n > r + 1, il existe b(® € R” tel que
)
n
Xn =) bVX;;
j=1

2. Montrer que les b; sont uniformément bornés;
3. Conclure lorsque v(0) > 0 et lim; o () = 0.

Exercice 24 (Prédiction de processus auto-régressifs). Soient (X;),., un processus sta-
tionnaire centré et H,, = Vect(Xy,...,X,). On rappelle que le prédicteur a un pas Xpt1
est défini par X, 11 =0 si n =0 et, pour tout n > 1,

Xn+1 = Son,an R spnﬂq,Xl,
ou les ¢, ; vérifient les équations dites de Yule-Walker

Trnen =n
avec I'n = (7(i *j))1§i,jgnv = (1), v(n) 7, et pp = (en1,-- -,Son,n)—r-
1. On suppose que X = (X;),c; est un processus AR(1) causal tel que Xy — o1 Xy 1 =
Zy ou Z = (Zt),cy est un bruit blanc de variance o2. Calculer X5. Montrer que
X5 = p1Xso. Montrer de fagon plus générale qe X, = p1X, pour tout n > 1
2. On suppose que X = (X¢),, est un processus AR(2) causal tel que X; — p1X; 1 —
paXi_o = Z, ou (Z,g)teZ est un bruit blanc de variance o2. Calculer Xz. Montrer
que Xn_H =1 Xn + 2 Xn_1
3. Lorsque (X;),., est un AR(p) causal, montrer que pour tout n > p, Xn+1 =
1 X1+ 2 Xn1 4+ opXn_pr1.
Exercice 25 (Prédiction de processus ARMA). Soient M,, = Vect(X; : —oo < j < n) et
X = (X¢);ez un processus ARMA(p, q) causal et inversible satisfaisant : ®(B)X = ©(B)Z
ol Z = (Zt),ez est un bruit blanc de variance o2. On pose : X; = Proj,, Xi.

9



5. PREDICTION LINEAIRE

1. Montrer que pour tout A > 1 on a
Xpin = — Z%‘thfj et Xpin= Z%thfj,
j>1 j=h

N i P(z
ol ) s mjz! = @Ez%

>0 Pzl = gggq, |z| < 1. De plus, montrer que
E((Xn-i-h - n+h =0’ Z 1/)],

2. Calculer X,, 41 pour un AR(p) causal et un MA(1) inversible.

Exercice 26 (Prédiction d’'un MA(1) et algorithme des innovations). On rappelle ci-
dessous l'algorithme des innovations. Celui-ci est lié a I’algorithme de Gram-Schmidt et
peut s’appliquer a un processus X = (X¢),., non-stationnaire. On suppose que ce processus
est de moyenne nulle et de fonction d’autocovariance

k(1,7) = E(X;Xj).
Rappelons que H,, = Vect(X1,...,X,) et v, :HXnH — X'nHHQ. On a, en posant Xl =0,
H,, = Vect(X; — Xl,XQ - Xg, o X, - Xn), pour tout n > 1
de telle sorte que

n+1 ZQ 7,7 ( ntl—j — Xn—f—l—j) :

L’algorithme des innovations est une méthode récursive de calcul de (9n,j)l <j<n et vy, :

% 0 sin=0
n+l — n 5 .
2j=1 O (Xnp1—j = Xng1-j) sin>1

et

r(1,1);
Ot = Ulzl (n(n +1LEkE+1)— Zkil Gk’k_an,n_jvj) k=0,1,...,n—1;
“(”+1a”+1)—zg (}072171 —5Y5-

vo

Un

Proposer une fagon de prédire un MA(1) en utilisant ’algorithme des innovations.

10



FEUILLE D’EXERCICE 6

Estimation

Exercice 27 (Estimation de la moyenne et intervalle de confiance). Soit Y; = 6 + Xy,
ou (X;) est un AR(1) défini par X; — ¢X;—1 = Zi, ou |¢| < 1 et les Z; sont indépen-
dantes et identiquement distribuées de loi N'(0,02). On cherche & estimer 6 & partir de
Yo, Y1,...,Y,—1. On note 6711 la moyenne empirique de Yy, Y1,...,Y,_1 définie par

n—1

o

1=

G,

SERS

1. Calculer lim,,_,« nV(@n) et donner I'expression de v défini par

Vi, = 0) =5 N(0,7).
n—oo

2. Qn choisit ¢ = 0.6 et 0> = 2. Lorsqu’on observe n = 100 valeurs, on obtient
0, = 0.271. Construire un intervalle de confiance asymptotique a 95% pour 6. Peut-
on dire que 6 =07

3. On propose un autre estimateur de  défini par 6, = (17T;11,)" 11T,y (™ on
Yy = (Yo,Y1,...,Yn1)", 1, = (1,...,1)7 et T, est la matrice de covariance de
Y (") Justifier le choix de cet estimateur

4. Calculer lim,,_,o, nV(6,). Qu’en concluez-vous ?

Exercice 28 (Comparaison de différents estimateurs dans le cas d'un MA(1)). Soit un
processus MA (1) défini par X; = Z; +0Z;_1 ou |0 < 1 et (Z;) est un bruit blanc.

1. Proposer un estimateur 5&1) de 0 en utilisant la méthode des moments (c’est-a-dire
en utilisant un estimateur de la fonction d’autocorrélation) ;

2. Donner le comportement asymptotique de p(1);

oL

3. En déduire le comportement asymptotique de 6y, ;

4. Calculer 'efficacité relative de @11) et 5%2) obtenu en utilisant ’algorithme des inno-

vations dont on admettra qu’il satisfait :

Va@® — ) 2% N(0,1);

n—o0

5. Calculer 'efficacité relative de 5,(12) et 5&3) obtenu obtenu par la méthode du maximum

de vraisemblance dont on admettra qu’il satisfait :

V@B —6) 2% N(0,1—62).

n—0o0

11
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FEUILLE D’EXERCICE 1

Stationnarité, autocovariance,
opérateur retard

Solution succincte de ’exercice 1 (Quelques exemples). Evidemment, il est impossible
de réfuter la stationnarité sans imposer un modele structurel (partie déterministe + bruit
par exemple). La série de la population comporte une tendance et n’est donc pas modélisable
par un processus stationnaire. La série de la température a Nottingham comporte une
saisonnalité et n’est donc pas modélisable par un processus stationnaire. La série des
accidents de la route comporte a la fois une saisonnalité et une tendance et n’est donc pas
modélisable par un processus stationnaire. Dans les trois cas, il faudrait utiliser un modele
avec une partie déterministe, et un bruit éventuellement stationnaire.

Solution succincte de ’exercice 2 (Stationnarité et stationnarité stricte).

loi

1. Condi. : P(Y € ) =P(X € N1 +P(-X e )1 =P(X € 1) car X £ —X;

2. Par linéarité : Cov(X,Y) = E(XY) = E(X})E(1y=1) — E(X?)E(1y—p) = 0 mais
Loi(Y|X = 2) = 3(6_s + 65) # Loi(Y) donc X et Y ne sont pas indépendantes.

3. Soit Xog = X et Xy =X sit#D0, oules (575)#0 sont i.i.d. Rademacher P(e; =
+1) = 1/2 et indépendantes de X. On a E(X;) =0 et Var(X;) = 1 pour tout ¢. De
plus, pour tous s # t, si s # 0 et t # 0 alors Cov(Xg, X;) = E(X?)E(g4)E(g) = 0,
tandis que si s = 0 ou si t = 0 alors d’apres ce qui précede Cov(Xs, X;) = 0.
Solution succincte de ’exercice 3 (Marche aléatoire).

1. Pour tout t > 0,ona Xy =tpu+2Z1+---+ 2y = tu+ Sy d’ott E(Xy) = tu, et pour tout
s <t yx(tt+h) = E(Xe — tp)(Xen — (¢ +h)p)) = E(Se(Se + 53)) = E(SF) = ot
qui dépend de ¢. Ainsi, méme si = 0, le processus n’est pas stationnaire.

2. Ona AX; = Xy — Xy 1 = pu+ Z; qui est stationnaire ssi u = 0.

Solution succincte de I’exercice 4 (Somme de processus stationnaires). Par linéarité
de l'espérance uz = pux + py qui est constante tandis que par bilinéarité de la covariance

’YZ(tv 1+ h) =X (ta l+ h) + vy (tv i+ h) + COV(Xta Yi-i—h) + COV(Y;U Xt+h) = 'Ym(h) + 'YY(h)
qui ne dépend pas de t et donc Z est stationnaire.

Solution succincte de ’exercice 5 (Stationnarité de processus).

1. Non stationnaire car px non constante;

1



1. STATIONNARITE, AUTOCOVARIANCE, OPERATEUR RETARD

2
3

4.

5

Non stationnaire car vx(t,t +h) = E((Z1 + - -- + Z;)?) = 0®t dépend de ¢ ;
Stationnaire MA(1) car px = 0 et vx(t,t 4+ h) = 0*(1 + 0%)1—g + 0201,
Stationnaire bruit blanc (faible) car px = 0 et yx(t,t + h) = c*1j,—

Non stationnaire car X; = 2714 pair d’ott Var(X¢) = 40214 pair non constante.

Solution succincte de I’exercice 6 (Processus harmonique). On a

et

px(t) =E(A)cos(0t) + E(B)sin(6t) =0

=0

—
vx (t,t + h) = E(A?) cos(6t) cos(O(t + h)) + E(B?)sin(0t) sin((t + h)) + E(AB) - --

_ UQme(eiﬁte—iH(t—i-h))
= o?PRe(e M)

= o2 cos(Ah)

qui ne dépend pas de t. Le processus est donc stationnaire (& trajectoires régulieres!)

Solution succincte de ’exercice 7 (Propriété de la fonction d’autocovariance).

1.

3.

On a y(—h) = Cov(X_p, Xo) = Cov(Xo, Xp) = v(h), et pour tout n > 1 et v € R”,

((v,Tpv) =) Z viy(k—7)vk = Z Cov(v; X, v Xy) = Var Zvaj > 0;
1<j,k<n 1<j,k<n j=1

. La symétrie est vérifiée. Dire que p est de type positif revient a dire que pour tout

n > 0, la matrice de Toeplitz symmétrique tridiagonale suivante est de type positif :
L p
L =00 —k)i<jran = g
P
p 1

Bien que praticable, la diagonalisation des matrices tridiagonales est une chose
bien délicate. Faisons autrement : montrons que si |p| < 1/2 alors v est la fonction
d’autocovariance d’un processus X solution de I’équation MA(1) : X; = 60X, 1 + Z;.
On sait (exercice 5) que vy (h) = 02(1 + 6%)1,—¢ + 0201—+1, ce qui donne 020 = p
et 02(1+60%) =1, d’ot, en éliminant la variable o : p(1 + 62) = 6, qui est un trinome
du second degré en § de discriminant A = 1 — 4p?, qui est > 0 ssi |p| < 1/2 (ce qui
donne une ou deux valeurs possibles pour le parametre réel ). Faisons maintenant
I'’hypothese alternative que |p| > 1/2 et trouvons une valeur de n et un vecteur v € R"
tels que (v,I',v) < 0. Pour p > 1/2, en tatonnant, on trouve que v = (—1,1,—1,...)"
c’est-a-dire v; = (—1)J convient car alors

(L) = 3 (1P =0 = 2= Do = (= 1) (-~ 2)

1<jk<n

qui est < 0 si |p| > 1/2 deés que n > %. Sip < —1/2,idem avec v = (1,1,1,...);

a) Non car v est impaire alors que toute fonction d’autocovariance est paire;



b) Fonction d’autocovariance de la somme X + Y ou X et Y sont des processus
harmoniques indépendants a parameétres bien choisis (exercices 6 et 4);

c¢) Fonction d’autocovariance d’un processus harmonique & parametres bien choisis.

Solution succincte de ’exercice 8 (Propriété de la fonction d’autocovariance — Bis).

1. ¥, = (1 —=p)l, + pJy. La matrice J,, = (1)1<jr<n est symétrique de type positif, de

rang 1, avec pour valeurs propres 0 de multiplicité n —1 et Tr(J,,) = n de multiplicité
1. Par conséquent, la matrice symétrique 3, a pour valeurs propres 1 — p avec
multiplicité n — 1 et 1 — p 4+ pn avec multiplicité 1. La CNS recherchée est donc
min(1l — p,1+ (n —1)p) > 0 pour tout n >, c’est-a-dire —1/(n — 1) < p < 1 pour
tout n > 2, soit p € [0, 1]. A ce sujet on rappelle le concept de matrice & diagonale
dominante, et le théoréeme des disques de Gershgorin (démonstration en exercice) :
pour toute matrice A € M,,(C) : spec(A4) C Up_, D(Ay , > ik Ak gl)
Autrement, supposons que >; est bien la matrice de variance covariance d’un pro-
cessus X stationnaire. L’inégalité de Schwartz assure que p? = Cov(Xp, X1)? <
Var(Xo)Var(X1) = 1. De plus, puisque ¥; est symétrique de type positif pour tout
t > 2, on doit avoir :

1
1
D’ot p > sup;»y —1/(t — 1) = 0. De cette maniére on prouve que la condition

0 < p <1 est nécéssaire, la question suivante prouve la suffisance.

2. Soit X ~ BB(0,1—p), de sorte que vx = (1 —p)1p—9, et Y un processus indépendant
(non corrélé suffit) de X tel que Var(Yy) = p et Y; = Y pour tout ¢ € Z. Alors
vy = pl, et, grace a lexercice 4, yx1+y = (1 — p)1—o + p1.

Solution succincte de ’exercice 9 (Estimation de tendance et de saisonnalité).
1. Le processus Y n’est pas stationnaire car sa moyenne dépend du temps : uy (t) =
ft + s; (méme si =0, o0na s #0 car s de période (minimale) 4);
2. Ona (1—B*)(Bt+s;) = ft+si—B(t—4)—s,_4 = 48 d’'ott (1—-B*Y = 43+ (1-BH)U.
On a yq_pyy(t,t +h) = ya_pyu(t,t + h) = Cov(Up — Up—a,Uppn, — Uppn-a) =
v (k) —yu(h —4) — vy (h +4) + vy (h). En fait, (1 — BY)U est un filtre de U égal &
FaU ou ap = 1h:0 — 1h:4-
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FEUILLE D’EXERCICE 2

Opérateur retard, filtrage, densité
spectrale

Solution succincte de ’exercice 10 (Tendance).
1. 1-B)X; = Zf:o ai(t' — (t —1)%) + Uy — U1 or par la formule du bindme

Bt 1) =t i;” (~1)"~ @ B l:)tj(_u o @

de degré i — 1, et donc (1 — B)X a une tendance polynomiale de degré k — 1. Par
récurrence, il en découle que (1 — B)PX a une tendance polynomiale de degré k — p
pour tout p € {0,...,k}, et plus de tendance polynomiale si p > k. L’opérateur
(1 — B)? élimine donc toute tendance polynomiale de degré < p;

2. On applique Popérateur différence saisonnier 1 — B¢ :

(1-BYHYX; =X, — Xy g+ 8 — Si_qg=X; — Xy_q.

Solution succincte de I’exercice 11 (Filtrage).

1. Pour tout intervalle fini I C Z on pose Y;I = Ziel a; X+_; de sorte que

BV Y| <swE(X) > lail.
€z i€ (IUIN\INT

Or sup;cz E(]X;]) < sup;ez E(|Xi|?) = E(| X0|?) < 0o car X est stationnaire. D’autre
part, pour tout ¢ > 0, il existe n € N tel que {—n,...,n} C I N J implique
Yic(ruaning lail < €, grace au critére de Cauchy pour la série 7,y |a;| < oo.
Comme L' est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet), il en découle
que Y; =>cpaiXe i =3 1, Y,! est bien définie dans L!. Montons & présent que
cette série converge p.s. et que sa somme p.s. coincide avec sa somme dans L'. Le
théoreme de convergence monotone (ou bien de Fubini-Tonelli) donne, dans [0, o],

E Z|ai”Xt—i| < SUPE(|Xt\)Z |ai] <E(XG) |lall, < oo,
i€z teZ i€l

et donc ), |a;||Xy—i| < oo p.s. et donc ) .., a;X; ; converge p.s. Enfin, la limite
p.s. est identique & la limite L' par convergence dominée. Le processus en entier Y

5



2. OPERATEUR RETARD, FILTRAGE, DENSITE SPECTRALE

est défini p.s. sur I’ensemble p.s. obtenu en prenant 'intersection des ensembles p.s.
obtenus pour chaque ¢ dans Z, qui a le bon gotit d’étre dénombrable;

Alternativement pour montrer que Y; est bien définie, en utilisant le théoreme de
Fubini, on obtient E 3" |a; X¢—|] = 3 |a;|E [| Xi—il] < 3 |aily/ 1% +vx(0) < o0, ce
qui assure, a nouveau via le théoreme de Fubini que la variable aléatoire Y; :=

> a; X;—; est bien définie et intégrable (on peut la voir comme une fonction définie
en intégrant a;X;_; sur Z relativement a la mesure de comptage).

. La partie «Cauchy» fonctionne dans tout LP=! :

=Y/, < Y llaXill, <swp|IXill, D ail
ie(TUI\INJ i€z ie(TUI\INJ

Sinon, en applicant successivement le théoreme de Fubini et I'inégalité de Scwhartz,
on obtient :

B |(Lates)| < Claas B x50 < (S lal) (0 +70) < o0
1]

3. Pour tout t € Z, par continuité du produit scalaire dans L?,

py () = (1, Ye) 2

= <1, lim th>
17 L2

qui est constante. Pour I’autocovariance, on écrit, pour tous t,h € Z,

t.t+h 2 — (lim Y/ lim v/
Y (t,t+h)+ py <11_1517/;tjl_>mz t+h L

= lim E a;a; B( X Xyih—s
I iUj ( t—i<Nt+h ])
el jed

— o . 2
Jim D aia(rx (bt i ) + i)
el jed

=py + Y aiajyx(h+i—j)
ijez

= 45+ Z aiajyx(h+j —1)
ijez

qui ne dépend pas de t, et le processus Y est donc stationnaire.

Solution succincte de I’exercice 12 (Géométrique).
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1. On a E(X;) = 0 pour tout ¢ € Z. D’autre part, pour tous ¢, h € Z,

t t+h
(bt +h) =Y N NYR(Zii = Zei1)(Zisng — Zirn—j1))
i=0 j=0
t t+h
=3 ) A (2yz(h) —yz(h = 1) = yz(h + 1))
i=0 j=0
t t+h
= 0%(21p— — L=y — Lp—1) ZZ Nt
i=0 j=0

1_>\t+1 1_)\t+h+l

siA#1,
= 0'2(21h:0 —1p—1 —1p=1) T—X T—\ ! =+
L+8)(L+t+h) sit=1,

qui dépend de ¢ si A # 0. Le seul cas stationnaire est A = 0 (donne X = 0);
2. Si [A] < 1alors a; = A'1;50 € £! et le filtre YV; = Yoo XN(Zy_i — Zy_i 1) = Fo(BZ)
est bien défini, stationnaire, et vérifie X; — Y; — 0 dans L? quand t — oo :

<D N i = Ziically = VN —

2 >t

Z N(Zi—i — Zy—i—1)

>t

Solution succincte de I’exercice 13 (Processus Auto-régressif).

1. Etablissons tout d’abord P'unicité. Si X et X’ sont deux solutions stationnaires, alors
(X=X =o(X — X" = ¢"(X — X')¢—p, pour tout n > 1, d’ott

Var((X — X)p) < 2[¢|*" (Var(X;) + Var(X})) = 2|6 (vx(0) +7x/(0)) — 0

n—0o0

car |¢p| < 1, d’ott Xy = X, p.s. d’'ot X = X' p.s. Pour construire la solution,
n
Xi=0Xe 1+ Z1=9(¢X1 0+ Z11) = ="' Xy, + Z¢th—ka
k=1

et la somme du membre de droite converge p.s. et dans L? quand n — oo vers le
filtre FyZ ol ¢, = ¢* 1o car ¢ € £ car |¢| < co. On vérifie alors directement que

(FoZ)i = 6" Zin
n=0

est solution. Il s’agit d’une solution stationnaire causale. Notons que ¢"T1X;_,
converge vers 0 p.s. et dans L? lorsque X est stationnaire (= unicité a nouveau);

2. L’équation sans second membre X; = ¢X;_1 (c’est-a-dire pour ¢ = 0) a pour
unique solution stationnaire le processus identiquement nul 0. Si Y est une solution
non stationnaire de cette équation, alors Y + F,Z est solution non stationnaire de
I’équation avec second membre X; = ¢ X;_1 + Z;. Pour construire Y, on se donne
une v.a.r. Yy non identiquement nulle et on en déduit que Y; = ¢'Yy pour tout ¢t € Z.
Comme E(Y;) = ¢'E(Yp) et Var(V;) = |¢|*Var(Yp), et Yy n’est pas identiquement
nulle, le processus Y n’est pas stationnaire. Ainsi, nous avons construit une infinité
non dénombrable de solutions non stationnaires de I’équation X; = ¢ X;—1 + Z;;



2. OPERATEUR RETARD, FILTRAGE, DENSITE SPECTRALE

3. Léquation X; = ¢ X1 + Z; s’écrit Xy—1 = ¢~ ' X, — ¢~ Z_,. Quitte & renverser le
temps et a remplacer ¢ et Z; par ¢! et ¢~ 1Z_;, on déduit du cas || < 1 que le cas
|¢| > 1 admet une unique solution stationnaire donnée par le filtre

X = Z ¢_n(_¢_l)z—(—t—n) - = Z¢_(n+l)zt+n-
n=0 n=0

Elle n’est pas causale;

4. Si X est solution stationnaire de I’équation avec |¢| = 1 alors, en itérant I’équation,

_ ot _ k % 2 _ 2
Var(X; — ¢"" X;—p) = Var <Z¢ Ztk> < Z]qﬁ\ 0" =no” — 00

k=1 k=1

(marche aléatoire!), ce qui contredit une conséquence de la stationnarité de X :
Var(X; — ¢" 1 Xy -) < 27x(0) + 2|62y (0) = O(1).

5. Si X ~ BB(0,0?%) alors vx (h) = 6%1;—¢ d’ou

La densité spectrale est constante et attribue le méme poids 02 /(27) & toute fréquence
(couleur) A, d’ott le nom de bruit blanc;

6. Il s’agit de calculer la densité spectrale d’un filtre. L’exercice 11 donne

x (h) = Z ¢j¢k’¥Y(h+k—j):¢*m
JkeZ

ou f(h) := f(—h) désigne le retournement du temps. L’expression sous forme de
convolution assure qu’on a bien yx € £' car ¢! est stable par retournement du temps
et par convolution. A présent

Fx) = o= 3 e (n)

T o
nez
1 —in .
=5 > ey (n+ k- )
n,j,kEZ
=5 > e TEED piapyy ()
h,j k€L
1 —i(j— —i
=5 T R e ()
jkeZ heZ
= > e TR Ay iy (V)
J,kEZ
=Dy (Zf““%)fym
jEZ keZ

2

=D e Pyl ().

JEZ



7. Si X = FyZ est la solution stationnaire de I’équation AR(1) X; = ¢X;_1 + Z; avec
|p| < 1 et Z ~ BB(0,0?) alors les questions précédentes donnent (poser Y = 7) :

2

U 02 1
E i\
2 0 27 ’1 _ 6_7’)‘¢|2

Si X est la solution stationnaire de ’équation AR(1) X; = ¢X;_1 + Z; avec |¢p| > 1
et Z ~ BB(0,0?) alors nous avons déja montré, en renversant 1’équation, que

X =- ano —(¢)""1Z;_,, et donc

1
1— e’i)‘(bfl

~ 27[gP?

et la formule est compatible avec le fait que le retournement du temps ne perturbe
pas la densité spectrale, et que le retourné en temps de X est solution d’une équation
AR(1) de parameétre 1/¢ et 02/¢?;

8. Si X est solution de 'équation MA(1) Xy = Z; —0Z; 1 = FyZ ot O = 1p—g — 014—1
alors 6 € ¢! car # est & support fini, et

0'2 i 0'2 i 2
fx) = 2 S e = T [1- e

JEZ.
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FEUILLE D’EXERCICE 3

Equations et processus ARMA

Solution succincte de ’exercice 14 (ARMAda ou ARMATrtial).

1. L’équation 1+ 0.2z — 0.4822 = 0 a pour solutions —5/4 et 5/3, qui ne sont pas de
module 1 donc il existe un processus stationnaire solution ;

2. L’équation 1+ 1.9z + 0.882% = 0 a pour solutions —10/11 et —5/4, qui ne sont pas
de module 1 donc il existe un processus stationnaire solution ;

3. L’équation 1+ 0.6z = 0 a pour solution —5/3 qui n’est pas de module 1 dont il existe
une solution stationnaire ;

4. L’équation 1+ 1.8z 4 0.8122 = 0 a pour solution —10/9 (racine double) qui n’est pas
de module 1 donc il existe une solution stationnaire.

Solution succincte de I’exercice 15 (ARMA(1,1)).

1. Une solution stationnaire existe (elle est alors unique, et c’est un processus linéaire)
lorsque le polynome ®(z) = P,,(2) = 1—¢z n’a pas de racine de module 1, c’est-a-dire
lorsque |¢| # 1 puisque ¢ a une unique racine z; = 1/¢;

2. La solution stationnaire est causale lorsque ® n’a pas de racine de module < 1, c’est-
a-dire lorsque |z1| > 1, c’est-a-dire |¢| < 1. La solution stationnaire est inversible
lorsque O(z) = 1+ 6z n’a pas de racine de module < 1, ¢’est-a-dire lorsque I'unique
racine —1/6 de © est de module > 1, c’est-a-dire lorsque |0 < 1;

3. D’apres un théoréeme du cours, la solution X s’obtient en développant en série de
puissances de z la fraction rationnelle de ’équation ARMA

= 146z

z

1— ¢z

dans un voisinage du cercle unité {z € C : |z| = 1}. On distingue les cas |¢| < 1 et

|| > 1.
Cas |¢| < 1. Si |z] =1 alors |pz| < 1 et

1 [e.e]
_ k_k
1_¢Z_Z¢Z
k=0

et donc
1 o0 o0 o0
1 +Zz _ Z¢kzk +0zz¢kzk —1 +Z¢k—1(¢+9)zk
— Qz
k=0 k=0 k=1

11



3. FEQUATIONS ET PROCESSUS ARMA

d’ou
Uk = Tp=o + ¢" (¢ + 0)1ns0.
Cas |¢| > 1. Si |z| = 1 alors |(¢2) 7Y < 1 et

o0

v __ 1 1 :_ioo —k,—k _ _ —k —k
1—¢z  ¢z1— (p2) ! ¢Z;O¢ z };Qﬁ z7".

et donc
140z &, hk — ko IR —k
1—¢z__z¢ z —GzZqﬁ 27" =—-0¢ +Z¢ (p+0)z
k=1 k=1 k=1
d’ou

Y = —00 4o + 6o + 0) 110

Dans les deux cas, Fq;l o Fp = Fy, pour tout t € Z,

Xi =Y wZik
keZ
oll la convergence a lieu p.s. et dans L?. On retrouve bien X = Z si § = —¢.

4. Pour tout h € Z, comme 7z (h) = 0%1)—,

vx(h) = ym,z(h) = Y birrz(h+5 = k) = 0%y bjns;

F.kEZ JET.

Cette formule permet d’établir que yx (h) décroit géométriquement (exponentielle)
quand |h| — oo, en utilisant le fait que 1 décroit géométriquement quand |k| — oo,
cest-a-dire qu'il existe C' > 0 et 0 < p < 1 tels que |yx(h)| < Cpl" pour tout h € Z.

Solution succincte de ’exercice 16 (Produit ’ARMA).

1. 1l s’agit de l'inversibilité : le bruit blanc e (respectivement 7) est un filtre linéaire
causal du processus X (respectivement Y'). D’apres le cours, cela a lieu lorsque les
polynoémes ©1(z) =1+ 61z et O2(z) = 1 + 2z ne s’annulent par sur le disque unité
fermé. La condition est donc min(|6],|02]) > 1 (car les racines sont —1/6; et —1/62).
Mais il faut aussi tenir compte de la condition d’existence de la solution stationnaire,
qui impose & ®1(2) = 1 — ¢12 et Pa(z) = 1 — @2z de ne pas s’annuler sur le cercle
unité, d’ott 1] # 1 et |p2| # 1 (car les racines sont 1/¢; et 1/¢9);

2. Comme X et Y sont inversibles on a ¢ = FyX et n = F;Y o U, € (L(Z) (et a
support dans N), et donc pour tous s,t € Z, par continuité du produit scalaire,

Covics,m) =E(es,m) = Y UnrE(XoonYik) D ntwBE(Xop)E(Yig) = 0.
h,keZ h,k€Z

3. Pour tous t, h € Z, par indépendance, uz(t) = E(Z;) = E(X)E(Y;) =0 et

Yz(tt +h) = BE(XeYi XeynYein)

= E(Xe Xt1n)E(Y:Yi4n)

= yx (h)vy (h)

= of ( > ¢j¢j+h) 3 ( > @Zj%urh) ;
Jj=0 Jj=0

qui ne dépendent pas de ¢ (le processus Z est stationnaire).

12



Solution succincte de I’exercice 17 (ARMA(2,1)).

1. Ona Py(z) =1—z+2%2/4=(1—2/2)? qui ne s’annule qu'en z = 2 (racine double).
Comme cette racine est de module > 2, il en découle que I’équation ARMA ci-dessus
admet une unique solution stationnaire, qui est causale;

2. Les (vx) k>0 S obtiennent en développant en série de puissance de z autour du cercle
unité la fraction rationnelle de 'TARMA : (ici |z/2] < 1si |z| = 1)

Py(2) 1+z

Pp(z)  (1-2/2)?
=(142)> (k+1)27FF
k>0

=1+ ((k+1)27F 4 k2= (1) 2k,
k>1

(3k+1)2—k

d’ott ¢ = 1j—o + (3k 4+ 1)27F10. Note : (1 —u)~2 = > ksolk + Duk siju| < 1;
3. Pour tout h > 0,

vx(h) =0 rthprn = 0% + 227" Bk + 1)(B(k +h) + 1)27%F = ...
k>0 k>1

13
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FEUILLE D’EXERCICE I

Mesure et densité spectrale

Solution succincte de ’exercice 18 (Herglotz). Il s’agit d’une réplique d’une partie de
Pexercice 7 résolu par algebre linéaire. Une fonction Z — R est la fonction d’autocovariance
d’un processus stationnaire ssi elle est symétrique (c’est-a-dire paire) et de type positif.
Or le théoreme de Herglotz indique a son tour que cela a lieu ssi la fonction constitue la
suite des coefficients de Fourier d’une mesure positive finie sur [—m, 7] (appelée mesure
spectrale). Dans le cas de p, la condition |a| < 1/2 est suffisante car la formule

T 1492 t " ' '
/ e’th—i_g;cos()dtzlh_O“‘;/ e’th(e”-|—e_’t)dt:1h:0+0‘1\h\:1

—T —T

montre que p est alors la suite des coefficients de Fourier de la mesure positive finie sur
[—7, 7] de densité t — (1+2acos(t))/(2m). En fait, il s’agit de la fonction d’autocovariance
dun processus MA(1) de paramétres 6 et o2 tels que (1 + 02)% =1et 29% = a.

Supposons réciproquement que || > 1/2 et montrons que p ne peut pas étre la suite des
coefficients de Fourier d’une mesure positive finie v sur [—m, 7]. On raisonne par I'absurde :
si ¢’était le cas, alors avec a = —signe(a) € {£1},

0< / (1+ 2acos(t)) v(dt) = 5(0) + a(#(=1) + (1)) = 1 + 2aa = 1 — 2Ja] < 0.
[—71',71’}\_%_/

Solution succincte de I’exercice 19 (Somme).

L. pux1y(t) = px + py cte, yx+y (t,t+h) = vx(h) + vy (h) ne dépend pas de ¢;
2. vxay =vx + vy et fxiy = fx + fy car v et f dépendent linéairement de 7 ;

3. uxy(t) = pxpy et la quantité suivante ne dépend pas de t :

Yxy (tt+h) = E(Xe Xen)E(YiYiqn) — px iy fx py
= (vx(h) + %) (v (R) + pd) — W1}
= yx (h)yy (h) + p3yx (h) + p& vy (h)

15



4. MESURE ET DENSITE SPECTRALE

4. Pour tout t € [—m, 7], en utilisant les théorémes de Fubini-Tonelli et de Herglotz,
(fxxf)t) = [ fx(u)fy(t—u)du

1 —ihu 1 —tk(t—u
:/ 527)(%)6 h %Z'yy(k:)e k=) gy

heEZ keZ

1 o1 T
- E h k —ikt / —iu(h—k) d
2m hkerYX( e 2 *’Te ’

lp=k

1 —i
=5 > vx(h)yy (h)e ™
heZ

1 —i
= 5> Muxy (h) = px (h) = wiy (k)
heZ

= fxv(t) — py fx(t) — 1 fr (t)
d’ou
fxy = fx* fv + 1y fx + px fr.

Solution succincte de ’exercice 20 (Harmonique).

1. L’indépendance donne vyx = vx_y + 7y, et par ailleurs, comme on sait que le
processus harmonique X — Y est stationnaire centré, on peut recalculer rapidement
son autocovariance en utilisant les propriétés de A et B (posons 0 = 7/3) :

Yx-y(h) =E(X = Y)o(X = Y))
= E(A(A%Ree™ + BIme?))
= o2 Ree?

= 0% cos(6h).

Donc vx_y = "72(5_9 + dp) car

. 2 . . .
/ eMux_y(dt) = %(6_”‘9 + ey = 52Re(e?) = 02 cos(hb).
[—7‘(,71’]

2
Douvy =vx_y +vy = %2(5_9 +0p) + vy. Si Y est un BB(0, U%) alors vy = ;—;dt
et donc dans ce cas vy comporte a la fois une partie a densité et des masses de Dirac
(par conséquent X n’a pas de densité spectrale, tout comme X —Y').
2. Si X est un MA(1) X = F,Z ot aw = 1 + 01,1 et donc fx existe et vaut

0_2

on

Fx(t) = |Pale™™)|? f2(t) = |1 + 67| ;’; = (1 + 20 cos(t) + 62)

Solution succincte de ’exercice 21 (Bestiaire).
1. f(m)=1- %2 < 0 ce qui n’est pas permis pour une densité spectrale ;
2. f(—=m)=1- %2 < 0 ce qui n’est pas permis pour une densité spectrale

3. continue et positive donc définit une mesure positive finie sur [—7, 7], qui est donc la
mesure spectrale d’'un processus d’apres le théoreme de Herglotz, qui admet donc f
comme densité spectrale.
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Solution succincte de I’exercice 22 (Bande). On a spec(I',)
tout n > 1 et tout vecteur v € R™,

n

(Tpv,v) = Z (T'n)jkvjvk

k=1
= > w (i = kvjor
j,k*l
= Z Ujvk/ i(j— k)tf
j,k=1
:/ Z vjvkei(j_k)t f(t)dt
T \dk=1

2

T n
_ gt
/ E vje
=

[m, M] Z vjvk/ WG=k)t g
J7k‘ 1 \—/_/
(271')1]':k

= [m, M](2n) [|o]l3.-

C [2mm, 2w M] car pour

17
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FEUILLE D’EXERCICE 5

Prédiction linéaire

Solution succincte de ’exercice 23 (Inversibilité de la matrice d’autocovariance).

1. Comme I,y est singuliere, il existe un vecteur v € R™ ! tel que v # 0 et ([, 1v,v) =
0. On a nécessairement v, # 0 car sinon I',. serait singuliere. Comme (I';11v,v) =
2521:1 Y(j — k)vjur = Var(zgii v;X;) on obtient Zgii v;X; =0 p.s. A présent, si

vrt1 # 0, alors, en posant bg-TH) = vj/Vp41, il vient, p.s.
r41
+1
X1 = X
j=1

Ensuite, pour tout n > r + 1, on procéde de méme pour exprimer X, comme
combinaison linéaire de X,,_1,..., X,_,, puis X,,_1 comme combinaison linéaire de
Xn—2,...,Xp_r_1, etc, jusqu’a éliminer tous les X; avec j > r + 1.

2. De la question précédente on tire Apin(I'y) > 0 et

7(0) - Var(Xn—‘rl) = <F7’b(n)7 b(n)> > Amin(l—\r) b(n) 9 2 )\min(rr) b(n)
d’ou 0
(n)) _ H (n) Y
su b’ = su b < ——— < 00
nZH»lE)gjgr‘ il ngﬁl 0o~ Amin(I'y)

3. On a en utilisant les deux questions précédentes

- WAL, (n)
0 <v(0) =Var(X,4+1) = E +1—-7)b" < b; m k
1O = Vet j:1fy(n = 1§j§Sr1,1£2r+1‘ / ‘n—r+1a§k§n (Rl

or le second membre tend vers 0 quand n — oo si y(¢) — 0 quand t — oo.

Solution succincte de I’exercice 24 (Prédiction de processus auto-régressifs).

1. Xy = ©11 X1 ot ¢ est solution de 'y 1 = (1), et comme I'; = 7(0), il vient
@11 = v(1)/7(0) = p(1), d’ott enfin Xy = p(1)X;. Notons que p(1) = ¢, car
I’équation AR(1) donne v(1) = E(X1Xo) = E((¢1X0+21)X0) = ©17(0) par causalité
car Xo € Vect(Zy, Z_1,...).

Montrons que X3 = 1 X5. On a X5 — 01 X € Vect(X1, Xs), et il suffit d’établir que
X3 — 1 X2 L X5 et o1 X9 L Xo. Or en utilisant ’équation AR(1) et la causalité on
obtient <X3 — g01X2,X1> = <Z3,X1> =0et <X3 - (p1X27X2> = <Z3,X2> = 0.
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5. PREDICTION LINEAIRE

Plus généralement, pour tout n > 1, Xn+1 = p1 Xy, car p1 X, € Vect(Xy,...,X,)
et ’équation AR(1) et la causalité donnent pour tout Y € Vect(Xy,...,X,)

<Xn+l - Soan7Y> = (Zn+1,Y> =0.

. Ona Xn+1 = p1Xn + w2 X1 car p1 X, + 2 X1 € Vect(Xq, ..., X,) tandis que

I’équation AR(2) et la causalité donnent pour tout Y € Vect(Xy,...,X,)

<Xn+1 - (@1Xn + 302Xn—1)a Y> = <Zn+1a Y) = 0.

. Toujours la méme idée poussée encore plus loin : On a Xn+1 =1 Xn+- -+ pXn_pi1

car o1 Xp + -+ + pXn_pr1 € Vect(Xy,...,X,) tandis que I’équation AR(p) et la
causalité donnent pour tout Y € Vect(Xy,...,X,)

<Xn+1 - (QDan et (PPXTL*PJrl)v Y> = <ZTL+17 Y> = 0.

Solution succincte de ’exercice 25 (Prédiction de processus ARMA).

20

1. Par causalité et inversibilité on obtient

Xo=> iZij et Zi=)» mXi
j=0 j=0
d’ou
Xnth = ZT/JjZnJrh—j et Zpin = Xppn + Z T Xnth—j-
Jj=0 j=1

En appliquant Proj,, on obtient

X = Z ViProj g, (Znin—j)
Jj=0

or M, = Vect(Z; : —oo < j < n) par causalité, et donc Projr (Znih—j) = Znsn—j
sin—+h—j <n cest-a-dire si j > h, tandis que comme Z est un bruit blanc, on a
Zpih—j L My, c'est-a-dire Proj, (Zn4n—j) = 0sin+h—j > n c’est-a-dire si j < h.
On obtient bien la formule attendue X, = Zth Vi Zpth—j-

En appliquant Proj,, cette fois-ci a la formule de Z,,, ci-dessus il vient

PI‘OjMn (ZnJrh) = XnJrh + Z WanJrh,j
j>1

or comme h > 1ona Z,., L M, dou f(nJrh =— Zj>1 TrjX'nJrh_j.
On a enfin
h—1
Xnth — Xn+h = Z @Z)J'Zn-‘rh—j - Z¢jzn+h—j = Z dijn—I—h—j
>0 i>h =0
d’ou

h—1
E((Xn+n — Xn+h)2) =0’ Z w?
J=0



2. Notons tout d’abord qu'un AR(p) causal est toujours inversible car O(z) = 1, et un
MA(1) inversible est toujours causal car ®(z) = 1.

Pour un AR(p), on a ©(z) = 1 et ®(2) =1 — (p12+ -+ + ppzP) donc mp = 1,
mj=—pjsil<j<petm=0sij>p, dou

p
Xnt+h =+ Z 0 Xn+h—j
Jj=1
et en particulier

n+1 +ZSDJ n+l—j

et comme n+1—j <n pour j > 1 il vient Xn+1_j = X414, d'ou

P
Xn+1 - +Z()0JX7’L+1—] et E((Xn+1 — Xn+1)2) = O'ng = 0'2_
J=1

Pour un MA(1) inversible on obtient comme précédemment que

n+1 E 7T] n+l—j

7>1

oroma ) isg mizd =1/(1+612) = ijo(—ﬁlz)j d’ott 7; = (—61)?, ce qui donne
Xns1 = — Z(—91)an+1—j = - Z(—91)j+1Xn—j

Jj=21 Jj=0

tandis que comme 1; = 1;— il vient
E(Xpt1 — Xn+1)2) =a.

Solution succincte de I’exercice 26 (Prédiction d'un MA(1) et algorithme des innova-
tions). L’autocovariance d'un MA(1) vérifie

0 sili—j|>1
k(i,j) =< a?(1+6%) sii=j
Ho? sij=i+1

On a vy = k(1,1) = o2(1 + 62).

Etapekz:0.0na&n,nzosinZQCar

O =g (50 +1,1) = ) = o5 w(n +1,1).

%)
Etape k=1.0Onab,,—1=0sin>3car

enjnflzvfl( n—l—l 2 2911 —iOnn— ]UJ> —Ul1(K(n—|—1,2)—91719n’n’[}0).
=0sin>3 =0sin>2
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5. PREDICTION LINEAIRE

Etape k = 2. Pour n > 4 on trouve 6, ,_2 = 0 si n > 4, car en utilisant le fait que
k(n+1,3) =0et b, = 0pn—1 = 0 (obtenu précédemment),

9n7n_2:’l)2 ( TL+1 3 2922 —iUnn— JUJ):O'

Plus généralement, pour tout k£ € {0,1,...,n} on montre par récurrence que 6y, ,,_ =0
sin>k+2et k>0 c’est-a-dire que

0p; =0, 2<j<n.

Il en découle que pour k =n — 1,

Hn,lzvgl ( n+1,n) ZG” 1n—1—jOnn— ]v]) zvgilﬁ(n+1,n),

=0

et donc pour notre MA(1) on a

Ceci permet d’obtenir une formule de récurrence pour v, pour notre MA(1) car

vp =k(n+1,n+1) Zennj

=o?(1+6%) — Zann v

=0 (1+02)—9n1vn 1
= 0?1+ 6%) — v, %,60%0% v,
=o?(1+6%) — UnE192O'4.

En conclusion, on a, pour notre MA(1),
X1 = 0n1 (X, — X)) = 00%(X,, — X,)v, 1)

ou v,_1 est calculé par récurrence avec I’équation précédente.
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FEUILLE D’EXERCICE 6

Estimation

Solution succincte de l’exercice 27 (Estimation de la moyenne et intervalle de
confiance).

1. Comme |¢| < 1, le processus stationnaire X solution de 1’équation AR(1) est un
filtre causal de Z, et par conséquent, d’apres un théoreme du cours, on dispose du
théoreme de la limite centrale suivant :

V0, —0) %5 N(0,7)

n—oo
ouy =27 fx(0) et ou fx est la densité spectrale de X, qui est donnée ici par fx(\) =
%m pour tout A € [—7, 7], d'ott enfin v = 02/(1 — ¢)2. Alternativement, on
peut mener le calcul de la variance asymptotique directement :

~ 1 .
nv(o) =~ > (-9
0<ij<n—1
n—1
n—~h
= > vx (h)

h=—(n—1)

n—1
h
= Z <1 - n) vx (h)
h=—(n—1)
YRS x(h)
n—oo
heZ

=> 6_ihA7X(h)‘

heZ
=27 fx(0)

ou la derniere identité provient de I'exercice 13;

A=0

2. La convergence en loi précédente permet de construire un intervalle de confiance
asymptotique I, , suivant de niveau de confiance 1 — «. En effet, on écrit

P(&eé\/ZJa> :P(‘Z(é@)e%) — P(Zed)=1-a

ot Z ~N(0,1) et Jo = [~G1—a/2,q1-a/2] OU gp est le quantile d’ordre p de N(0,1)
c’est-a-dire P(Z < g,) = p, ce qui donne

Ino = [5— \/7611—a/2, 0+ \/;%—ap}
n n
23



6. ESTIMATION

Cet intervalle de confiance permet de tester I’hypothese statistique Hg :«0 = O»
contre I'hypothese alternative Hy :«6 # O». Pour a = 5% on a q;_q/2 ~ 1.96, ce

qui donne avec les valeurs fournies pour n et 0 Dintervalle [—0.422,0.963]. Comme 0
appartient & cet intervalle, on accepte Hy avec un niveau de confiance de 5%

3. 81 X = (Xy,...,X,_1) alors Cov(X™) = Cov(Y(™) =T, d’'ott
Y, =12y = gr 121, 4+ T2 X0 = g4 4 20

ott ZMW =T, /2 X ™ vérifie Cov(Z™) = I,.. On a donc

(ATA) AV = (1) T2 Y2, T T A Ay ) = g,

Il s’agit donc tout simplement d’un estimateur par projection orthogonale obtenu
par moindres carrés ming HQA — Yn(n) H, bien connu pour le modele linéaire ;
4. OnaE®f,) = (1)T;'1,) (1] T;11,)0 = 6 et

~ 1

E((6,)?) = WE(@ZF?Y("))Q)‘

Or comme 1T 1Y = (11T 1y ()T =y TP 17, (il s’agit d'un réel), on a
E((1, Ty =g 0ty ™y mTp-ig )
=1 T By ™ y™hr-ty,
=10, (T, +61,1,),'1,
=1,0,'1, +0(1,T,'1,)?

d’out )
V(b,) = ———.
(6r) 1,011,
Or d’apres le cours (décomposition de Cholesky LDL de I'y,), on a
o? -t
I ! =& Diag (1_¢2,02, . ,02> @, ot D,(i,5) = Licj — dLlimji1.

En notant que ®,1,, = (1 —¢,...,1 —¢,1)", ceci permet d’établir la formule

- 1—¢? 1 1
T = (@,10) T Daly = (1 012 4 (0= 2)(1— ¢ + .

Donc finalement

~ o2

Vi) =% T
Ainsi, les estimateurs é\n et 571 sont asymptotiquement de méme variance.

Solution succincte de I’exercice 28 (Comparaison de différents estimateurs pour un
MA(1)).
1. On sait que 7x = 02(1 + 0*)1p—¢ + 0201j—11, ce qui donne 7(0) = 5%(1 + 9\2) et
7(1) = 5%0, d’ott on tire
Pn _ 0
J0) 1462
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Cela donne I’équation du second degré ﬁ(1)§2 —0+ p(1) =0en 6 dont le discriminant
A=1-4p(1)% est > 0ssi [p(1)] < 1/2. Si |p(1)| < 1/2 les solutions sont

1+/T—4500)
2p(1)

é\:

et comme on souhaite que |0] < 1, on impose |§] < 1 ce qui donne
G_ 1= V/1- 40
W)

Sip(1) = 1/2 alors = 1 tandis que si p(1) = —1/2 alors 0 = —1. Pour rendre
I'estimateur «continu», on pose finalement

—

6= g(p(1))

ou
-1 siu>1/2,
g(u) = ¢ IV 1y < 1/2,
+1 siu< —1/2.

. D’apres le cours (formule de Bartlett)

Va(p(1) = p(1)) -2 N(0,wi1)

n—o0

ou

wij =Y [p(k+ 1)+ p(k — i) — 2p()p(k)] [p(k + ) + p(k — §) — 2p(4)p(K)]
k>1

Comme X est un MA(1) on a p(h) = 0si |h| > 1 et donc (note : p(0) =1)

w11 = (p(0) +0 = 2p(1)%)% + (p(1) +0 = 0)* = 1 = 3p(1)* + 4p(1)",
k=1 k=2

ce qui donne .
Va(p(1) = p(1)) —% N(0,1 - 3p(1)% + 4p(1)).

n—oo

. On a6 = g(p(1). La méthode-delta donne

Vilg(p(1) = g(p(1))) =5 N(0,¢/(p(1))*wi1):

=ot(6)

Un calcul donne

1402440 +0° 4+ 6°
U%(O) = 9,(0(1))2101,1 = (1—62)2

. On a 03(f) = 1. L’estimateur 0y est meilleur que 6; ssi (1 =)o3(0) < 03(0) c.-a-d. ssi
1462 440% 4+ 6%+ 6% > (1 — 0%)2 =1 — 20% + 6%, ce qui est toujours vrai.

. On a 03(0)? = 1 — 62. L’estimateur 05 est meilleur que 0y ssi (1—06% =)o3(0) <
o1(0)?(= 1) ce qui est toujours vrai.
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