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Priz Pourat. — MM. Marey; d’Arsonval, Bouchard, Guyon, Lanne-
longue.

CORRESPONDANCE.

M. le Secréraire pERPETUEL signale, parmi les pitces imprimées de la
Correspondance :

1° Une brochure de M. Edmond Perrier ayant pour titre : « Henri et
Alphonse Milne-Edwards ». (Extrait des Nouvelles Archives du Muséum
d’Histoire naturelle.) '

2° Un Ouvrage de M. Chantre intitulé : « I’homme quaternaire dans le
bassin du Rhéne ». (Présenté par M. Gaudry.) 7

3° La quatridme Partie de la Repue technique de {’ Exposition universelle
de 1goo : Génie civil, tome 1, par M. Ch. Jacomet. (Présenté par M. Mau-
rice Lévy.)

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur une généralisation de I'intégrale définte.
Note de M. H. Lereseur, présentée par M. Picard.

« Dans le cas des fonctions continues, il y a identité entre les notions
d’intégrale et de fonction primitive. Riemann a défini U'intégrale de cer-
taines fonctions discontinues, mais toutes les fonctions dérivées ne sont pas
intégrables, au sens de Riemann. Le probléme de la recherche des fonc-
tions primitives n’est donc pas résolu par l'intégration, et I'on peut désirer
une définition de I'intégrale comprenant comme cas particulier celle de
Riemann et permettant de résoudre le probléme des fonctions primi-
tives (*). '

» Pour définir I'intégrale d’une fonction continue croissante

. v(z)(alxld),

on divise I'intervalle (a, &) en intervalles partiels et 'on fait la somme des
quantités obtenues en multipliant la longueur de chaque intervalle partiel

(1) Ces deux conditions imposées a priori a toute généralisation de I'intégrale sont
évidemment compatibles, car toute fonction dérivée intégrable, au sens de Riemann,
a pour intégrale une de ses fonctions primitives.
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par 'une des valeurs de y quand @ est dans cet intervalle. Si « est dans
Pintervalle (a;, a;,,), y varie entre certaines limites m;, m;,,, et rec:proque—
ment si y est entre m; et m;,,, x est entre a; et a,,,. De sorte qu’au lieu de
se donner la division de la variation de z, c’est-a-dire de se donner les
nombres a;, on aurait pu se donner la division de la variation de ¥, C'est-
a-dire les nombres ;. De la deux maniéres de généraliser la notion d’inté-
grale. On sait que la premiére (se donner les a;) conduit a la définition
donnée par Riemann et aux définitions des intégrales par excés et par
defaut données par M. Darboux. Voyons la seconde.
» Soit la fonction y compmse entre m et M. Donnons-nous

m = my< m, <m;<...<m, <M =mp

y=m, quand x fait partie d’'un ensemble Eo, m;_, < ySm; quand z fait
partie d'un ensemble E,. '

» Nous définirons plus loin les mesures %,, %; de ces ensembles. Consi-
dérons I'une ou I'autre des deux sommes oo

S My —I—Zm-lz; moNy + 2y N5

sZ, quand Vécars mazunum entre deus my; consécutifs tend vers zéro, ces
sommes tendent vers itne méme limite mdependante des m; choisis, cetie limite
sera par definition U'iniégrale des y qui sera dite intégrable.

» Considérons un ensemble de points de (@, b); on peut d’une infinité de
maniéres enfermer ces points dans une infinité dénombrable d’intervalles;
la limite inférieure de la sorime des longueurs de ces intervalles est la
mesure de l'ensemble. Un ensemble E est dit mesurable si sa mesure aug-
mentée de celle de 'ensemble des points ne faisant pas partie de E donne
la mesure de (a, &)('). Voici deux propriéiés de ces ensembles : une in-
finité d’ensembles mesurables E; étant donnée, ’ensemble des pomts qui
font partie de I'un au moins d’entre eux est mesurable; si les E; n’ont deux
4 deuxaucun point commun, la mesure de I’ensemble obtenu est la somme
des mesures E;. L’ensemble des points communs 2 tous les E, est mesurable.

» Il est maturel de considérer d’abord les fonctions telles que les
ensembles qui figurent dans la définition de I'intégrale soient mesurables.
On trouve que : st une fonction limitée supérieurement en valeur absolue est

() Si-l'on djoute & Ces ensembles dés ensembles de mesures nulles convenablement
choisis, on a'des. ensembles.mesurables au sens de M. Borel (Lecons sur la tlzeorze des
fonctions). o S oo .
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- telle que, quels que soient A et B, ’ensemble des valeurs de x pour lesquelles
on a A < y<B est mesurable, elle est intégrable par le procédé indiqué. Une
telle fonction sera dite sommable. L’intégrale d’une fonction sommable
est comprise entre I'intégrale par défaut et I'intégrale par excés. De sorte
que, si une fonction intégrable au sens de Riemann est sommable, | "intégrale
est la méme avec les deuzx définitions. Or, towe fonction iniégrable au sens
de Riemann est sommable, car 'ensemble de ses points de discontinuité est
de mesure nulle, et 'on peut démontrer que si, en faisant abstraction d’un
ensemble de valeurs de 2 de mesure nulle, il reste un ensemble en chaque
point duquel une fonction est continue, cette fonction est sommable.
Cette propriété permet de former immédiatement des fonctions non inté-
grables au sens de Riemann et cependant sommables. Soient /() et o(=)
deux fonctions continues, ¢(2) n’étant pas toujours nulle; une fonction
qui ne différe de f(x) qu'aux points d’un ensemble de mesure nulle partout
dense et qui en ces points est égale 4 /() + ¢(x) est sommable sans &tre
intégrable au sens de Riemann. Exemple : La fonction égale 4 o si @ irra-
tionnel, égale & 1 si @ rationnel. Le procédé de formation qui précede
montre que l’ensemble des fonctions sommables a une.puissance supé- '
rieure au continu. Voici deux propriétés des fonctions de cet ensemble.

» 1° Si [ et ¢ sont sommables, [+ ¢ et fo le sont et I'intégrale de f+o
est la somme des intégrales de fet de o.

» 2° Si une suite de fonctions sommables a une lzmzte, c’est une fonction
sommable. .

» L’ensemble des fonctions sommables contient évidemment y = % et
y =a; donc, d’aprés 1°, il contient tous les polynomes et comme, d’aprés
2°, il contient toutes ses limites, il contient donc toutes les fonctions con-
tinues, toutes les limites de fonctions continues, c’est-a-dire les fonctions
de premiére classe (voir Baire, Annali di Matematica, 1899), il contient
toutes celles de seconde classe, etc. :

» En particulier, Zoute fonction dérivée, limitee supérieurement en valeur
absolue, étant de premicre classe, est sommable et I'on peut démontrer que
son intégrale, considérée comme fonction de sa limite supérieure, est une de ses
Jonctions primitives. :

» Voici maintenant une application géométrique : si [/*], {¢’|, |¢'[ sont
limitées supérieurement, la courbe

w=[f(2),  y=e@) =y

a pour longueur I'intégrale de /2 + ¢/> + {*. Si ¢ = { = 0, on a la varia-
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tion’ totale ‘de la’ fonchon f 3 variation llmﬂ,ee Dans ]e cas ou f’ o', 4/

~ n’existent pas, on peut obtenir un théoréme presque 1dent1que en rem-
placant les dérivées par ie,s,pombres dérivés de Dini. »

’VANALYSE MATHEMATIQUE — Sur les zntegmles analytiques des equatzons
différentielles du premier ordre dans le vorsinage de conditions initiales
smgulzeres Note de M HENRI DULAC, presentee par M. Painlevé.

L« 'X) 6t Y étant des fonctidns 'de a& el dey holomorphes et nulles pour
xr=y=o, considérons, dansle champ complexe, aux environs des valeurs
'smguheres x = y, = o, les mtegrales de l equat[(m ' :

o wy+wx—~o

. On connait divers résultats r_elat;lf's au cas ot le point singulier estun point
d’intersection simple des courbes X = 0, Y = 0. Je me propose de recher-
cher dans quelle mesure on peut étendre ces résultats aux autres cas.
" » Soient : » Iordré minimum des termes de X et Y, P et Qr ensemble
de ées termes d’ ordre n de X et deY (P ou Q peut étre nul) Le pomt sin-
gulier sera dit-d’ordre n.. :
“» 1. Recherche des’ zntegrales algebrozdes passant par r ongme. — Alamé
thode de Briot et Bouquet je substitue la méthode suivante, qu1 permeb
aussi d’ebtenir toutes ces mtegrales Cette méthode, ainsi que je I'ai con-
“staté récemment, ne différe guére que par des detaﬂs d’exp051uon d’une
- méthode employee par M. T. Bendlxson :

» L’équation- homorrene yP-i— xQ =0 fourmt pour , (n -+ 1) valeurs

égales ou megales 501l'. o une “de ces valeurs; deux cas peuvent se pré- .
senter' sk ' :

“»1°la valeur < =an annule pas a la fois Pet Q. En posant y —m(t+ o)

on mel: en evndence une senle 1ntegrd|e holomorphe, quel que sou: Iordre
de multiplicité de «. On permute les roles de x et de y pour etudler les
1ntegrales tangentes a @LZ=0; . ~

o 2% La racine a, d’ordre de muluphcll:e r annule a la fois P el; Q Le
méme- changement de variable noas raméne a T'étude d’une équation

pour laquelle # =t =0 ‘est un pomt singuliér au plus d’ordre r. Cette

equatlon2 ontre l lntegrale & = o, qu[ ne fourmt pas d’intégrale pour (1 )



