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Résumé

L'inégalité de concentration de Azuma-Hoeffding fait partie de ces beaux outils math-
ématiques a la fois simples et utiles. Elle mérite d’étre connue par tous ceux qui s’in-
téressent aux probabilités. Dans cet exposé, on en donne une version due a McDiarmid,
ainsi qu'une application aux mesures spectrales empiriques de matrices aléatoires, puis
au probleme du voyageur de commerce en optimisation combinatoire randomisée.

1 Inégalité de Azuma-Hoeffding

On dit qu’une variable est concentrée lorsqu’elle reste proche d’une quantité détermin-
iste (sa moyenne ou sa médiane par exemple) avec grande probabilité. Une telle propriété
peut étre obtenue en contrblant la queue de distribution de la variable, par exemple au
moyen de moments, comme dans 1'inégalité quadratique de Tchebychev basée sur la vari-
ance ou l'inégalité exponentielle de Chernoff basée sur la transformée de Laplace (moments
exponentiels). I'inégalité de Azuma-Hoeffding ' exploite une information sur ’oscillation de
la variable (diamétre du support). Des inégalités de concentration plus sophistiquées mais
moins belles sont également disponibles, comme celles de Bennett et de Bernstein, ex-
ploitant la variance ou plus généralement les moments. Il existe également une inégalité
trés belle due a Talagrand, a base de convexité, que Paul-Marie Samson peut vous expli-
quer. Ces dernieres années ont vu le développement de tout un arsenal fonctionnel autour
des inégalités de concentration, que cet exposé n’aborde pas (avis aux amateurs!).

Théoreme 1.1 (Inégalité de concentration de Azuma-Hoeffding). Soit Y : (Q, F,P) — R
une variable aléatoire intégrable. Soit {@,Q2} = Fy C Fi C --- C F, = F une filtration d’in-
terpolation quelconque, etdy, ..., d, les accroissements de la martinagale de Doob associée

Y —E(Y) =Y E(Y|F) —E(Y | Fr1) = ds.
k=1 k=1

*Notes d’exposé du mardi 20 mars 2012 au groupe de travail Analyse, Statistique, et Probabilités (ASPro)
du Laboratoire LAMA UMR CNRS 8050 de I'Université Paris-Est Marne-la-Vallée.
1. Bernard Maurey, cofondateur du LAMA, a beaucoup ceuvré a la popularisation de cette inégalité.
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On a alors, pour toutr > 0,

9 2
B(IY — E(Y)| > 1) < 2exp (— — )
osc (dy)” + -+ + osc (dy)

Si par exemple Y = n~V/?(X; + - + X,) avec (X;),-, Li.d. centrées a valeurs dans
[—1,1] alors en prenant Fj, = o(X1,..., X;) onady = n~'/?X;. Comme osc (d;) = 2n~/2, on
obtient la borne gaussienne en 2 exp(—%r2) suggérée par le théoreme central limite pour la
variance la plus grande possible ? (soit 1, atteinte si les X}, valent 41 avec probabilité 1/2).

On a toujours osc (d;) = supdy — inf d,, = diametre (support (d)) < 2|/d||,, mais cette
derniére majoration peut causer une perte. Dans le cas ou Y = F/(X1,..., X;) avec (Xg);>,
i.i.d. alors on prend Fj = o(X1,...,Xy). De plus, si X/,..., X/, est une copie indépendante
de Xi,..., X, alors E(Y | Fi—1) = E(F(Xy,..., X}, ..., Xn) | Fi) ce qui donne

dk :E(Y’fk’) _E(Y|]:k—l) :E(F<X177Xk77Xn) _F(X17>X]/97>XTL) ’fk’)
Cette identité ramene le probleme au contréle de ’oscillation partielle conditionnelle de F'.

Démonstration. Soit U une v.a.r. telle que E(U) = 0 et a < U < b. La convexité de u — e
donne, pour toutt > O et touta < z < b,

T —a b—=x
etb+ eta.

tx
e < —
“bh—a b—a

En posant p = —a/(b—a) et f(u) = —pu + log(1 — p + pe) il vient donc

b
E(eV) < b_aeta _ bfaetb — pla ((1 —p) +p€t(b—a)> _ oJ(tb—a)
A présent on a
/ pe" I et 1
= pt+—L5 et =p(l-p)—— < .
f(w) Pt e © f7(u) = p( p)(l—p+e“)2 1

Comme f(0) = f/(0) = 0, on en déduit que f(u) < u?/8 et donc (c’est la partie Hoeffding !)
E(elV) < o (b—a)?
Appliquée a U = d, = E(Y | Fi,) — E(Y | Fx—1) sachant Fj_1, cela donne
(e | Fy ;) < o5 osc(dr)?
Ensuite, en écrivant la somme télescopique Y — E(Y) = d,, + - - - + d; on obtient
E(cHY —EM)) 2 Rttt (et | £ 1Y) < - < o5 (0sc(dr)?+-++osc(dn)?) |
A présent, pour tout ¢, > 0, avec ¢ := osc (d1)* + - - - + osc (d,,)?, par l'inégalité de Markov,

P(Y —E(Y) > r) = P(e!Y B0 > o) < e (Y EOD))

2 . -2 2
_ ct? inf (ftrJr"—) _2r
e s Le 0 8) =e .

En utilisant cela pour Y et —Y/, on obtient le résultat souhaité pour P(|Y —E(Y)| >r). O

2. A ce propos, 'inégalité dite de Bhatia-Davis affirme que si X est une variable aléatoire de support [a, b]
et de moyenne m € [a, b] alors Var(X) < (b— m)(m — a). Elle est plus fine que la borne Var(X) < (b — a)’.
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2 Une application au spectre de matrices aléatoires

Les valeurs singuliéres® d’une matrice A € M,,(C) sont les valeurs propres de la matrice
hermitienne semi-définie positive v AA* ou A* = A'. On les note s1(A) = -+ > sp(A). La
mesure spectrale empirique associée est v4 = % 22:1 55k( 4)- Lorsque A est aléatoire, il est
classique de s’interroger sur le comportement asymptotique de v4 quand n — oo, comme
dans les théoremes de Wigner et de Marchenko-Pastur. Nous allons aborder cette question
au moyen de fonctions tests particuliéres, bien adaptées a I'usage de 'inégalité de Azuma-
Hoeffding. Plus précisément, on appelle variation d’une fonction f : R — R la quantité

V() =sup 3 [F(wrsr) — Fln)] € [0, +oc]

z€eS LeZ

ou S désigne ’ensemble des suites croissantes de R indexées par Z. Si f est dérivable avec
f" € LY(R) alors V(f) = || f'|l;, tandis que si f = 1;_, 4 avec s € R alors V(f) = 1.

Théoreme 2.1 (Concentration pour les mesures spectrales empiriques). Si M est une ma-
trice aléatoire a valeurs dans M,,(C) avec des lignes indépendantes alors pour toute fonc-
tion mesurable f : R — R bornée et pour tout réel r > 0,

P('/fduM—]E/fduM >r> < 2exp (-%)

Il est tout a fait remarquable que ce résultat de concentration ne requiére aucune hy-
pothése d’intégrabilité sur les coefficients de la matrice! La preuve s’adapte sans diffi-
culté au cas des matrices rectangulaires ainsi qu’aux matrices carrées hermitiennes, a co-
efficients réels ou complexes. Combiné au lemme de Borel-Cantelli, le résultat permet de
ramener l’analyse asymptotique de v;; a sa celle de sa moyenne Evy;.

Démonstration. La formule variationnelle de Courant-Fischer s’écrit, pour tout 1 < k < n,

sk(A) = max min ||Az|, = min  max [|Az],
Vng,k zeV Vng,nfqu zeV
|z]y=1 |z],=1

ou G, ;, est 'ensemble des sous-espaces vectoriels* de dimension k de C". De ces formules
on déduit sans trop de difficulté que pour tous A, B € M,,(C) avec rang(A — B) = 1, pour
tout 1 < k < n, avec la convention s¢(A) = oo et s,41(A4) =0, on a 'entrelacement

sk+1(A) < sk(B) < sp-1(A).

Soient a présent F)4 : R — [0,1] et Fp : R — [0, 1] les fonctions de répartitions des mesures
de probabilités v4 et vp définies pour tout ¢t € R par
card{1 < k <n:si(A) <t} and Fp(t) = card{1 < k <n:sip(B) < t}‘

n n

Fa(t) =

Sirang(A — B) < 1 alors I’entrelacement précédent donne
1

sup [Fa(t) — Fa(b)] < —.
teR n

A présent, si f : R — R est dérivable avec f’ € L!(R) alors, par intégration par parties,

[rava— [ tave

3. D’une grande importance en analyse numérique et en statistique, cf. [CGLP, Chapitre 4].
4. La notation G, vient du fait qu’en géomeétrie, I’ensemble G,,  est une variété grassemannienne.

_ '/Rf’(t)(FA(t) —FB(t))dt’ < ;[Rf’(t)|dt.
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Comme le membre de gauche ne dépend que d’au plus 2n points, on obtient par approxi-
mation que pour toute fonction mesurable et bornée f : R — R,

%
‘/fduA—/fduB <Y
A partir de maintenant, on fixe f : R — R mesurable et bornée. Notons A(zy,...,xy) la
matrice n x n dont les lignes sont z1, ..., z,. On définit /' : (C")" — R par

F(xla e 71:71) = /f dl/A(a:l,...,xn)'

Pour tout 1 < k < n et tous vecteurs z1, ... ,xn,x; de C", on a
/
rang{A(ml, ey Ty Thy Tl s - -+ Tn) — A(T1, oo Thom1, Thoy Thot 15 - - - ,xn)} <1
et donc
V(f)
/
|F(Z1, .y Tkt Thy Thtly - -+ Tn) — F(T1y 0oy Bty Ty Tl 1y - - - Tn)| < ma

Le résultat découle alors de l'inégalité de Azuma-Hoeffding pour F'(Ry,...,R,) ou Ry,..., R,
sont les lignes de M, avec la filtration Fj, = o (R, ..., Ry) (ici ||di| . < V(f)/n). O

3 Une application au probleme du voyageur de commerce

Le probléme du voyageur de commerce® est un grand classique de ’optimisation com-
binatoire (randomisée ou non). Il s’agit de trouver une tournée, c’est-a-dire un chemin cir-
culaire qualifié parfois de circuit hamiltonien, de longueur minimale, passant par des points

prescrits X,..., X, € R% avec n,d > 2. Cela revient a résoudre sur le groupe symétrique
n—;gngHX Xotrn]l,

ou o(n+ 1) = (1). On peut chercher a déterminer la valeur du minimum ou un point ou il
est atteint®. Concernant la valeur du minimum, le fameux théoréme de Bearwood-Halton-
Hammersley affirme qu’il existe une constante 0 < 74 < oo qui dépend de d > 2 telle que si
(Xk)y>, sont des variables aléatoires i.i.d. bornées de densité f sur R? alors

Ly,
@-0/d nisoo f () da.

En particulier L,, est d’ordre y/n en dimension d = 2. La preuve de ce théoréme se trouve
par exemple dans [S] et [Y]. Nous allons nous contenter d’établir, au moyen de 'inégalité
de Azuma-Hoeffding, que la variable aléatoire L, est concentrée autour de son espérance
E(L,) & I’échelle n(“~1/4, quand les variables aléatoires (Xk)p>1 sont ii.d. de loi uniforme
sur le cube [0, 1]¢. La méthode est classique en optimisation combinatoire randomisée. Elle
permet, dans ce cas précis, au moyen du lemme de Borel-Cantelli, de réduire la preuve de
la convergence presque slre a la preuve de la convergence de ’espérance.

5. En anglais, on dit Traveling Salesman Problem (TSP). Parmi les problemes classiques en optimisation
combinatoire randomisée, on compte également le probleme de la plus longue sous-suite croissante, le prob-
leme de I'arbre couvrant minimal, et le probléme de ’appariement euclidien minimal. Cf. [S] et [Y].

6. Par exemple avec un algorithme stochastique comme le recuit simulé (simulated annealing).
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Théoreme 3.1 (Concentration pour le probléme du voyageur de commerce randomisé).
Pour tout d > 2, si les (X},),-, sont i.i.d. de loi uniforme sur le cube [0,1]* alors il existe une
constante cq > 0 telle que pour tout entiern > 2 et tout réelt > 0,

—cdtQIL sid=2:
P(|Ln, — E(Ly,)| > nl4D/9) < 2exp og(n)

—cqt’n sid> 2.

Démonstration. On dispose du résultat géométrique suivant : pour tout = € [0, 1]%,

gr(x) == E< min |X; — x) < cgk™V4e,

1<i<k

En effet, si B(x,r) désigne la boule de centre z et de rayon » > 0 dans R¢, le volume minimal
de B(x,r) N [0,1]? quand z parcourt [0, 1]¢ est atteint lorsque = est un coin du cube [0, 1]¢.
Lorsque 7 < 1, la valeur du minimum est 24| B(0, r)| = 27| B(0,1)|r? (dessin). Si 1 < r < Vd
alors le volume minimal est atteint quand x est un coin du cube, mais la valeur du minimum
est difficile a calculer. Elle reste supérieure ou égale a celle du cas » = 1. Ainsi, pour tout
0 < r < V/d, ce volume minimal est > 27¢|B(0,1)|(r/vd)? = agr®. Donc pour tout z € [0, 1]¢
et tout 0 < r < V/d, en utilisant a la fin (1— u)k < ek

1P>< min | X; — 2| > r) = ﬁIP’(Xi e B(z,r)°)

1<i<k ‘
=1
J\F
= (1= 1B, r) N [o,1))
k
< <1 — adrd)
< exp <—adkrd).

Ceci reste valable si r > /d car dans ce cas P(min;<;<j, | X; — 2| > r) = 0. A présent,

= > r(1/d
E<min ‘Xi_xo :/ P<min |X; — | 27,) dr et / ot g — (1/ )
0 0

1<i<k 1<i<k dbl/d

Ceci acheve la preuve du résultat géométrique annoncé. Utilisons a présent l'inégalité de
Azuma-Hoeffding pour F(Xy,...,X,) = L, et F = o(X1,...,Xg). Il nous faut majorer
osc (dy). Soit L la fonction qui associe & un ensemble fini de R? la longueur minimale de la
tournée. Pour tout S C R? fini et tout = € R,

L(S) < L(S U {2}) < L(S) +2min |z — .

En appliquant cette inégalité a S = {z1,...,2,} \ {21} et a z = x;, et x = z}, on obtient
‘F(xl,...,xk,...,xn) - F(acl,...,a:;,...,xn)‘ < 21&1;1@:2 —wi‘ —|—21££i£1]$k — x|

< 2min|x§€ —a:l-| + 2min |z, — x4
i>k 1>k

En posant gi(z) := E(f?'i?k | X; — :v|> on obtient pour 1 < k< n—1,
\z\

\di| < 2E<min\Xk — X;| 4 min | X}, — X,
i>k 1>k

fk) = 20n— 1 (Xk) + 2E(gn—i(X}))-
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Le résultat géométrique précédent donne, pourd >2et1 <k <n—1,
ldk ]l < ca(n — k)~

Comme ||d,||,, < cq pour une autre constante car les X; sont bornées, on obtient

i 2. < cqlog(n) pourd =2,
L= T | eqn@2/d pour d > 2.

Cela donne enfin, pour tout réel ¢t > 0,

cal” sid=2;

P(|Ln — B(Ly)| > 1) < 2exp{ 25"
' g
_W Sta > 2.

O

Notes et commentaires. La preuve de l'inégalité de Azuma-Hoeffding donnée ici est tirée de
I'article de survol de McDiarmid [D]. L'application aux mesures spectrales de matrices se trouve
dans [BCC] et [GL]. Dans le méme esprit, on pourra consulter le travail récent de Tropp [Tr]. La
borne log-linéaire en n peut étre renforcée en n? pour les matrices a coefficients i.i.d. gaussiens, cf.
[GZ]. L'application a la preuve du théoreme de Marchenko-Pastur classique se trouve par exemple
dans [CGLP]. L'usage de l'inégalité de Azuma-Hoeffding en optimisation combinatoire randomisée -
en particulier au voyageur de commerce — se trouve par exemple dans [S] et [Y]. Pour en savoir un
peu plus sur les inégalités de concentration en général, on pourra consulter [L] et [BLM].
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