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Quelques aspects des chaines de
Markov

Ce chapitre est consacré aux chaines de Markov homogenes a espace d’état au plus dénom-
brable. Leurs trajectoires peuvent se concevoir comme celles de suites récurrentes aléatoires
(X,) de la forme X, 1 = g(X,,U,) ou les (U,) sont indépendantes et équidistribuées. Tout
comme les martingales, les chaines de Markov sont des suites de variables aléatoires caracté-
risées par une forme particuliere de dépendance, qui leur confere des propriétés remarquables,
et un role important en modélisation. Les chaines de Markov ont été introduites par Andrei
Andreyevich Markov vers 1906, a I’dge de cinquante ans, dans son article [23].

Dans toute la suite, un ensemble au plus dénombrable E' est toujours muni de la topologie (et
tribu) de toutes ses parties, qui rend continue (et mesurable) toute fonction f : £ — R. Une me-
sure de Borel pu sur E vérifie ji(A) = > . 4 p(x) pour tout A C E, ot p(x) := p({z}) € Ry. Une
fonction f : E' — R est p-intégrable lorsque la somme au plus dénombrable Y . |f(x)|u(x)
converge, et dans ce cas, [, f(x)du(z) =, p f(@)p(z). On dit qu'une mesure p sur £ charge
I'état = € E lorsque pu(x) > 0. Les mesures sont toujours supposées non identiquement nulles :
elles chargent donc au moins un état.

La seconde partie du chapitre est consacrée au cas particulier des chaines de Markov a
espace d’état fini. Leur étude bénéficie de la théorie des matrices.

0.1 Suites ou chaines ?

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires a valeurs dans un ensemble au plus dénombrable
E. La loi de la suite (X,,) est une loi sur EY muni de la tribu engendrée par les cylindres. En
vertu d'un célebre théoreme de Carathéodory, la loi de la suite (X,,) est caractérisée par ses

marges de dimension finie, ¢’est-a-dire par la loi des vecteurs aléatoires (Xo, ..., X,,) pour tout
n € N. Or E est au plus dénombrable, et donc la loi de (X, ..., X,,) est caractérisée a son tour
par la donnée de P(X,, = x,,..., Xy = zo) pour tout zy,...,x, dans E. A ce stade, on peut

écrire par conditionnements successifs

n—1

P(X, = 2n, ..., Xo =10) = HP(XkH = Tpp1 | X = 2. .., Xo = 20)P(Xo = x).
k=0
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Si un événement de la forme {X; = xp..., Xy = zo} est négligeable, il en va de méme de
I'événement {X,, = z,,...,Xo = xo}. Aussi, dans toute la suite, ces cas particuliers sont
systématiquement omis par souci de concision, malgré le manque de rigueur que cela entraine.

Définition 0.1.1 (Chaine de Markov). On dit qu'une suite (X,,) de variables aléatoires & valeurs
dans un ensemble au plus dénombrable E est une chaine de Markov d’espace d’état E lorsque
pour tout k € N, tout xg,...,xrrr; dans F,

P(Xpp1 = 1 | Xip = 2, ..., Xo = 20) = P(Xpp1 = T [ X = 1)
Cela s’écrit également
L(Xpt1| (Xk, ..., Xo)) = L(Xgy1 | Xi) pour tout k € N.
On dit que la chaine est homogéne lorsque pour tout k € N et tout x et y dans F,
P(Xp1 =y | Xy = 2) = P(X1 = y[ Xo = 2).
Cela s’écrit également
L(Xgi1| Xk =2) = L(X1|Xo=2) pour tout k € Net tout z € E.

L’indice n de la suite (X,,) est interprété comme un temps. La variable X} représente la

position spatiale a I'instant k, la tribu o(Xo, ..., Xy_1) représente son passé tandis que la tribu
0(Xks1, Xgi1,...) représente son futur. Les chaines de Markov sont des suites aléatoires sans
mémoire, en quelque sorte.
Exemple 0.1.2 (Suites récurrentes aléatoires). Soit X une variable aléatoire a valeurs dans
un ensemble au plus dénombrable E. Soit (U,),>1 une suite de variables aléatoires a valeurs
dans un espace mesurable F', indépendantes et de méme loi, et indépendantes de X,. Soit
g : E x F — E une application mesurable. La suite (X,,) définie par la relation de récurrence
X1 := g(Xpn, Usi1) est une chaine de Markov homogene sur E. Le théoréme 0.4.1 fournit une
sorte de réciproque.

Dans toute la suite, les chaines de Markov considérées sont toutes homogénes
et a espace d’état au plus dénombrable.

Noyaux de transition

Soit (X,) une chaine de Markov d’espace d’état E. On appelle noyau de transition de la
chaine 'application P : £ x E — [0, 1] définie pour tout x et y dans E par

P(z,y) =P(X; =y| Xy =x).
On a également P(X,+1 = y|X,, = ) = P(z,y) pour tout n € N et tout x et y dans E. En

notant v := L(Xy), la définition 0.1.1 entraine que pour tout n € N et tout z, ..., x, dans F,
n—1
P(X, =x,,...,X0=x0) = v(xo) H P(zy, vp11).
k=0
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0.1. SUITES OU CHAINES ? 7

Fic. 2 — Zoom sur le graphe des transitions du processus de Bernoulli de I'exemple 0.1.5.

Ainsi, la loi de la suite (X)) est entiérement caractérisée par la loi initiale v := L(X) et le
noyau de transition P. Dans toute la suite, la notation CM(FE,v,P) signifie « chaine de Markov
d’espace d’état E, de loi initiale v, et de noyau de transition P ». Chaque couple v, P définit
de maniére unique une loi de probabilité sur EN. Si (Y,,) est une suite de variables aléatoires
sur £ de méme loi que (X,,), alors (Y,,) est également une CM(E,v,P).

Exemple 0.1.3 (Suites récurrentes aléatoires). Le noyau de transition de la chaine de Markov
(X,,) de 'exemple 0.1.2 est donné par P(z,y) = P(g(z,U) = y), pour tout x et y dans F, ou
U est une variable aléatoire sur F', de méme loi que les (U,,)n>1.

Exemple 0.1.4 (Marche aléatoire simple sur le cercle). Soit d > 0 un entier, et (Y,),>1 une
suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans E := Z/dZ, de loi commune (d_; +d.1). Soit
X une variable aléatoire de loi v sur E. La suite (X,) définie par la relation de récurrence
Xpi1 =X+ Y, =Xo+ Y1+ -+ Y, est une CM(E,v,P) de noyau
P(z,y) = {% s% |z —y| =1 dans Z/dZ |
0 sinon
Exemple 0.1.5 (Le processus de Bernoulli du jeu de pile ou face). Soit (Y;,),>1 une suite de
variables aléatoires indépendantes et équidistribuées de loi de Bernoulli pd; + (1 — p)do ou
p € [0,1]. Soit By une variable aléatoire a valeurs dans N. La suite (B,,),>o définie pour tout

n>1par B, ;= By+Y; +---+Y, est une chaine de Markov d’espace d’état £ = N, de loi
initiale £(By), et de noyau de transition P donné pour tout z,y dans N par

p sity=x+1
P(z,y)=<1—p siy=ux

0 sinon

Cette chaine est appelée processus de Bernoulli. Elle correspond au graphe des transitions de
la figure 2. La variable aléatoire B,, représente le nombre de gains apres n lancers a un jeu de
pile ou face avec probabilité de gagner p et fortune initiale By. Lorsque p = 1 (resp. p = 0), la
chaine a une évolution déterministe puisque dans ce cas B, 11 = B, + 1 (resp. B,11 = B,).

La notion de noyau peut étre isolée du concept de chaine.
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Fi1G. 3 — Graphe des transitions de la chaine a deux états de 'exemple 0.1.7.

Définition 0.1.6 (Noyau de transition). Soit £ un espace d’état. Une application P : Ex E — R
est un noyau de transition sur E si et seulement si pour tout = et y dans E

0< P(z,y) <1 et ZP(x,z)zl.

zeR

Un noyau de transition P associe a tout x € E'laloi ) _, P(x,y)d, sur E. La construction
effective d’une chaine de Markov de mesure initiale et de noyau de transition prescrits est
donnée par le théoreme 0.4.1.

Exemple 0.1.7 (Chaine a deux états). Soient py et p; dans [0,1]. Le noyau de transition P de
la chaine de Markov a deux états sur F := {0, 1} est donné par P(0,1) = 1 — P(0,0) = pg et
P(1,0) =1—P(1,1) = p;. Vue comme une matrice 2 x 2,

P- P(0,0) P(0,1) _ 1 —po Po
Cette chaine correspond au graphe des transitions de la figure 3. Pour pg = p; = 1, on retrouve
la marche aléatoire simple sur Z/27Z de 'exemple 0.1.4.

Quitte a numéroter les éléments de F, un noyau de transition P peut étre vu comme une
matrice carrée, infinie si F est infini, dont chaque ligne est une loi sur E.

P(Z‘o,l’o) P(l’o,l’1> P(l‘o,[L’Q)
E:{ZE(),.Tl,(L’Q,...} et P= P(l‘hl’o) P(mlax1> P(x17x2)

Structure de ’ensemble des noyaux

Si P et Q sont deux noyaux de transition sur F, et si a et § sont deux réels positifs tels
que a + =1, alors aP(x,y) + fQ(z,y) définit un noyau de transition sur F noté aP + Q.
D’autre part, ) ., P(x,2)Q(z,y) définit également un noyau de transition sur £ noté PQ.
Ainsi, I'ensemble des noyaux de transition sur F est convexe, et forme un semi-groupe pour le
produit, d’élément neutre I défini par I(x,y) = 1 si x = y et I(x,y) = 0 sinon.
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Noyaux itérés
Soit (X,,) une CM(E,v, P). L’application P" : E' x E — [0, 1] donnée par
P"(z,y) :==P(X, = y| Xo =2)

est un noyau de transition sur E, vérifiant £(X, | Xo = x) = >, . P"(x,y)d,. D’autre part,

P! = P, et P’ = 1. Nous pouvons écrire pour tout entier n > 1 et tout g et x,, dans E,

P'(xg,2,) = P(Xp =2 | Xo =20) = > P(Xyi=x1,..., X, =2, | Xo = 20).

xl,...,xn_leE

La suite zg, ..., z, constitue un « chemin » dans E. Par récurrence sur n, on établit que
n n—1
P"(zg, x,) = E P(zo,x1) - Play_1,2,) = E Pz, 2)P(z, x,).
Z1yeesp—1EE zeFE

Ces formules sont exactement celles du produit matriciel. Ainsi, P* = PP"~! = P"~ P,
Exemple 0.1.8 (Processus de Bernoulli). Si (B,) est la CM(N,v,P) de I’exemple 0.1.5, alors

L(B, | By = x) est la loi binomiale de parameétre p sur {x,x + 1,...,2 + n}. Par conséquent,
Cy=2py=2(1 —p)"~ =) si0<y—a<n

0 sinon

P"(z,y) = {

On a également L(B,) = v L(B,|By=0) =vx*B(n,p) =vx*B(1,p)*™, ou B(n,p) désigne la
loi binomiale de parametre p sur {0,1,...,n}.
Ecritures matricielles

On assimile toute loi v sur E' a un vecteur ligne, et toute fonction f : E — R a un vecteur
colonne. Ainsi, la moyenne de f pour la mesure v s’écrit

vf =2 fla)w(x).

zeE

On assimile également tout noyau de transition a une matrice. Ainsi, si (X,,) est une CM(E,v, P),
alors £(X,,) =vP" et E(f(X,,)) = vP"f. En effet,

E(f(Xn) =Y P(Xy=9)fly) = > v(@)P"(z,y)f(y) = vP"[.

yek z,yek

Calcul récursif des lois instantanées

Si (X,,) est une CM(E,v,P), alors v, := L(X,,) = vP" pour tout n. La suite (v,,) se calcule
par la formule de récurrence linéaire vy := v et v, = v, P pour tout n.
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Notation conditionnelle

Si (X,,) est une chaine de Markov sur F, alors pour tout z € E, tout événement A et toute
variable aléatoire Z, on note

P*(A) =P(A|Xo=12z) et E*(Z):=E(Z|X,=1x).

0.2 La propriété de Markov forte

Soit (X,,) une CM(E,v,P). L'usage direct de la définition 0.1.1 conduit pour tout m et n a
L(Xmtns s X)) | (Xony -, X0)) = L((Xongny -+ X)) | Xom)

et
LUK mans - Xn) | X = 2) = L((Xons - .., Xo) | Xo = ).

Cela entraine la propriété de Markov faible : pour tout m € N, et conditionnellement a I’événe-
ment {X,, = x}, la suite (X, )n est une CM(E,J,,P) indépendante de o(Xy, ..., X,,). Cette
propriété s’étend a certains changements de temps aléatoires.

Théoreme 0.2.1 (Propriété de Markov forte). Soit (X,,) une CM(E,v,P) et T un temps d’arrét a
valeurs dans NU{oo} pour la filtration (o(Xo, ..., X,)). Pour tout x € E, et conditionnellement
a {1 < 00 et X, =z}, la suite (X;4,) est une CM(E )., P), indépendante de o(Xy, ..., X;).
Lorsque T est constant et égal a m, on retrouve la propriété de Markov faible.

Démonstration. Dire que 7 est un temps d’arrét signifie que {r = m} € o(Xy,...,X,,) pour
tout m. Par suite, AN{T = m}N{X, =z} € (X, ..., X)) pour tout A € o(Xy,...,X,,), tout
x € E, et tout m. Il en découle, en vertu de la propriété de Markov faible, que la probabilité

P{Xrin=2pn,.... Xo =z} NAN{T =m} N{X, =2x})
et égale a P(X,, = zp, ..., Xo = 20)P(AN {7 =m} N {X, =x}). En sommant sur m, il vient
P{Xrin=p,..., Xs =20, JNAN{X, = 2}) =P(X,, = 2y, ..., Xo = 20) P(AN{ X, = z}).

La propriété désirée s’obtient alors en divisant par P(1 < oo et X, = z). O

Temps de premier passage et temps d’atteinte

Soit (X,,) une CM(E,v,P). Pour tout F' C F, le temps de premier passage en F et le temps
d’atteinte de F sont définis par

Tp:=inf{n>0;X, € F} et 7p:=inf{n>0;X, € F}.

Ces variables aléatoires prennent leurs valeurs dans {1,2,...} U {oo} et {0,1,2,...} U {oc0}
respectivement. Ce sont des temps d’arrét pour la filtration naturelle (o(Xy,...,X,)). Elles
sont égales sur { Xy & F'}. Sur { X, € F'}, la variable T est également le temps de retour en F.
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Nombre de visites et potentiel

Le nombre de visites en F' est comptabilisé par les variables aléatoires suivantes, qui prennent
leurs valeurs dans N U {oo}.

MF = ZI{XHEF} et NF = ZI{XnEF}
n=1 n=0
On a {Tr = o0} = {Mp = 0} et {7r = 00} = {Nr = 0}. Lorsque F' = {z}, on note T}, 7.,
M., et N, les quantités Ty,y, Tz, My et Ny, respectivement. Les nombres moyens de visites
en y partant de x sont donnés par les quantités déterministes suivantes dans N U {oo} :

G(z,y) :=E"(M,) => P"(z,y) et H(z,y) =E"(N,) =) P(z,y).

L’application H: F x E — NU {oo} est appelée potentiel du noyau de transition P, et vérifie
H =1+ G, de sorte que H(z,z) =1+ G(z,2) et H(z,y) = G(x,y) pour x # y. La propriété
de Markov forte pour les temps d’arrét 7, et T, conduit a

P*(N, = 00) = P*(N, = 00)P"(T,, < 00) et G(z,y) = H(y,y)P"(T, < 00).

Pour tout A > 0, la série Gy(z,y) := Y oo, e P"(z,y) converge car 0 < P"(z,y) < 1. La
propriété de Markov forte fournit la formule (1+Gy(y, y))E®(e ) = G, (z,y). La transformée
de Laplace de T, est donc donnée par

Ew(e—)\Ty): G,\(x,y) )
1+ Ga(y,y)
A présent, limy_o Gy (x,y) = G(z,y) par le théoréme de convergence dominée, tandis que

limy_o E*(e7*v) = P*(T, < oo) par le théoréme de convergence monotone. Il en découle que
P*(T, <o0) =1 sietseulement si G(z,z) = o0.

De plus, si G(y,y) < o0, alors G(z,y) < oo pour tout z et

. __G(z,y)
P*(T, < 00) = T+ Gy

0.3 Les chaines dans tous leurs états
Soit (X,,) une CM(E,v,P). Définissons la quantité p(z,y) := P*(T, < oo). Un état x est

qualifié de récurrent lorsque les propriétés équivalentes suivantes sont réalisées : p(z,x) = 1,
G(z,x) = oo, H(xz,z) = oo. Il est qualifié de transitoire sinon. Le tableau 1 regroupe des
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Etat z récurrent | Etat x transitoire
plz,z) =1 H(z,z) =00 | p(z,z) < 1, H(z,z) < o0
p(z,y) >0=P"(N,=00)=1|P"(N,=00)=0
ply,z) = PY(N, = 00) | LN, | Xo = x) = G(p(z, 1))
ply,z) > 0= H(y,z) = oo | H(y,z) = p(y,x)/(1 = p(x, ) < o0

TAB. 1 — Propriétés des états récurrents et transitoires, valables pour tout y € E.

propriétés utiles. Pour un état récurrent x, la propriété de Markov forte appliquée récursivement
permet de définir une infinité de temps de retours successifs en z, qui délimitent des excursions
de méme loi enracinées en x (cela correspond a un systéme de renouvellement sur N*).

On note Er I'ensemble des états récurrents et Er = E '\ Eg celui des états transitoires. On
dit que F' C E est clos lorsque P*(Tpe < 00) = 0 pour tout € F. La chaine ne s’échappe
jamais d'un ensemble clos. Un état x est dit absorbant (ou point cimetiére) lorsque les conditions
équivalentes suivantes sont réalisées : {z} est clos, P(x,z) = 1.

Exemple 0.3.1 (Processus de Bernoulli). Considérons le processus de Bernoulli de 1'exemple
0.1.5. Si p > 0, alors tous les états sont transitoires car P*(7T, = oo) = 1. Si p = 0, tous les
états sont absorbants (la chaine est constante).

Exemple 0.3.2 (Marches aléatoires sur Z). Une marche aléatoire sur 7 est une suite (X,,) qui
sécrit X, 11 = X, +Y, = Xo+Yi+---+Y, ou (Y,,) est une suite i.i.d. de loi 5 sur Z. La suite (X,,)
est une chaine de Markov sur Z de noyau de transition P donné par P(z,y) = n(y — ). Notons
que P"(z,y) = P(x+Y1+- - -+Y,, = y). En particulier, P"(z, z) = P(Y1+- - -+Y,, = 0) = P(0,0).
Ainsi, H(z,z) = H(0,0) = Y2 ,P"(0,0). Les états sont donc soit tous récurrents soit tous
transitoires. Lorsque X, prend ses valeurs dans N et n = (1 — p)do + pdy avec p € [0,1], on
retrouve le processus de Bernoulli de I'exemple 0.1.5. Considérons le cas ou n = %((5,1 +041).
On dit alors que la marche aléatoire est simple. Comme (Y} + 1+ ---+ Y, + 1)/2 suit la loi
binomiale B(n, 1/2), on a P?*+1(0,0) = 0 et P?*(0,0) = 27-2%(2k)!/(k!)?. La formule de Stirling’

conduit & H(0,0) = oo, et ainsi tous les états sont récurrents.

Pour tout x et y dans F, on note x — y lorsqu’il existe n € N tel que P"(z,y) > 0. Cela
signifie que x et y sont reliés par un chemin qui suit les fleches dans le graphe des transitions
de P. On note = < y lorsqu’a la fois * — y et y — x. Avec cette définition, on a toujours
x < x, méme lorsque P(x,z) = 0. Si  # y, on dit que z mene a y lorsque z — y et que z et
y communiquent lorsque x < y. Si x # y, alors © — y si et seulement si H(z,y) > 0. Siz — y
et y /4 x alors x est transitoire.

Théoréme 0.3.3 (Décomposition de I'espace d'état). Pour tout noyau de transition P sur E, la
relation binaire < est une relation d’équivalence qui partitionne [’espace d’état E en une union
disjointe de classes appelées classes irréductibles. La propriété de récurrence est constante sur

Formule de Stirling : n! ~ n"e~"/2mn.
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(y,z)

/7N
(z,) @ ® (v,v)
\_

(z,y)

F1G. 4 — Transitions possibles entre x et y pour le noyau P. On omet en général les fleches qui
correspondent a des probabilités de transition nulles.

ces classes. Les classes constituées d’états récurrents sont closes et sont appelées classes de
récurrence. Les classes constituées d’état transitoires sont appelées classes transitoires.

En quelque sorte, les ensembles clos, comme par exemple les classes de récurrence, sont
absorbants. Presque stirement, une chaine partant d'un état récurrent repasse une infinité de
fois par son état initial, ne s’échappe jamais de sa classe de récurrence, et visite une infinité
de fois tous les états qui constituent cette classe de récurrence. Le cas des états absorbants
est singulier puisque leur classe de récurrence est réduite a eux-méme. Presque slirement, une
chaine partant d’'un état transitoire ne peut repasser qu'un nombre fini de fois par son état
initial, et peut étre capturée par une classe de récurrence ou visiter d’autres états transitoires
(un nombre fini de fois pour chacun).

L’ensemble des état transitoires peut étre infini, et la chaine peut ne jamais étre capturée
par une classe de récurrence. C’est toujours le cas lorsqu’il n’y a pas d’états récurrents, comme
par exemple pour le processus de Bernoulli avec p > 0. Contrairement aux classes de récurrence,
les classes transitoires peuvent ne pas étre closes. Des passages (& sens unique) peuvent exister
entre elles, ainsi que vers les classes de récurrence. Sur le graphe des transitions, les fleches qui
pénetrent dans une classe close proviennent toujours d’états transitoires.

On dit que P est irréductible lorsque E est constitué d’une unique classe, ¢’est-a-dire lorsque
tous les états communiquent : pour tout x et y, il existe n tel que P™"(z,y) > 0. On dit que P
est récurrent lorsque Er est vide, et transitoire lorsque Er est vide. Ces termes sont également
utilisés, au féminin, pour toute chaine de Markov de noyau P.

y , (1) une seule classe de récurrence (noyau récurrent)
noyau irréductible o o
2) une seule classe transitoire (noyau transitoire)

(3) plusieurs classes de récurrence et aucun état transitoire
noyau réductible ¢ (4) au moins une classe de récurrence et des états transitoires

(5) plusieurs classes transitoires
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L’étude des classes de récurrence des cas (3-4) se raméne au cas (1). L’étude des classes
transitoires closes des cas (4-5) se ramene au cas (2).

Exemple 0.3.4. Considérons le noyau de transition P sur E = {a, b, ¢,d} donné par

4000
110211
P'_Z 0013
00 2 2

L’état a est absorbant et donc récurrent. L’état b est transitoire car b — ¢ mais aucun état de
mene a b. Les états ¢, d sont récurrents car le temps d’atteinte de ¢ partant de d et de ¢ partant
de d sont tous deux finis presque sirement (lois géométriques). Ainsi, les classes irréductibles
de P sont {a}, {c,d}, {b}, et seules les deux premiéres sont closes (et récurrentes).

Remarque 0.3.5 (Le cas i.i.d.). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi y sur E.
Quitte a remplacer E par {x € F; u(z) > 0}, on peut supposer que u(x) > 0 pour tout = € F.
La suite (X,,) est une chaine de Markov de loi initiale p et de noyau de transition P donné par
P(z,y) := p(y) pour tout x et y. Ce noyau est irréductible car P(z,y) > 0 pour tout = et y.
De plus, P*(T, = n) = (1 — p(x))" ' u(z) pour tout n > 0, et donc T, suit une loi géométrique
sur N*. En particulier, P*(T, < 0c0) = 1 et E*(T},) = 1/u(z). Ainsi, P est récurrent irréductible.
Notons que P"(z,y) = u(y), de sorte que H(z,z) = 2 [ P"(z,z) =Y >~ pu(x) = oo.

Dans le cas i.i.d. de la remarque 0.3.5, la loi initiale se confond avec le noyau. Il important
de comprendre qu’en général, le comportement d’une chaine de Markov dépend a la fois de la
loi initiale et de la classification des états associée au noyau. Cependant, nous allons voir que
pour certains noyaux, le comportement asymptotique des chaines associ¢es ne dépend que du
noyau et plus de la loi initiale.

0.4 Simulation d’une chaine de Markov

Approche récursive

La propriété de Markov faible indique que pour simuler une trajectoire (z,) d’une chaine
de Markov (X,,), il suffit de procéder récursivement, en simulant la loi initiale v := L£(Xj), ce
qui donne z, puis la loi P(xg,-), ce qui donne z1, etc.

Théoréeme 0.4.1 (Suite récurrentes aléatoires). Pour tout noyau de transition P sur E, et toute
loi v sur E, il existe des fonctions f : [0,1] — E et g : Ex[0,1] — FE telles que pour toute suite
(Uy,) de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0,1], la suite (X,,) définie par Xo = f(Up)
et X1 = g(Xy, Upy1) est une CM(E,v,P).

Démonstration. Apres avoir identifié £ a N, on pose f(u) := min{m € N;v(0)+---+v(m) > u}
et g(n,u) := min{m € N;P(n,0)+---+P(n,m) > u} pour tout n € N et u € [0, 1]. Ce sont les
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0.4. SIMULATION D’UNE CHAINE DE MARKOV 15

fonctions de répartition inverses des lois v et P(n, -), conformément a la méthode de simulation
par inversion. 0

Pour simuler récursivement une trajectoire (z,) d'une CM(E,v,P), on simule une réalisation
zo = f(up) de la loi initiale v, puis le reste de la trajectoire par la formule de récurrence
Tpni1 = g(xn, unsq). Cela fait envisager les chaines de Markov comme des suites récurrentes
aléatoires. Le théoreme 0.4.1 réduit également la construction effective des CM(E,v,P) a celle
des suites i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1].

Approche par sauts et générateur

Soit (X,,) une CM(E,v, P). La suite (S,) des temps de saut de (X,,) est définie par :
S(] =0 et Sn+1 = mf{k’ > Snka 7& Xgn}

On adopte la convention inf () = oo, de sorte que ces variables aléatoires sont bien définies et
prennent leurs valeurs dans NU{oo}. La suite (X,,) est constante et égale & Xg, sur I'intervalle
de temps aléatoire {m € N;S,, < m < S,y1}. En vertu de la propriété de Markov forte, la
probabilité P(S,4+1 — S, = m; Xg,,, = y| Xg, = x) vaut P(z,2)" 'P(z,y) sim > 0 et y # z,
et vaut 0 sinon. Il en découle que pour tout état x et tout temps n,

— soit P(z,z) = 1, alors P(S,4+1 = 00| Xg, =) = 1 et on dit que x est absorbant;

- soit P(z,z) < 1, alors P(S,11 < o0o| Xg, = x) = 1, les variables aléatoires S, 11 — S, et

Xs,,, sont indépendantes conditionnellement a {Xg, =z}, et de plus

Vm >0, P(S,—S,=ml|Xs, =)= (P(z,z))" (1 - P(x,))

et
__Plzy)
1-P(z,z)

On appelle générateur de la chaine 'application L : ' x E — R définie par L := P —1I. Il vérifie
L(z,z) =P(x,z)—1et L(z,y) = P(z,y) si * # y. La décomposition en sauts fournit un nouvel
algorithme de simulation des trajectoires, basé sur la simulation des deux lois G(—L(xz, z)) et
>y (—L(z,y)/L(z, ))d,, qui correspondent aux temps des sauts et aux positions des sauts.
Iei, G(p) :==p > o2 (1 — p)" 1, désigne la loi géométrique sur N* de moyenne 1/p. Comparé
a la méthode de simulation récursive directe, ce nouvel algorithme par sauts est d’autant plus
préférable que les coefficients diagonaux de P sont proches de 1.

Wy £ P(Xs

n+1

=y|Xs, = 1)

Approche matricielle

Dans certains cas, comme par exemple pour le jeu de pile ou face, le noyau itéré P" possede
une formulation explicite simple. Pour simuler X,, sur I’événement { Xy = z(} sans passer par
la trajectoire x, ..., x,, il suffit d'utiliser la loi P™(zy, ) sur E. Lorsque E est de cardinal d, le
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colit peut étre réduit en calculant par récurrence la loi discréte £(X,,) = vP™ par multiplication
du vecteur ligne vP* par la matrice P, pour k = 0,...,n. Cela nécessite de l'ordre de nd?
opérations élémentaires.

0.5 Atteinte, absorption, harmonicité, martingales

Soit (X,,) une chaine de Markov sur E. Lorsque que F' C E est clos, le temps d’atteinte T
de F' devient un temps d’absorption puisque la chaine ne peut pas s’échapper de F. C’est le
cas lorsque F' est une classe de récurrence. Le vecteur des probabilités d’atteinte (up(z))zer €t
le vecteur des temps moyens d’atteinte (vp(x))zcp sont définis par

ap(z) =P(1p < 00) et mp(z):=E(1p). (1)

Les valeurs prises sont respectivement dans [0, 1] et Ry U {oo}. Notons que mp(x) = E*(Tr)
six & F. On a toujours up = 0 et vp = oo sur tout ensemble clos G disjoint de F'. C’est par
exemple le cas avec avec G = Eg \ F lorsque F' est une classe de récurrence.

Théoreme 0.5.1 (Atteinte et absorption). Soit (X,,) une CM(E,v,P), et F C E.

1. Le vecteur (ap(x))qer est solution positive ou nulle minimale® du systéme linéaire

" (x) B 1 six el
TS, e Pl y)aply) sicg F

Si F' est clos, le systeme s’écrit Pap = ap ot ap est pris comme vecteur colonne.

2. Le vecteur (mp(x))ep est solution positive ou nulle minimale du systéme linéaire

mp(z) = 0 stx € F
P 14> cnPlx,y)mr(y) sic @ F’

Démonstration. L’écriture pour F' clos est immédiate. Les deux assertions principales s’éta-
blissent de la méme maniere. Il est clair que ap = 1 sur F. Pour tout x ¢ F, on écrit
ap(z) = 3, PP (tr < 00| Xy = y)P(z,y). Or 77 > 1 sur {Xo = z} car x ¢ F, et donc
par la propriété de Markov faible P*(7p < oo | Xy = y) = PY(7p < 00) = ap(y) pour tout y.
Ainsi, ar est bien solution. Si a est une autre solution positive, alors a = ap = 1 sur F. Si
x ¢ I, alors par par substitutions successives dans a(z) = > . P(2,y) + > . P(z,y)a(y),

(I(x):Px(XleF)—F—FPI(Xl QF,,Xn,1 QF,XnGF)—i—En

pour tout n, ot &, = > . opP(x,21)P(x1,22) - P(xn1,20)a(z,). Il en découle que
a(x) = P*(tp < n) puisque &, > 0. La limite quand n — oo donne enfin a(z) > ap(x). O

2Signifie que si a est également une solution positive ou nulle, alors ar(z) < a(x) pour tout = € E.
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0.5. ATTEINTE, ABSORPTION, HARMONICITE, MARTINGALES 17

Seule la somme sur F intervient dans ’équation vérifiée par vp car vp(x) =0siz € F.

Exemple 0.5.2 (Marche aléatoire sur N et ruine du joueur). Soit 0 < p < 1. Considérons un
joueur qui, a chaque étape, peut gagner un Euro avec probabilité p ou perdre un Euro avec
probabilité 1 — p. Le joueur commence le jeu avec une fortune initiale X, et cesse de jouer des
que sa fortune est nulle. La suite (X,,) est une chaine de Markov sur N de noyau de transition
P vérifiant P(0,0) = 1, P(z,2 + 1) = p et P(z,z — 1) = 1 — p pour tout x > 0. Une telle
chaine constitue également une marche aléatoire sur N, tuée en 0. L’ensemble F' := {0} est clos
car I’état 0 est absorbant. En vertu du théoreme 0.5.1, le vecteur des probabilités d’absorption
u := up est solution minimale des équations u(0) = 1 et u(x) = pu(x + 1) + (1 — p)u(x — 1)
pour tout & > 0. Supposons que le jeu est équitable, c’est-a-dire que p = 1/2. Les solution de
la récurrence linéaire sont de la forme u(z) = o + fz. Les conditions u(0) = 0 et 0 < u < 1
entrainent o« = 1 et = 0. Ainsi, u(z) = 1 pour tout z, ce qui signifie que quelque soit sa fortune
initiale z, le joueur finira ruiné presque stirement ! Ce modele tolére des fortunes arbitrairement
grandes au cours du jeu, ce qui n’est pas réaliste.

Théoreme 0.5.3 (Martingales). Soit (X,,) une CM(E,v,P) et L := P — 1 son générateur. Si
f: E — R est intégrable pour toutes les lois vP™, alors la suite (Y,) définie par

i
L

Yo:=0 et Y,:=f(Xn)— f(Xo)— > (Lf)(Xk) pour toutn >0
0

B
Il

est une martingale pour la filtration (o(Xo, ..., X,)) de (X,).

Démonstration. Le résultat découle de I'identité suivante valable pour tout n > 0 :

n

Y, = Z [f(Xk) = (PF)(Xp—1)] = Z Lf(X) = E(f (Xi) [ Xi—1)]-

k=1

]

Une fonction f : F — R est harmonique pour P lorsque L f = 0, ou de maniere équivalente
lorsque P f = f. Dans ce cas, la martingale se réduit a (f(X,)). En vertu du théoréme 0.5.1, le
vecteur ap des probabilités d’atteinte d’un ensemble clos F' est harmonique et bornée.

Corollaire 0.5.4. Soit (X,) une CM(E,v,P) avec E C R. Siz = Y pyP(x,y) pour tout
r €L, etsiy, plylv(y) <oo alors (X,) est une martingale.

Exemple 0.5.5 (Marches aléatoires sur Z). Soit (X,,) comme dans 'exemple 0.3.2. Si v = Jy et si
n admet le réel ¢ comme moyenne, alors la suite (X,, —tn) est une martingale. Cela correspond
a la fonction f(n) = tn. En particulier, la suite (X,,) est une martingale lorsque 7 est centrée.
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0.6 Invariance et récurrence positive

Mesures et lois invariantes

On dit qu'une mesure p sur E est invariante pour le noyau de transition P lorsque pour
tout y, la série ) p(x)P(z,y) converge et vaut u(y). Cela s’écrit uP = p, ou encore L = 0.
En particulier, i est aussi invariante pour P™ pour tout n. Pour une loi i, son invariance pour
P revient a dire que si (X,,) est une chaine de Markov de noyau P et de loi initiale u, alors
L(X,) = p pour tout n. Les lois de probabilités invariantes représentent donc des équilibres en
loi pour la chaine. Une mesure invariante n’est pas toujours une loi.

Exemple 0.6.1 (Cas i.i.d.). En vertu de la remarque 0.3.5, si (X,,) est une suite i.i.d. de loi p
sur E, alors (X,,) est une chaine de Markov sur F et p est invariante.

Exemple 0.6.2 (Chaine a deux états). Une mesure p est invariante pour la chaine a deux états
de l'exemple 0.1.7 si et seulement si pop(0) = p1p(1). En particulier, lorsque py + p1 > 0, la
mesure p définie par p(0) = p1/(po + p1) et u(l) = po/(po + p1) est I'unique loi invariante. Si
po = p1 = 0, toutes les mesures sont invariantes (la chaine est constante).

Exemple 0.6.3 (Multiplicité des mesures invariantes). Considérons la marche aléatoire sur Z de
I'exemple 0.3.2 avec n = (1 — p)d_1 + pdy1 et 0 < p < 1. Une mesure p est invariante si et
seulement si u(x) = a+ B(p/(1 — p))* pour tout x € Z, ou « et 3 sont des constantes réelles.
Il n’y a donc pas unicité de la mesure invariante a multiplication prés par une constante.

Exemple 0.6.4 (Absence de mesure invariante). Pour le processus de Bernoulli de I'exemple
0.1.5, une mesure p sur N est invariante si et seulement si p(0) = (1 — p)u(0) et p(z) =
(1 — p)u(z) + pu(x — 1) pour tout z > 0. Par conséquent, si 0 < p < 1, alors il n'y a pas de
mesure invariante. Si p = 0, toutes les mesures sont invariantes, tandis que si p = 1, alors toute
mesure invariante p est constante (c’est-a-dire que z € E +— pu(x) est constante).

Structure de ’ensemble des mesures invariantes

La linéarité de I'équation uP = p entraine que ’ensemble des mesures invariantes est un cone
convexe : si p1 et po sont invariantes et si o et ay sont deux réels positifs avec a; +ao > 0, alors
la mesure a1 + aopin est également invariante. L’ensemble des lois de probabilité invariantes,
lorsqu’il est non-vide, est également convexe (prendre a; + ay = 1). Si p est une mesure
invariante, alors tout multiple de i est également invariante. En particulier, si p est invariante
et vérifie u(FE) < oo (toujours vrai si F est fini), alors p(E) ™ i est une loi invariante.

Récurrence positive et récurrence nulle

Un état x est absorbant si et seulement si la masse de Dirac ¢, est invariante. Plus géné-
ralement, pour tout état récurrent x, on introduit le nombre moyen de passages en y avant le
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0.6. INVARIANCE ET RECURRENCE POSITIVE 19

retour en x, noté y,(y) et donné par

T,—1
pa(y) == E* (Z I{Xny}) :
n=0

Notons que p,(y) = 6,(y) si « est absorbant. De plus, 1, (y) > 0 si et seulement si x — y.

Théoréme 0.6.5. Si P un noyau de transition récurrent irréductible sur E, alors,

1 e (y) = e ta(2)P(2, ) pour tout v,y € E;
2. 0 < pg(y) < oo pour tout z,y € E.

Cela définit pour tout x € E une mesure p, sur E, invariante pour P, qui vérifie p,(z) = 1.

Démonstration. On écrit p,(y) = E*(Q 0,7 Iix,=ymzny) = dop PY(X, = ;T > n). En
partitionnant selon la valeur de X,,_; puis en utilisant la propriété de Markov faible, on
obtient pi,(y) = > .cpH2(2)P(2,9). Pour la seconde propriété, on écrit p,(v)P72 < ji.(y)
et p(y)P"(y,z) < pe(x). Il suffit alors de choisir m; et my tels que P™ (z,y) > 0 et
P™2(y, x) > 0 par irréductibilité de P, et d’utiliser le fait que p,(z) = 1. O

La formule T, = >~ - St Iix, =y donne ji,(E) = E*(T,). On dit qu'un état récurrent x
est récurrent positif lorsque p,(E) < oo, et récurrent nul lorsque p,(F) = co. La propriété de
Markov forte entraine que la nature de la récurrence ainsi définie est constante sur les classes
de récurrence. Un état absorbant est toujours récurrent positif.

, (1) la classe est récurrente positive
classe de récurrence ,
(2) la classe est récurrence nulle

Théoreme 0.6.6 (Mesures invariantes des noyaux irréductibles). Soit (X,,) une CM(E,v,P) ir-
réductible. Alors toute mesure invariante ju charge tous les états, et vérifie p(y) = p(x)u.(y)
pour tout x et y. De plus, il y a trois cas distincts.

1. P est transitoire. Dans ce cas, p(E) = 0o pour toute mesure invariante . En particulier,
E est nécessairement infini et il n’y a pas de loi invariante ;

2. P est récurrent. Dans ce cas, pour tout x, la mesure i, est invariante. De plus, les mesures
invariantes sont toutes proportionnelles. Si pu en fait partie, alors pu(y) = p(x)u.(y) pour
tout x et y. En particulier, p,(y)p,(x) =1 pour tout = et y.

(a) P est récurrent positif. Dans ce cas, il existe une unique loi de probabilité invariante
w donnée par p(z)E*(T,) = 1 pour tout x ;

(b) P est récurrent nul. Dans ce cas, u(E) = oo pour toute mesure invariante p. En
particulier, E est nécessairement infini, et il n’y a pas de loi invariante.
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Démonstration. Soit p une mesure invariante. Il existe au moins un état z tel que pu(z) > 0.
Pour tout y, il existe un entier n tel que P"(z,y) > 0 car P est irréductible. Il en découle que
w(y) =, w(z)P™(x,y) = u(2)P"(z,y) > 0. Ainsi, p charge tous les états.

Soit p invariante avec p(x) = 1. La formule p(y) = p(2)P(z,z) + >3-, 1(2)P(2,y) utilisée
récursivement conduit pour y # x a u(y) = P*(Xy = y; T, > 1)+ - + PY(X,, = y; T, = n).
Lorsque n — oo, cela donne u(y) = u.(y).

Cas ou P est récurrent. Si p est invariante avec p(xz) = 1, alors nous savons que u > g,
et donc pu — p, est une mesure sur E. Or p, est invariante en vertu du théoreme 0.6.5, et par
conséquent, (1 — p1)P = (u — p). De plus, p(x) — p.(z) = 0, ce qui entraine que p = fi,.

Cas ou P est transitoire. Dans ce cas, on a H(z,y) < oo pour tout z et y, et donc
lim, P"(z,y) = 0. Supposons que p(E) < oco. Le théoreme de convergence dominée entraine
que p(y) = lim,, >, p(2)P"(x,y) = 0 pour tout y, ce qui est impossible. Ainsi, u(£) =oco. [

Remarque 0.6.7 (Classes closes des noyaux réductibles). I1 découle du théoréme 0.6.6 que pour
tout noyau de transition, les classes de récurrence positives sont les seules classes irréductibles
closes qui peuvent étre finies (elles ne le sont pas toujours). Ce sont les seules classes irréductibles
closes qui portent une loi invariante.

Le théoreme 0.6.6 montre que les mesures invariantes liées aux classes de récurrence s’ex-
priment au moyen des quantités trajectorielles moyennes pu,(y) et 1/E*(T,). Réciproquement,
la résolution du systéme linéaire P = u fournit les quantités u,(y) et 1/E*(T,,). La section sui-
vante renforce ce lien entre trajectoires et mesures invariantes. Pour certains noyaux, le calcul
de E*(T},) est plus simple que la résolution de 1’équation puP = pu.

0.7 Loi forte des grands nombres

Chaque trajectoire d'une chaine de Markov partant d’un état récurrent x se décompose en
une suite infinie d’excursions autour de x. La propriété de Markov forte suggere que ces excur-
sions sont indépendantes et équidistribuées. Cette observation conduit au théoreme suivant.

Théoréme 0.7.1 (Nombre de passages et temps de retour). Soit (X,,) une chaine de Markov sur
E, et N := card{0 < k < n —1; Xy =z} le nombre de passages en x avant le temps n. Si la
chaine est irréductible, alors pour tout x € E, et quelque soit la loi initiale,

1 ps 1

- n

—) .
n 7 notoo E2(T})

Si la chaine est récurrente irréductible, alors pour tout x,y € E, et quelque soit la loi initiale,
N7 ps 1
m joo Te—1 ’
4 ! DK <an:0 I{Xn:y}>
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Démonstration. Fixons x dans E. Si la chaine est transitoire, alors presque stirement, le nombre
de passages en x est fini, et donc (N}'/n) converge vers 0. Si la chaine est récurrente irréductible,
alors le temps d’atteinte de x est fini presque stirement, et on peut donc supposer que la chaine
part de x pour établir les propriétés. De plus, presque stirement, la suite strictement croissante
(T7) des temps de retour successifs en x est bien définie et converge vers co. On convient que
T := 0 et que T = Tj,. Les définitions de (NZ) et (T) donnent 7Y% ' < n—1et n < TN,
et par conséquent,
TN o TR
Nr ~ N» = Np
La propriété de Markov forte entraine que la suite (7" — T") est constituée de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi que T).. En vertu de la loi forte des grands nombres, la
suite (77 /n) converge presque stirement vers E*(7),). D’autre part, la récurrence et l'irréducti-
bilité entrainent que (N]') converge presque strement vers co. Ces deux convergences utilisées
conjointement dans l’encadrement précédent entrainent que (n/N}') converge presque stirement
vers E*(T,). La seconde propriété s’établit de maniere similaire en considérant le nombre de
passages en y avant le temps n, partant de x. ]

La loi forte des grands nombres, qui concerne les suites i.i.d., reste valable pour les chaines
de Markov récurrentes irréductibles positives, en dépit de la structure de dépendance liée au
mécanisme de transition. La loi invariante de la chaine remplace la loi commune du cas i.i.d.

Théoreme 0.7.2 (Loi forte des grands nombres). Soit (X,,) une chaine de Markov sur E r1é-
currente irréductible, de loi initiale quelconque. Alors pour toute mesure invariante j et pour
toutes fonctions f,g: E — R p-intégrables avec g > 0, on a

f(X0) + -+ f(X,) s, > en f(2)u(z)
9(X1) + -+ 9(Xy) n=too 30 pg(2)u(2)
Si la chaine est récurrente nulle, alors pour toute fonction f : E— R p-intégrable,

fX) 4+ f(X) ps
n n—-+4o00

0.

Si la chaine est récurrente positive, et si p désigne son unique loi invariante donnée par p(zx) :=
1/E*(T,) pour tout x € E, alors pour toute fonction f: E — R u-intégrable,

n n—-+4oo
zeFR

Démonstration. La derniere propriété découle de la premiere avec g = 1. D’autre part, pour
J = Iy et g = Iy, la premiere propriété découle des théoremes 0.6.6 et 0.7.1. Le résultat reste
vrai pour des fonctions a support fini par combinaison linéaire. La généralisation aux fonctions
intégrables est laissé au lecteur a titre d’exercice. Il est possible de procéder directement en
reprenant la preuve du théoreme 0.7.1. La seconde propriété s’établit de la méme maniere que
la premiere. O
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En vertu de la remarque 0.3.5, une suite (X,,) de variables aléatoires i.i.d. de loi yu chargeant
tous les états est une chaine de Markov récurrente irréductible positive, de loi invariante p. De
plus, p(x) = 1/E*(T,) pour tout x. Dans ce cas, le théoréme 0.7.2 coincide avec la loi forte des
grands nombres pour la suite i.i.d. (f(X,)).

Le théoreme 0.7.2 exprime que le fait que qu'une moyenne en temps (f(X1)+---+ f(X,))/n
converge vers une moyenne en espace y .. f(2)u(z). Le long de presque toute trajectoire, la
fraction de temps passée sur un état (fréquence de passage), converge vers la masse qu’affecte
la loi invariante a cet état, qui est exactement l'inverse du temps de retour moyen a cet état.
L’expression (f(Xy) 4+ -+ + f(X,))/n est la moyenne de f pour la mesure empirique P,, qui
est la loi aléatoire définie par P,, := % (0x, + -+ dx,). Une autre fagon d’exprimer le résultat
de convergence consiste a dire que presque-stirement, la suite (P,) converge en tant que suite
de lois sur £ vers la loi invariante p lorsque n — oo.

Le théoreme 0.7.2 est une conséquence d’un travail de Chacon et Ornstein publié¢ dans [6],
prouvant une conjecture de Hopf en théorie ergodique. Les liens avec la théorie des martingales
sont présentés dans [25] par exemple.

Théoréme 0.7.3 (Théoréme limite central). Soit (X,,) une CM(E,v,P) récurrente irréductible
positive, 1 sa loi invariante, L := P — I son générateur. Si g : £ — R est de carré intégrable
pour toutes les lois vP™ et si [P(g?) — (Pg)?] est intégrable pour u, alors

7= Y60 - (P) (X)) £ N (0.0[P(e?) - (Po)]).

En particulier, si f := Lg est bornée, alors uf =0 et

F(X0) +ﬁ+ F(Xa) £ N(0.4[P(s*) - (Pg)?)),

Démonstration. La seconde propriété découle immédiatement de la premiere. En vertu du
théoreme 0.5.3, la suite (Y;) définie par Yy := 0 et Y, := > " g(Xy) — (Pg)(Xk_1) pour
n > 0 est une martingale de carré intégrable. Son processus croissant est donné par (Y) =
>t [P(g?) — (Pg)?](Xj-1). Le théoréme 0.7.1 assure que (£(Y'), ) converge presque stirement
vers u[P(g?) — (Pg)?]. Le résultat désiré s’obtient en montrant que la condition de Lindeberg
du théoréme limite central pour les martingales a bien lieu. O]

Le théoreme 0.7.3 généralise le théoreme de la limite centrale des suites i.i.d. En effet, lorsque
(X,) est une suite ii.d. de loi u, alors P(z,-) = p pour tout z, et (Pg)(x) = > pp(z)g(z)
ne dépend pas de z. Il s’agit de la moyenne m,(g) de g pour u. D’autre part, la fonction
P(g*) = (Pg)* = > ,cp u(x)g*(x) —m(g)® est également constante. Il s’agit de la variance o7.(g)
de g pour p, et u[P(g*) — (Pg)*] = o.(g). Notons de plus que Lg = m,(g) — g.
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0.8 Périodicité

Soit (X,,) une CM(F,v,P) récurrente irréductible positive et p son unique loi invariante
donnée par p(z) := 1/E*(T,). La quantité NI'/n du théoréme 0.7.1 est une variable aléatoire
bornée par 1, dont ’espérance est

1 1

- (E(Tixp=a}) + - + E(Iix, _1=ay)) = - (VP) (@) + -+ (VP 1)(2)).

En vertu du théoreme 0.7.1 et du théoreme de convergence dominée, cette espérance converge
vers u(x) lorsque n — oo. Ainsi, la suite de lois de probabilité (vP™) converge vers p au sens
de Césaro.

Considérons une chaine de Markov (X,,) sur Z/dZ de noyau de transition P défini par
P(z,y) :=1siy =2+ 1 dans Z/dZ et P(x,y) = 0 sinon. Il s’agit du processus de Bernoulli
modulo d avec p = 1. Le noyau P est récurrent irréductible positif, et la loi uniforme sur Z/dZ
est invariante. Cependant, £(Xg1i| Xo) = dx,4s pour tout k € N et tout 0 < i < d. Cela
s’écrit également P"**? = P Ainsi, bien que (vP") converge au sens de Césaro vers y, des
phénomeénes périodiques peuvent empécher sa convergence au sens usuel.

Théoréme 0.8.1 (Période). Pour tout noyau de transition irréductible P sur E, il existe un
entier d > 0 appelé période et une partition E := Co U --- U Cy_1 tels que, avec la convention

Chari = Cj
1. si P™(z,y) > 0 alors (z,y) € C; X Ciyp, pour un certain i;
2. pour tout x,y € C;, et tout i, il existe un entier r tel que P"(z,y) > 0 pour tout n > r;
3. pour tout z, Uentier d est le PGCD de l’ensemble S, := {n > 0;P"(z,2z) > 0}.

En particulier, le noyau P? posséde d classes irréductibles, qui sont Cy, ..., Cq_1.

Démonstration. Nous reprenons la preuve de [26, Théoréme 1.8.4]. Fixons z, et considérons
ne > ny dans S, tels que la différence d := ny — ny soit la plus petite possible. On définit alors
I’ensemble C; pour 0 < i < d—1 par

C; := {x € E; P (2, 2) > 0 pour un entier n > 0}.

L’irréductibilité de P entraine que Co U --- U Cy—1 = E. Supposons que z € C; N C;. On a
donc P+ (2, 2) > 0 et P (2, x) > 0. L’irréductibilité de P assure que P™(z, z) > 0 pour
un entier m. Il en découle que P"HHm (2 2) > 0 et P™+7t™ (2 2) > 0. Ceci n’est possible que
si ¢ = 7, par minimalité de d. Ainsi, les ensembles Cy, ..., Cy_1 forment une partition de F.

Démontrons la premieres propriété. Soit = € C; et supposons que P"(x,y) > 0. Alors
P™4+i(z x) > 0 pour un entier m, et donc P™ "+ (2 ¢) > 0, ce qui entraine que y € Ch, ;.
Notons qu’en prenant x = y = z, on voit que d divise tout élément de S,, et donc divise n;.

Si nd > n?, alors nd = qn; +r avec 1 < r < n; < ¢. Comme d divise ny, il divise
également r. En écrivant » = mg, on obtient nd = (¢ — m)n; + mny. Ainsi, nous avons
P™(z,2) > (P™(z,2))7™(P"(2,2))™ > 0, et donc nd € S..

Copyright (© 2006, B. Bercu & D. Chafai. 2.0 du 2006-12-01. Document électronique créé le 18 janvier 2007, 22:39. Page n°23.



24 TABLE DES MATIERES

Démontrons la seconde propriété. Soient x,y € C;. L’irréductibilité de P entraine que
P™(x,z) > 0 et P™(y,2) > 0 pour des entiers m; et msy. Il en découle que si nd > n?
alors Pmitndtmz (g ) > P™ (3, 2)P™(2, 2)P™2(z,y) > 0. Or my + my est alors un multiple de
d par la premiere propriété, ce qui fournit le résultat.

Pour la troisieme et derniére propriété, nous savons que d divise les éléments de S,. Si k

divise les éléments de S,, alors il divise ny et ny et donc d. Par conséquent, d = PGCD(S,). O

Ainsi, une chaine irréductible de noyau P traverse les ensembles Cy, . .., Cy_; successivement
et de fagon cyclique. Si le support de £(Xj) est inclus dans C;, alors le support de £(X) est
inclus dans Cj 1, etc. Ce phénomene rend la convergence en loi de la chaine impossible si d > 1.
La période de la chaine sur Z/dZ considérée précédemment vaut d.

On dit qu’un noyau de transition irréductible est apériodique lorsque sa période est égale a
1. Le théoreme 0.9.3 exprime, pour les chaines a noyau apérodique, un phénomene d’oubli de
la loi initiale au profit de la loi invariante, qui représente un équilibre, et qui ne dépend que du
noyau de transition.

0.9 Convergence en loi et couplage

On dit qu’une suite de mesures (u,) sur un espace d’état E converge (étroitement) vers la
mesure /4 lorsque pour toute fonction f : E — R continue et bornée, la suite (u,f), converge
vers puf. Comme FE est au plus dénombrable, cela implique que (p,(x)),, converge vers p(z) pour
tout x (prendre f = Ig,y), mais la réciproque n’est vraie que lorsque £ est fini (dispersion de la
masse a l'infini : prendre f constante et ji,, = (do+- - -+0,)/n). Si une suite de lois de probabilité
(i) converge vers une mesure i, alors p est également une loi (prendre f constante). Si (X,)
est une suite de variables aléatoires sur £ et p une loi sur E, alors (X,,) converge en loi vers
si et seulement si (£(X,)) converge vers f.

Il est commode de quantifier I’écart entre deux lois de probabilité u et v sur E par leur
distance en variation totale, définie par

e = vllyp = sup |p(F) = v(F)].
FCE

Comme FE est au plus dénombrable, on dispose de I’expression alternative suivante :

| —vlyr = sup }qu—Vfl-

fiE—[-1,+1

N | —

La borne supérieure est atteinte pour la fonction f(z) := signe(u(xz) — v(x)), qui donne

= vlr = 5 3 lue) ~ vl@)]

zeE
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Si (X,,) est une suite de variables aléatoires sur E vérifiant lim, . [|[£(X,) — iy = 0 pour
une loi u, alors (X,,) converge en loi vers p. Autrement dit, la convergence en variation totale
entraine la convergence en loi. La distance en variation totale est reliée aux couples de variables
par la formule suivante :

ln =yl = inf PX#Y).

L’infimum porte sur les couples de variables aléatoires (X,Y) de lois marginales p et v. Obser-
vons que lorsque X et Y sont indépendantes, alors L((X,Y)) = p ® v.

Si P est un noyau de transition sur E, un couplage de P est une suite (Z,) := ((X,, Yn))
sur E' x E telle que ses deux composantes (X,,) et (Y,,) sont toutes deux des chaines de Markov
de noyau P. Les suites marginales (X,) et (Y,,) ne sont pas forcément indépendantes, n’ont
pas forcément la méme loi initiale, et la suite couplée (Z,) n’est pas forcément une chaine de
Markov sur E x E. On appelle temps de couplage de (X,,) et (Y},) la variable aléatoire & valeurs
dans N U {oo} définie par

Te :=inf{n > 0; X,, = Y, }.

Pour tout n, {T > n} C {X,, # Y.}, avec égalité si le couplage (Z,,) est coalescent (cela signifie
que X,, =Y, pour tout n > T¢). Le temps de couplage T¢ s’interprete également comme le
temps d’atteinte T¢ = inf{n > 0; Z,, € C} de la diagonale C' := {(z,z);z € E} de E x E. Le
théoreme suivant montre que le temps de couplage permet de controler la variation totale.
Théoreme 0.9.1 (Couplage). Soit P un noyau de transition sur E et (Z,) := ((X,,Y,)) une
suite de wvariables aléatoires a valeurs dans E x E. Soit Ty le temps de couplage des suites
marginales (X,,) et (Y3,). Supposons que

1. les suites marginales (X,,) et (Y,,) sont des chaines de Markov sur E de noyau P;

2. pour tout 0 < k < n, et sur l'événement {Tc = k},

/:'(Xn | ZOu SRR Zk) = E(Xn | Xk) et E(Yn | ZO; SRR Zk) = L:(Yn | }/k)
Alors, pour tout entier n,

1£(X0n) = L) yr = [I1£(X0)P" = L(Yo)P"||r < P(TC > n).
Démonstration. Soit f : E — R une fonction bornée. Nous avons

VP f = E(f(Xn)) = E(f(Xa)Tzesmy) + O B(F(Xo)zemi))-

Or E(f(Xn)ir=}) = E(Ljz =iy E(f(Xn) | Zo, - .., Z1)), et par hypothese sur (X,,) et (Y;,),
E(f(Xu)| Zo.- .. Z1) = (P"7" f)(Xa).
Ainsi, E(f(Xo)iro=k}) = E(f(Ya)liro=ky) car Xj, =Y}, sur {Tc = k}. Par conséquent,
[ECRIP S = LORP™ | < B(FCX) ~ S0 < 2 (sup (o) )BT > )

Notons que P(T > n) dépend des lois initiales £(X) et £(Yp) via la loi de (Z,,). O
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Proposition 0.9.2 (Contraction markovienne). Pour tout noyau de transition P sur E et toutes
lois 11 et vy, sur E, la contraction suivante a lieu :

1P — 1P| 7 < flon — 12|y
Démonstration. Si f: E — [—1,+1], alors Pf : E — [—1,+1], et donc en posant g := P :
(nPf =P f|=|nPf — P[] =g — vag| < [lt1 — 12y
]

En particulier, si v est une loi invariante pour un noyau de transition P, alors pour toute
loi v et tout entier n, la contraction suivante a lieu :

[vP" — HHVT < v — M||VT'

Ainsi, la loi d'une chaine de Markov ne peut pas s’éloigner d’une loi invariante en variation
totale. Le théoreme ci-dessous renforce cette propriété.

Théoréme 0.9.3 (Convergence en loi vers I'équilibre). Soit P un noyau de transition, récurrent
irréductible positif et apériodique sur E. Soit u son unique loi invariante donnée par u(z) =
L/E*(T,) pour tout z € E. Alors pour toute loi de probabilité v sur E,

Tim [[vP™ — |y = 0.

En d’autres termes, toute chaine de Markov (X,,) de noyau P converge en loi vers u, quelque
soit L(Xo). Autrement dit, lim,_,. P"(z,y) = u(y) pour tout x et y dans E.

Démonstration. Soient (X,,) et (Y,,) deux chaines indépendantes de méme noyau P sur F, et
de lois initiales vy et vy. Alors (Z,) := ((X,,Yy)) est une CM(E x E vy @ v5,P @ P) avec

(@ w)(r,y) =n(x)nly) et (POP)((zy), (@ y)) = Plz,y)Py).

De plus, les hypotheéses du théoreme 0.9.1 sont satisfaites. Soit T¢ le temps de couplage de (X,)
et (Y},). Le noyau P est irréductible et apériodique, par conséquent, en vertu du théoréeme 0.8.1,
pour tout (z,y) et (2',y') dans E x E, il existe des entiers r; et ry tels que P™(z,2") > 0 pour
tout n > ry et P™(y,y') > 0 pour tout n > ry. Il en découle que (P®@P)"((x,2'), (y,y’)) > 0 pour
tout n > max(rq,79). Par conséquent, P @ P est irréductible. Or p® p est une loi de probabilité
invariante pour P ® P, et par suite, P ® P est récurrent positif en vertu du théoreme 0.6.6. En
particulier, P(To < 00) = 1, et donc lim,, oo P(Tc > n) = P(Tx = o0) = 0. Le théoreme 0.9.1
entraine alors que pour toutes lois v et vy sur F,

. n_ n .
h_)Holo |hP" — 1o P = 0.

Le résultat voulu s’obtient pour 1y = v et 15 = p. Il est possible de lever I’hypothese de positivité
sur P, en la remplagant par 'existence d’un état z € E tel que > - (P (z,x))? = co. Dans ce
cas, (z,x) est récurrent pour P ® P, et donc P ® P est récurrent irréductible. Cependant, P
n’admet pas de loi invariante s’il n’est pas positif, et seule la propriété avec v et vy subsiste. [
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Nous avons vu que le théoréme 0.7.1 entraine que (vP™) converge vers p au sens de Césaro,
des que P est récurrent irréductible positif. Le théoréme 0.9.3 précise que (vP"™) converge vers p
au sens usuel lorsque P est de plus apériodique. Ainsi, bien que les théoremes 0.7.1 et 0.9.3 soient
de natures différentes, une conséquence du premier est renforcée par le second. Il important de
retenir que le résultat du théoreme 0.9.3 énonce une convergence en loi. Cela ne dit rien pour
une trajectoire donnée, contrairement au résultat du théoreme 0.7.1.

Remarque 0.9.4 (Fonctions de chaines). Si (X,,) et (Y;,) sont deux chaines de Markov indé-
pendantes sur E et F', de lois initiales 14y et 15 et de noyaux de transition P; et P5, alors
le couple ((X,,Y,)) est une chaine de Markov sur 'espace produit E x F, de loi initiale
(11 @) (w1, 72) := v1(21)12(72) et de noyau (P1@Py)((21, 22), (77, 25)) := P1(21, 27)Pa(22, 25).
Cela n’a pas lieu en général sans I'hypothese d’indépendance. De plus, si ((X,,Y,)) est une
chaine de Markov sur £ x F', ses composantes (X,,) et (Y,,) ne sont pas forcément des chaines
de Markov sur F et F. Plus généralement, si (Z,) est une chaine de Markov sur E et si
f: E — F est une fonction, alors (f(Z,)) n’est pas toujours une chaine de Markov sur F'.

Remarque 0.9.5 (Apériodicité par perturbation). Soit P un noyau de transition, et soit 0 < p < 1.
Le graphe des transitions du noyau P, := (1 — p)P + pI s’obtient a partir de celui de P en
ajoutant une boucle de poids p pour chaque état qui n’en possede pas et en corrigeant les autres
poids. Cela autorise la chaine de noyau P, a rester sur place a chaque transition avec probabilité
p. Laloi P,(z,-) est le mélange des lois P(z, -) et §, au moyen de la loi de Bernoulli de parametre
p. Comme P,(z,z) > 0 pour tout z, il en découle que P, est irréductible et apériodique des
que P est irréductible. Les noyaux P, et P possedent les mémes mesures invariantes. Enfin,
lim, o P,(z,y) = Po(z,y) = P(x,y), pour tout x,y.

La technique du couplage pour les chaines de Markov a été introduite par Doeblin en 1938
dans [12]. Le livre [22] contient une reproduction de la preuve originelle.

0.10 Reéversibilité et noyau de Metropolis-Hastings

Mesures symétriques et lois réversibles

On dit que la mesure p sur E est symétrique pour le noyau de transition P lorsque
p(x)P(z,y) = p(y)P(y,z) pour tout = et y dans E. De maniére équivalente, cela revient a
dire que pour tout n et toute suite z,...,x, dans E :

w(xo)P(xo, 1) -+ P(rp_1, ) = w(xn)P(xn, Tpoq) - - - Pz, 20).

Il en découle qu'une loi p est symétrique pour P si et seulement si elle est réversible pour P :
pour toute chaine (X,,) de noyau P et de loi initiale y et tout entier r,

L((Xo, X1, X)) = L((X0 Xy, Xo)):
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Si une mesure p est symétrique et vérifie u(E) < oo, alors la loi de probabilité pu(E) 'y est
réversible. D’autre part, si une mesure p est symétrique, alors elle est invariante car

> w@)P(a,y) = u(y) > Ply,z) = py).

zel z€EFE

Le noyau P, de la remarque 0.9.5 possede les mémes mesures symétriques que P.

La mesure de comptage kg sur E est définie par kg(x) = 1 pour tout x dans E. Elle vérifie
kp(F) = card(F) € NU {oo} pour tout F' C E, ce qui explique son nom. Pour une mesure
psur B six € E — pu(x) est constante alors p est un multiple de kg. Enfin, k(F) < oo si
et seulement si F est fini. Dans ce cas, la loi k(E) 'kg est appelée loi uniforme sur E. La loi
uniforme n’existe pas si F est infini.

Exemple 0.10.1 (Mesure de comptage et loi uniforme). La loi uniforme sur Z/dZ est réversible
pour la marche aléatoire simple sur Z/dZ de I'exemple 0.1.4. La mesure de comptage sur 7Z
est symétrique pour la marche aléatoire simple sur Z de ’exemple 0.3.2. De maniere générale,
I'application P' : E x E — [0, 1] définie par PT(x,y) := P(y, z) n’est pas forcément un noyau
de transition sur E. Cependant, la mesure de comptage est invariante pour P si et seulement si
P est également un noyau de transition. Elle est symétrique pour P si et seulement si PT = P.
Cela permet de construire des noyaux dont les mesures invariantes ne sont pas symétriques.

Soit p une mesure invariante pour un noyau de transition P. Soit x un état repéré sur le
graphe des transitions de P. Multiplions le poids de chaque fleche arrivant en x par le poids u(y)
ou y est I'état de départ de la fleche. La somme totale de ces produits doit étre égale a u(x).
Cependant, il est plus facile de rechercher une mesure symétrique qu'une mesure invariante.

Soit P un noyau de transition sur E vérifiant P(z,y) > 0 pour tout x et y. Toute mesure
p symétrique pour P vérifie alors p(z) > 0 pour tout = et u(x)/u(y) = Py, z)/P(z,y) pour
tout x et y. Ainsi, lorsque P admet une mesure symétrique, elle est unique a une constante
multiplicative pres. Il en découle également que P admet une mesure symétrique si et seulement
si la propriété de cocycle est vérifiée : pour z,y, z dans F,

P(z,y)P(y,2)P(z,2) = P(z,2)P(z,y)P(y, ).

Cela signifie que le poids d’un cycle triangulaire ne dépend pas du sens de son parcours. Récipro-
quement, partant d’'une mesure p, la construction de Metropolis-Hastings présentée ci-dessous
fournit un noyau qui admet 1 comme mesure symétrique.

Noyau de Metropolis-Hastings

Soit © une mesure sur £ qui charge tous les états, et Q un noyau de transition auxiliaire
sur E vérifiant Q(z,y) = 0 si et seulement si Q(y, x) = 0. Pour tout x # y, on pose

w(y)Q(y, x)

ole,y) := min (1’ u(0)Q(z,9)

) si. Q(z,y) >0 et a(r,y)=0 sinon.
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Le noyau de Metropolis-Hastings P associé a u et Q est définit pour tout x,y dans E par

Q@ y)ale,y) sizty
P(z,y) = {ZZ#P(x,z) ey

Il s’agit bien d’un noyau de transition sur E car 0 < P(z,y) < Q(zx,y) pour tout = # y. Il
s’avere que la mesure p est symétrique (et donc invariante) pour le noyau P. En particulier,
lorsque pu(E) < oo, la loi u(E) ™!y est réversible pour P. Tout l'intérét du noyau P réside dans
le fait que sa construction dépend des rapports p(z)/p(y) mais pas de u(E).

En général, le choix du noyau Q dépend de la nature de 'espace E. Lorsque E est muni
d’une distance d vérifiant n, := card{y € E;d(z,y) = 1} < oo pour tout z, il est commode de
prendre par exemple Q(x,y) = 1/n, si d(x,y) =1 et Q(x,y) = 0 sinon.

Remarque 0.10.2 (Noyau de Barker). Il s’obtient de la méme maniére que le noyau de Metropolis-
Hasting, avec la fonction d’acceptation « définie ci-dessous. Il jouit des mémes propriétés.

alz,y) = Hy)Qy. ) si. Q(x,y) >0 et «ar,y)=0 sinon.

wy)Qy, ) + p(z)Q(z, y)

Simulation des trajectoires

La simulation des trajectoires d’une chaine de Markov de noyau P par la méthode récursive
revient a simuler la loi P(z,-). Cela peut étre fait tres simplement via Q et a. En effet, soit YV
une variable aléatoire qui suit la loi Q(z,-) sur E, et U une variable aléatoire de loi uniforme
sur [0, 1], indépendante de Y. Soit Z la variable aléatoire définie par Z =Y si U < a(x,Y) et
Z = x sinon. Alors pour tout y # z,

P(Z =y) =P(U <a(z,Y),Y =y) = a(z,y)Q(z,y) = P(z,y).

Par conséquent, Z suit la loi P(z,-). Il est remarquable que 1'évaluation de P(x, z) soit inutile
dans la simulation. La fonction « est parfois appelée fonction d’acceptation-rejet tandis que le
noyau Q est parfois appelé noyau d’exploration.

Sigg : E x [0,1] — E est une fonction récursive associée a Q par le théoreme 0.4.1, alors
la fonction gp : E x [0,1]* — FE définie ci-dessous est une fonction récursive associée a P. Elle
doit étre utilisée sous la forme x,11 = gp(zn, Wiy1) ot (W,) est une suite i.i.d. de variables
aléatoires uniformes sur [0, 1]2. Les deux composantes de W,, sont donc indépendantes et de loi
uniforme sur [0, 1].

gp(z, (u,v)) := {gQ(x’U) st u < a(z, go(z,v)) _
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Algorithme de Metropolis-Hastings

Cet algorithme, introduit par Metropolis dans [24] puis généralisé par Hastings dans [17],
fait aujourd’hui partie des méthodes MCMC (Monte Carlo Markov Chains), qui consistent a
utiliser des chaines de Markov pour simuler des lois de probabilité.

Soit p une mesure sur E qui charge tous les états, et qui vérifie u(E) < oo. Soit Q un
noyau récurrent irréductible apériodique et positif sur £. Le noyau de Metropolis-Hastings P
associé a la mesure p et au noyau Q est irréductible apériodique et admet p comme mesure
symétrique. Comme pu(E) < oo, le noyau P est récurrent irréductible positif apériodique. La
loi u(E)~ i est symétrique et donc invariante et réversible pour P.

En vertu du théoreme 0.9.3, si (X,,) est une CM(E,v,P), alors (X,,) converge en loi vers
w(E) . Lalgorithme de Metropolis-Hastings pour la simulation de u(FE) ™! consiste a simuler
une longue trajectoire xg,x1,...,x, de la chaine (X,,), puis a considérer son dernier pas x,
comme une réalisation approchée de la loi de probabilité invariante u(E)~'u. Cet algorithme
ne nécessite pas le calcul de p(F), mais fait appel aux rapports p(z)/u(y) et a la simulation
des lignes de Q. Typiquement, u est une mesure de Boltzmann-Gibbs, ce qui signifie qu’elle
s’écrit p(z) = exp(—H (x)) ou la fonction H : E — R est connue.

Echantillonneur de Gibbs

Soit £ un ensemble au plus dénombrable et x une loi sur E := F* chargeant tous les états.
Pour tout 1 < i < ket tout v € E, on note v_; := (v1,...,Vi_1,Vit1, ..., V). On note également
tiv_; la loi conditionnelle de V; sachant {V_; = v_;} lorsque V suit la loi p. Il s’agit d’une loi
sur F'. Introduisons enfin le noyau de transition Q sur F défini pour tout x et y par

k
Zq /’I/’LI 7 yl I{:Ez yz}7
i=1

ou ¢ est une loi sur {1,...,k} chargeant tous les états (par exemple la loi uniforme sur
F). L’algorithme de Metropolis-Hastings associé a la loi de probabilité p et au noyau Q ci-
dessus est appelé échantillonneur de Gibbs. Il permet de simuler approximativement u. Cela
nécessite la simulation de la loi Q(x,-). Pour cela, on procede de la maniére suivante. Soit
i une réalisation de la loi ¢ sur {1,...,k}. Soit y; une réalisation de la loi ;s sur F.
Alors (1, ...,%i—1,Yi, Tit1,-..,Tg) est une réalisation de la loi Q(z,-). L’échantillonneur de
Gibbs nécessite donc la simulation des lois conditionnelles ji; 5. D’autre part, si o désigne
la fonction d’acceptation de 1'algorithme de Metropolis-Hastings, alors a(x,y) = 1 dés que
card{1 <i < k;x; # vy} < 1.

L’exemple le plus célebre est fourni par le modele de magnétisme du physicien Ising. Dans
ce modele, p est une mesure sur {—1, +1}* ol A est une partie de Z?. L’ensemble A représente
un morceau de cristal, et chaque élément ¢ de A représente un site, qui porte un spin (une
orientation magnétique) valant soit —1 soit +1. Un élément x de {—1,+1}" représente une
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configuration magnétique du morceau de cristal. La mesure p est évaluable ponctuellement par
une formule du type p(z) = e 7@ ot 3> 0 est une constante connue et

H(z):= Z 5$i$j+mzmi7

lli—jll,=1 L

ou € et m sont également des constantes réelles connues. Dans ce modele, 1/ représente
une température, € une constante d’interaction entre sites voisins dans le cristal, m la valeur
d’un champ magnétique externe, et H(z) 1’énergie de la configuration z. La mesure p favorise
les configurations de basse énergie. En identifiant {—1, +1}* & E := {—1,+1}d@) Péchan-
tillonneur de Gibbs présenté précédemment permet de simuler approximativement la loi de
probabilité u(FE)~'u sans avoir a calculer la quantité u(F), appelée fonction de partition en
physique. Un probleme statistique intéressant consiste a estimer les réels (3, m et € a partir
de I'observation de réalisations i.i.d. de u(E)~u, ou d’une trajectoire d’une chaine de mesure
invariante pu.

0.11 Estimation du noyau et de la mesure invariante

Estimation du noyau de transition

Soit (X,,) une CM(E,v, P) récurrente irréductible positive, et soit p son unique loi invariante.
La suite ((X,,, X,+1)) est une chaine de Markov sur E x E de noyau Q((z, z'), (y,v")) = P(y,v/)
si ' =y et Q((z,2),(y,y')) = 0 sinon. Ce noyau est récurrent irréductible positif. Sa loi
invariante est donnée par (z,2') — p(z)P(x,z’). En vertu du théoréme 0.7.1, on obtient tout
x et y dans F

card{l < k< mi(Xem, Xi) = (2.9)} pe ple)P(2,9)

=P .
card{l < k < n; X, = 2} oo () (z,9)

Cela fournit un estimateur de P(z,y). Il se trouve qu'il s’agit de l’estimateur de maximum de
vraisemblance qui maximise la log-vraisemblance

P — log (V(Xo) [TP(xee, Xk)) = log(v(Xo)) + Y _ log(P(X1, X))

sur I’ensemble convexe des noyaux de transition sur E. Lorsque le noyau a estimer est défini de
maniere paramétrique, le maximum de vraisemblance reste un estimateur tout a fait intéressant.
Estimation de la mesure invariante

Soit (X,) une CM(E,v,P), irréductible récurrente positive, et u son unique loi invariante

donnée par u(x) = 1/E*(T,). Il est bien siir possible d’estimer p via T, & partir d’une seule
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trajectoire de la chaine, ou de plusieurs trajectoires de la chaine. Alternativement, le théoreme
0.7.1 fournit un estimateur direct N}'/n de p(z) & partir d’'une trajectoire de la chaine. Plus
généralement, ce théoreme montre que I’histogramme des valeurs prises par la chaine le long
d’une trajectoire fournit un estimateur de la mesure pu.

Lorsque P est récurrent irréductible mais pas positif, la mesure invariante p n’est définie
qu’a une constante multiplicative pres. Un estimateur de p(y)/u(x) = p.(y) s’obtient de la
méme manieére grace au théoreme (0.7.1).

Lorsque P est apériodique, toutes les lignes de P™ convergent vers p, en vertu du théoréme
0.9.3. La suite récurrente définie par vy = v et v,1 = v, P converge vers pu. Il est également
possible d’estimer p en utilisant un échantillon de la loi £(X,,) lorsque cela est plus commode.

0.12 Cas des espaces d’états finis

Lorsque E est fini, de cardinal m, nous assimilons les noyaux de transition sur E a des
matrices m x m, les mesures sur F aux vecteurs lignes de R™, et les fonctions de E dans
R a des vecteurs colonnes de R™. Le terme noyau de transition est souvent remplacé par le
terme matrice markovienne ou matrice stochastique. Le noyau spécial I n’est rien d’autre que
la matrice identité. Comme E est fini, toute mesure p vérifie u(E) < oo et u(E) i est une loi
sur F. Toutes les fonctions sont bornées et intégrables pour toutes les mesures.

0.12.1 Reécurrence, invariance, apériodicité, ergodicité

Soit P un noyau de transition sur £ fini et de cardinal m. Une mesure p est invariante si
et seulement si le vecteur colonne " est un vecteur propre de PT associé a la valeur propre 1.
De méme, une fonction f est harmonique si et seulement si le vecteur colonne f est un vecteur
propre de P associé a la valeur propre 1.

Existence de loi invariante par un argument spectral

Le vecteur (1,...,1)T est toujours harmonique pour P. Autrement dit, le réel 1 est toujours
valeur propre de P, associée au vecteur propre (1,...,1)". Il en découle que 1 est également
valeur propre de P, mais les espaces propres ne sont pas ceux de P en général. Cependant, soit
x un vecteur propre (complexe) de P associé a la valeur propre 1, alors il en est de méme du
vecteur (|z1], ..., |T,])" ot m := card(E), et le vecteur ligne (>_7", |z|,) "', constitue donc une
loi invariante pour P. En effet, si y; := |z;] et 2z := PTy —y, alors z; > |(PT93)1| — |z;] = 0 pour
tout ¢ en vertu de I'inégalité triangulaire car P est a coefficients réels positifs. Or z14---+2, =0
car P est un noyau de transition, d’'ou z = 0.
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Unicité de la loi invariante par un théoréme de Liouville

Soit f une fonction harmonique pour un noyau irréductible P. Comme E est fini, il existe
un x € F tel que f(x) = M ou M := max,cp f(2). Supposons qu’il existe y tel que f(y) <
M. Comme P est irréductible, P"(z,y) > 0 pour un entier n. La fonction f est également
harmonique pour P", et donc f(z) = 3> o P"(z,2)f(2) = P"(2,y) f(y)+>_,., P"(x, 2) [ (2) <
M, ce qui contredit la définition de z. Ainsi, les fonctions harmoniques d’un noyau irréductible
sur F fini sont les fonctions constantes. Par conséquent, ’espace propre de P associé a la valeur
propre 1 est de dimension 1, et il en est donc de méme pour P . Ainsi, un noyau irréductible
admet une unique loi invariante (nous savons déja qu’elle existe).

Existence de loi invariante par un argument de convexité-compacité

En utilisant 1’écriture matricielle, ’ensemble Ag des lois de probabilité sur E est le sous-
ensemble de R™ formé par les vecteurs ligne (py,...,pm) avec p1 2 0,...,pym = 0et py + -+ +
Pm = 1. Soit py € Ag. Comme Ap est convexe, ji, 1= n%l(/ﬁo + P + -+ 4+ poP™) € Ag pour
tout m. D’autre part, comme Ag est compact dans R™, le théoreme de Bolzano-Weierstrass
assure 'existence d’une sous-suite convergente (i, ) de limite 4 € Ag. On a alors uP = p car

:uTLkP (NOP +---+ IUOP1+T”“) = lin, + (NO _ M0P1+nk).

Toute valeur d’adhérence de (1) est une loi invariante pour P. La réciproque est vraie car si jq
est invariante pour P, la suite (,,) est constante et égale & p. Lorsque E est infini, 'argument
de convexité subsiste, mais celui de compacité ne tient plus.

Caractérisations de ’apériodicité

Lorsque F est fini, la période d d’'un noyau est toujours inférieure ou égale au cardinal de
E. Pour un noyau P irréductible sur F fini, il y a équivalence entre

1. P est apériodique;

2. 1 est la seule valeur propre (complexe) de P de module supérieur ou égal a 1;

3. il existe un entier r tel que P"(x,y) > 0 pour tout x et y et tout n > r.

Une preuve de cette équivalence se trouve par exemple dans [3, théoréeme 6.6]. Elle fait appel a
des arguments simples concernant 1’algebre des entiers et ’algebre linéaire.

Récurrence et invariance

Le théoreme suivant complete I’étude du cas fini.
Théoréme 0.12.1 (Récurrence et invariance). Si (X,,) est une CM(E,v,P) sur E fini, alors

1. Er est non vide et il n’y a pas d’état récurrents nuls. Toutes les classes de récurrence sont
positives. Si P est irréductible, alors il est récurrent irréductible positif;
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2. P(Tg, < o0) = 1. La chaine est presque strement capturée par une classe de récurrence.
Quand tous les états récurrents sont absorbants, la chaine finit p.s. par étre constante;

3. si (P™(x,-)) converge, sa limite est une loi de probabilité invariante;

. les mesures invariantes ne chargent pas ET, et si Ry, ..., R, sont les classes de récurrence
) ) )
de P, alors chaque R; porte une unique loi invariante p;. Les mesures invariantes pour P
) (] T
sont les combinaisons convexes de la forme aipy + -+ -+ o pby 0% o, . .., «, sont des réels
Y )

positifs ou nuls. Les lois de probabilité invariantes correspondent auz cas ot oy +- - -+, =

1 .
)

5. Uespace propre de (Pr,xr,)' associé a la valeur propre 1 est de dimension 1, et contient
un unique vecteur a composantes positives dont la somme vaut 1, qui est précisément p;;

6. P est irréductible si et seulement si P admet une unique loi invariante;

7. une classe irréductible est close si et seulement si elle est récurrente. Les classes irréduc-
tibles dont aucune fleche ne sort sont récurrentes, tandis que les autres sont transitoires.
Un état x est transitoire si et seulement s’il existe un état y tel que v — y ety /4 x. La dé-
composition de [’espace d’état ne dépend que de la connectivité du graphe des transitions,
c’est-a-dire des fleches mais pas de leur poids.

Démonstration. Siy € Ep, alors Y~ P"(z,y) = H(z,y) < oo donc lim, .., P"(z,y) = 0.
L’usage de la somme finie ZyeE P"(z,y) = 1 donne alors lim, .., P*(X, € Er) = 1. En
particulier, Er ne peut pas étre vide. De plus P*(Tg, = 00) = P*(Ng, = 0) < P*(X,, € ERg)
pour tout n > 1. Il en découle que P*(Tg, = oo) = 0 pour tout € E. Enfin, comme les
classes de récurrence sont finies, elles sont récurrentes positives en vertu du théoreme 0.6.6.
La troisieme assertion est immédiate en écrivant P"*1(x,-) = P*(x,-)P. Pour montrer que les
mesures invariantes ne chargent pas Er, on constate que y °  P"(x,y) = H(z,y) < co pour
tout y € Er et tout x. En particulier, (P"(x,y)) converge vers 0 quand n — oo, et si u est
invariante, alors p(y) = > . p p#(z)P™(x, ), qui converge vers 0 quand n — oo. Le reste découle
des remarques précédentes. O

Loi forte des grands nombres

Quand F est fini, la loi forte des grands nombres du théoreme 0.7.2 peut étre obtenue par une
méthode de martingales. En effet, on peut supposer que card(E) > 1 et que f est de moyenne
nulle pour p sans difficulté. Le cas ou f est identiquement nulle est sans intérét. Comme E est
fini, toutes les fonctions sont bornées et intégrables pour toutes les mesures. Pour toute fonc-
tion g : E — R, la suite (Y},) définie par Yy := 0 et Y, := —g(X,,) + g(Xo) + >_r_;(Lg)(Xx-1)
est une martingale de carré intégrable (théoreme 0.5.3). Son processus croissant vérifie (Y) =
S [P(¢*) — (Pg)?*(Xk—1) = O(n). En vertu d’un théoréme sur les martingales, la suite
(n=1Y,,) converge p.s. vers 0. D’autre part, lim,, ., n~'(—g(X,)+g(Xy)) = 0 p.s. car g est bor-
née. Comme P est irréductible sur E fini, les fonction harmoniques sont les fonctions constantes
(propriété de Liouville), et par conséquent 1’équation de Poisson Lg = f a une solution g si et

Copyright (© 2006, B. Bercu & D. Chafai. 2.0 du 2006-12-01. Document électronique créé le 18 janvier 2007, 22:39. Page n°34.



0.12. CAS DES ESPACES D’ETATS FINIS 35

seulement si f est de moyenne nulle. Cette solution n’est pas constante car f est non identi-
quement nulle.

0.12.2 Convergence géométrique vers 1’équilibre et couplage

Le théoreme 0.12.2 ci-dessous fournit une borne supérieure géométrique pour la vitesse de
la convergence vers 1’équilibre. Il renforce le théoreme 0.9.3. Ce résultat permet par exemple
un contrdle de l'erreur dans l'algorithme de Metropolis-Hastings.

Théoréme 0.12.2 (Convergence géométrique vers |'équilibre). Soit P un noyau de transition sur

E fini, irréductible et apériodique, et soit ji son unique loi invariante. Alors lim, .o |P™(x,) — pl| yp =
0 pour tout x dans E. De plus, il existe un réel 0 < p < 1 et un entier r > 0 qui dépendent de

P tels que max,eg [|[P™(z,-) — pil| yyp < pl™/7).

Démonstration. L'hypothese sur P assure l'existence d'un entier r tel que P" ait tous ses
coefficients non nuls. Par ailleurs, la loi invariante p charge tous les états. Par conséquent, il
existe un réel 0 < ¢ < 1 tel que P"(x,y) > eu(y) pour tout = et y. Posons p := 1 — . Soit M
le noyau de transition sur E dont toutes les lignes sont identiques a p. Grace a la définition
de ¢, la matrice Q := p~}(P" — (1 — p)M) est un noyau de transition sur E. Notons que
P" = (1 — p)M + pQ. Pour tout entier &, on a

Pour le voir, on observe que RM = M pour tout noyau de transition R (car les lignes de M
sont identiques), et que MR = M pour tout noyau de transition R qui admet ¢ comme mesure
invariante. Il en découle que pour tout entier i,

Prk+i - M = pk(Qsz o M)

Par conséquent, il vient P™*i(x,y) — u(y) = (P™* — M)(z,y) = p*(Q*P? — M)(xz,y) pour
tout x et y dans E. Comme QFP’ et M sont des noyaux de transition,

> [P, y) = uly)] < Y QP (e, y) + Mx,y) = 20",

yer yeE

Cela entraine ||[P™(z, ) — ully+ < p". Le résultat final s'obtient en écrivant n = kr + i avec
k = |n/r] ou [n/r| désigne la partie entiere du réel n/r. La méthode est valide pour tout
p>1—min, yep(P"(z,y)/1(y)). Elle est tirée de [21, Chapitre 3]. O

Remarque 0.12.3 (Spectre). L’étude des noyaux de transition sur un espace d’état fini bénéficie
de la théorie spectrale des matrices a coefficients réels positifs, élaborée au tout début du
vingtieme siécle par Perron et Frobenius, et esquissée par exemple dans [16, section 6.8], [18,
Chapitre 8], ou encore [2]. D’autre part, il est possible de relier la constante p du théoréeme
0.12.2 a la seconde plus grande valeur propre du noyau PP*, ou P* désigne le noyau défini
par P*(x,y) := pu(z)P(x,y)/u(y). Certains aspects sont développés par exemple dans [29], en
liaison avec des inégalités fonctionnelles de type Poincaré et Sobolev logarithmique.
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Remarque 0.12.4 (Convergence abrupte). Dans bon nombre de modeéles, la décroissance en
variation totale est bien plus abrupte qu’'une simple suite géométrique. Ce phénomene est
illustré sur 'exemple de I'urne d’Ehrenfest de la section 0.14.3 page 44.

Il est possible d’établir le théoreme 0.12.2 en reprenant la preuve du théoreme 0.9.3 basée
sur un couplage indépendant. En effet, comme P est irréductible et apériodique sur E fini,
il existe un entier r tel que € := min, yep P"(z,y) > 0. Soit (X,,) et (Y;,) deux chaines de
Markov indépendantes de noyau P” et de lois initiales d, et u, ou p est I'unique loi invariante
de P. La suite (Z,,) est une chaine de Markov sur F X E de loi initiale 0, ® p et de noyau
Q((z,y), (2',y)) := P"(x,2")P"(y,y). En particulier, min, ,cpyxr Q(z,2") = €% Si T désigne
le temps de couplage de (X,,) et (Y;,), alors pour tout entier k, en notant z, := (z,x),

P(TC > k‘) <P(Zl 7£Z*,...7Zk %Z*)
- Z M(y)Q((xa y), Zl) T Q(Zk—h Zk)

Yy 21 F 2 yee ey 2 o2
<1-er

Comme L(Yy) = pP* = p et L(X}) = 6,P* = P*(z,+), le théoréme 0.9.1 conduit &
IP*" (2, ) = pillyr < (1 =€)
A présent, tout entier n s’écrit n = kr +1i avec k = |[n/r] et 0 <i < r. On a enfin

1P"(z,) = pllyr = ||Pkr($7 )P’ — fllyr < ||Pkr($a )= pllyr < (1= 82)an.

0.12.3 Temps de recouvrement

Soit (X,,) une chaine de Markov irréductible d’espace d’état fini E. Le temps de recouvrement
de E par la chaine est la variable aléatoire 7 := min{n > 0; £ = {X, ..., X, }}. Cette variable
aléatoire est finie presque stirement car la chaine est récurrente irréductible.

Considérons par exemple la marche aléatoire simple sur le tore discret £ := Z?/dZ?. Le
temps de recouvrement dépend de d, mais ne dépend pas de la loi initiale car le noyau est
homogene en espace. Dembo, Perez, Rosen, et Zeitouni ont établi en 2004 dans [8] que

T p 4
—_— % —_—
(dlog(d))? d—too 7’

prouvant ainsi une conjecture formulée par Aldous vers 1989. La preuve repose sur un résultat
similaire pour le mouvement brownien sur le tore continu. L’étude des temps de recouvrement
est délicate. Certaines techniques sont présentées dans le cours [7] par exemple. L’écriture d'un
programme illustrant le résultat précédent constitue un excellent exercice.
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0.13 Coalescences et algorithme de Letac-Propp-Wilson

Soient (X,,) et (Y,,) deux chaines de Markov indépendantes de méme noyau de transition P,
et T leur temps de couplage. La suite (Z,) := ((X,, Y,,)) est une chaine de Markov sur £ x F,
et ses deux composantes (X,,) et (Y;,) sont des chaines de Markov indépendantes de noyau P.
Cependant, bien que X, = Y7, les suites (X,,) et (Y,,) n'ont aucune raison de rester accolées
apres le temps T¢. Posons 7!, := (X,,,Y,) sin < T¢ et Z, := (X,, X,,) si n > Te. En vertu de
la propriété de Markov forte, les composantes (X,,) et (Y,/) de (Z!) sont des chaines de Markov
sur I/ de noyau P. Par construction, elles restent accolées apres I'instant de premiere rencontre
(coalescence). Elles ne sont pas indépendantes. De plus, la suite (Z/)) est une chaine de Markov
sur £ x F, de noyau Q donné par

P(z,2")P(y,y") siz#y
Q((z,y), (2,y) = { 0 siz=yeta' #vy .
P(z,2) sizx=yeta' =y

La suite (Z])) constitue le couplage coalescent de P, construit a partir du couplage indépendant
(Zy,). Les composantes des suites (Z,) et (Z!) possedent le méme temps de couplage T¢.

Lorsque P possede une loi invariante p, rien ne garantit que la variable aléatoire X, (qui
est égale a Y7,,) suive la loi . Il parait donc vain d’utiliser un couplage coalescent pour accéder
a 1 en un temps fini. Cette intuition est fausse.

0.13.1 Coalescences de suites récurrentes aléatoires

Nous reprenons ici 'approche récursive utilisée pour construire et simuler les chaines de
Markov. Soit P un noyau de transition sur F et g : E' x [0,1] — E la fonction associée fournie
par le théoreme 0.4.1. On note G : E — E la fonction aléatoire définie par G(z) := g(x,U), ou
U suit la loi uniforme sur [0, 1]. Soient (G,,) une suite i.i.d. de fonctions aléatoires de E dans
E, de méme loi que G, construites a la maniére de GG en utilisant une suite (U,,) de variables
aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout n, on construit les applications aléatoires
A, F— FEetB,:E— FE en posant

An::GnO”.OGl et Bn::Glo"'oGn'

On convient que Ay et By sont égales a 'application identité de E. Pour tout = € E et tout
n, les variables aléatoires A, (x) et B,(x) suivent la loi P"(z,-). Les suites (A, (x)) et (B,(z))
ont les mémes lois marginales de dimension 1, mais n’ont pas la méme loi en général. La suite
(A, (z)) est une chaine de Markov sur £ de noyau P et de loi initiale d,. En revanche, la suite
(B,(z)) n’a aucune raison d’étre une chaine de Markov, car le temps est inversé en quelque
sorte. Nous définissons a présent les temps de contraction T4 et Tz & valeurs dans NU {co} par

Ty :=inf{n > 0;card(A,(E)) =1} et Tp :=inf{n > 0;card(B,(F)) = 1}.
On dit que G est contractante lorsque p := P(card(G(FE)) = 1) > 0.
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Théoréme 0.13.1. Si G est contractante, alors P(Tp < 00) = 1 et il existe une variable aléatoire
xrp a4 valeurs dans E telle que B, (x) = xp pour tout x € E et tout n > Tg. De plus, si ug
désigne la loi de xp, alors lim, .. P"(z,y) = pup(y) pour tout x et y. En particulier, up est
["unique lot invariante de P.

Démonstration. Par construction, les événements C,, := {card(G,(E)) = 1} sont indépendants
et de méme probabilité p := P(card(G(E)) = 1) > 0. Le lemme de Borel-Cantelli entraine que
presque stirement, card(G,,(EF)) = 1 pour une infinité de valeurs de n. Cela assure en particulier
que P(Ts < o0) = 1. Le temps aléatoire T définit presque siirement un singleton aléatoire
{zp} tel que Br,(z) = xp pour tout z € E. Il en découle que B, (z) = zp pour tout z € F
et tout n > Tp. En effet, B,(x) = Br,((Gryi10---0Gy)(z)) = xp. Cela correspond a une
coalescence des trajectoires des suites (B, (z)) quelque soit leur état initial x. Si up désigne la
loi de xpg, alors le théoreme de convergence dominée entraine que pour tout x € E et toute
fonction bornée f : EF — R,

lim E(f(B, (x)) = lim E(f(Bo(2))izy5n)) = E(f(25)) = ia .

Comme E(f(B,(z))) = P"(z,-)f, on obtient lim, ., P"(x,y) = pp(y) pour tout = et y. O

Lorsque G est contractante, on a également P(Ty < 0o) = 1 et Ty définit presque stirement
un singleton aléatoire {x 4}, vérifiant Az, (x) = x4 pour tout z € E. Cependant, la définition
de (A,) n’assure pas que A,(x) = x4 pour n > T4 et tout x € E, et le raisonnement utilisé
pour up ne peut pas étre utilisé pour la loi s de 4. Observons que pour tout x et y dans E,
la suite ((X,,Y,)) == ((An(z), A, (y))) est un couplage coalescent de P, de loi initiale 6, ®@ J,,.
Si T désigne le temps de couplage associé, alors Te < Ta. La suite ((B,(z), Bn(y))) quant a
elle est parfois qualifiée de couplage par le passé, ou encore CETP (Coupling From The Past).

En pratique, il n’est pas commode de déterminer le temps de coalescence Tp car il fait
intervenir tous les états initiaux possibles. Le résultat suivant fournit une alternative.

Théoréme 0.13.2. Supposons que E soit ordonné et que g(z,-) : [0,1] — E est constante par
morceauz et croissante pour tout x € E. Supposons également que E posséde un plus petit
élément x, vérifiant € = inf,cp P(z,x,) > 0. Soit o le temps aléatoire a valeur dans N* et de
loi géométrique de moyenne 1/e défini par

=inf{n > 1,U, <¢e}.

Alors By(x) = By_1(x4) pour tout x € E et tout n > o. Si u désigne la loi de B,_1(x.), alors
lim,, .o P"(z,y) = p(y) pour tout x ety dans E. En particulier, p est l'unique loi invariante

de P.

Démonstration. L’application aléatoire G est contractante car P(G(E) = {z.}) > ¢ > 0 par
définition de €. La mesure de Lebesgue du premier morceau de la fonction g(z, -) vaut P(z, z.).
Par conséquent, g(z,u) = x, pour u < € et tout x € E. Notons que P(0 < oo) = 1. La définition
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de o assure alors que G,(z) = g(z,U,) = z, pour tout = € E. Ainsi, G,(E) = {z.} et par
conséquent B, (F) = {By_1(x4)} est un singleton. Ainsi, B,(z) = B,_1(x,) pour tout x € E et
tout n > o. Il suffit alors de procéder comme dans la preuve du théoreme 0.13.1. n

0.13.2 Algorithme de Letac-Propp-Wilson

Comme E est au plus dénombrable, il est toujours identifiable a N, ce qui le muni d’un ordre
total et d’un plus petit élément x,. Il suffit alors de choisir pour g(z,-) : [0,1] — E I'inverse de
la fonction de répartition de P(x, ), qui est bien constante par morceaux et croissante. Lorsque
P est irréductible et apériodique sur £ fini, alors ¢ := min, , P"(x,y) > 0 pour un entier r.
Définissons le temps aléatoire o avec cette valeur de . Le théoreme 0.13.2, appliqué au noyau
P” en lieu et place du noyau P, assure que la loi u de B,_1(z,) constitue I'unique loi invariante
de P". Comme la loi invariante de P est également invariante pour P”, il en découle que pu est
I'unique loi invariante de P. Cet méthode permet de simuler de fagon exacte la loi invariante .
La complexité de I'algorithme est géométrique, puisque o suit une loi géométrique de moyenne
1/e.

Réciproquement, partant d’une loi p sur F fini, il est toujours possible de construire un
noyau P irréductible et apériodique pour lequel p est invariante. Un noyau de Metropolis-
Hastings peut convenir par exemple. Si la fonction g associée est bien choisie, la loi p peut alors
étre simulée en simulant la variable aléatoire B,_i(x) construite a partir d’une puissance P"
adéquate et d'un état initial = quelconque. Cet algorithme de simulation est attribué en général
a Propp et Wilson, suite a leur article [27] publié en 1996. Cependant, le principe de cette
méthode remonte en réalité a un travail beaucoup plus ancien de Letac publié en 1986 dans
[20], comme le soulignent tres justement Diaconis et Freedman dans [10, 11]. Contrairement a
I’algorithme de Metropolis-Hastings, 1'algorithme de Letac-Propp-Wilson permet de simuler p
de fagon exacte. Il nécessite cependant de bien choisir la fonction g.

0.14 Quelques exemples classiques

0.14.1 Processus de vie ou de mort sur N

Ces processus correspondent aux chaines de Markov sur N dont le noyau vérifie P(z,y) = 0
si |x —y| > 1. Ils permettent de modéliser des phénomeénes discrets qui ne peuvent varier que
d’une unité a chaque étape. Soit p,q,r : N — [0, 1] trois fonctions telles p + g +r = 1 sur N et
q(0) = 0. Le processus de vie ou de mort associé est la chaine de Markov sur N de noyau de
transition P donné par P(z,-) = ¢(x)d,—1 + ()0, + p(x)d,41. En d’autres termes,

q(z) siy=x-1
P(,y) = {r() siy=s

’
p(r) siy=z+1
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F1c. 5 — Mouvements possibles pour un processus de vie ou de mort.

Cas irréductible général

Supposons que p > 0 sur N, et ¢ > 0 sur N*, ce qui garantit que P est irréductible.
Considérons le systeme d’équations associé a la probabilité d’atteinte de 0 fourni par le théoreme
0.5.1. Recherchons la solution positive ou nulle minimale agpy(z) := P*(79 < 00). Si a est
solution, alors (a(x 4+ 1) — a(x))p(z) = (a(z) — a(x — 1))g(x) pour tout = > 0, et a(0) = 1. En
posant y(0) := 1 et pour > 0

q(1)---q(x)
(

1) p(x)’

p

il vient a(z + 1) = 14 (y(0) 4+ --- + v(z))(a(1) — 1). Maintenant, si Y>> ,v(z) = oo, alors la
condition 0 < a(x 4+ 1) < 1 entraine que a(1) = 1, et donc que agpy(x) = 1 pour tout x. Si en
revanche Y > v(z) < oo, alors la solution positive ou nulle minimale est donnée par

aion(z) = 2= 7W)
o S0 (w)

En vertu de la propriété de Markov forte, P°(Ty < oo) = P(0,0) + P(0,1)P (T, < oc). Or
P(0,0) + P(0,1) = 1 avec P(0,1) = p(1) > 0, et P(Ty < 00) = P!(19 < 00) = agoy(1). Par
conséquent, P est récurrent si et seulement si ago1(1) = 1, c’est-a-dire si et seulement si

> (@) =

Il en découle en particulier que le noyau P est récurrent si limsup, . (¢(x)/p(z)) > 1, et
transitoire si liminf, . (q¢(x)/p(z)) < 1. Un calcul direct montre qu'une mesure p sur N est
invariante pour P si et seulement si pour tout x > 0,

p(z +1)p(0) - p(z) = p(0)q(1) - - - g(z + 1).

Le théoreme 0.6.6 entraine alors que P est récurrent positif si et seulement si

> 1
2 o) <

—y(x

V() =
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Marche aléatoire simple sur N réfléchie en 0

Correspond au cas ou 1 est identiquement nulle et p(z) = ¢(z) = 1/2 pour tout > 0. Dans
ce cas, la chaine est récurrente nulle et les mesures invariantes sont les mesures proportionnelles
a la mesure de comptage sur N. La période vaut 2.

Processus de mort

Correspond au cas ou la fonction p est identiquement nulle et ot ¢ est strictement positive
(sur N*). L’état 0 est absorbant, et tous les autres états sont transitoires. Les classes irréduc-
tibles sont des singletons. Les trajectoires sont décroissantes, et la chaine est presque-siirement
absorbée par 0.

Processus de vie

Correspond au cas ou la fonction g est identiquement nulle et ol p est strictement positive.
Les trajectoires sont presque-siirement croissantes. Tous états sont transitoires, et les classes
irréductibles sont des singletons. Lorsque p est constante, on retrouve le processus de Bernoulli
de 'exemple 0.1.5.

Files d’attente a temps discret

Dans cette interprétation, X,, représente le nombre de clients dans la file d’attente a I'instant
n. Sur I'événement {X,, = x}, p(z) (resp. q(z)) est la probabilité que la file perde (resp. gagne)
un client.

0.14.2 Marche aléatoire simple sur Z¢

Le concept de marche aléatoire est apparu dans les travaux du physicien Rayleigh en acous-
tique vers 1880 et dans ceux du statisticien Pearson vers 1905 en biométrie. Le nom « Marche
aléatoire » est attribué au mathématicien George Polya vers 1920. On lui doit la classification
des états en toute dimension dans [28].

Une suite de variables aléatoires (X,,) & valeurs dans Z? est une marche aléatoire simple
lorsque la suite de ses accroissements (Y,) = (X,41 — X,,) est ii.d. de loi uniforme sur
{+ey,...,Feq} ot {ey,...,eq} désigne la base canonique de R?. On a donc

Xn+l:Xn+Yn:X0+}/i++Yn

La suite (X,,) est une martingale pour sa filtration naturelle. La suite (X,,) est également une
chaine de Markov sur Z?, de noyau de transition P donné pour tout z et y dans Z? par
1 .
57 S|z — = |x] — et |Tg — =1
Play) = { o = glly =l =gl 4+ o = gal = 1
0  sinon
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+e9

N

N

—€1 @ [ ] ® e

N

N

—ey

FI1G. 6 — Mouvements possibles pour une marche aléatoire simple dans Z2.

La condition ||z —y||, = 1 signifie que = et y sont voisins sur le réseau Z¢. Tous les états
communiquent, et la chaine est irréductible. Les seules mesures invariantes sont les multiples
de la mesure de comptage sur Z?. Elles sont de plus symétriques. Il n’y a pas de loi invariante.
Il en découle que les états sont soit tous transitoires, soit tous récurrents nuls. La période
vaut 2. Lorsque d = 1, les entiers relatifs X,, — Xy et n sont de méme parité, et la suite
(3(X,, — Xo + n)) est un processus de Bernoulli de parameétre 3. Plus généralement, pour tout
d>1,laloi L(X, — Xo) = L(X,]| Xo=0) =P"(0,-) est la loi image par I’application

(kl, ey kgd) - NZd — (kl — kg, . ,kgd,1 — kgd) € Zd
de la loi multinomiale symétrique sur N2 suivante :
1 *n Y n'
g0 T 0e) | = (2d) > T o Otk ekaa):
fy b hogen L 2d

I1 faut penser a n jets indépendants d'un dé a 2d faces étiquetées {+ey, —eq,...,+eq, —€q}.
Cette formulation multinomiale fournit immédiatement pour tout d et tout n,

P (0,0)= Y n

rl2ergl?
2r14-42rg=n 1 d

En particulier, P?"*1(0,0) = 0 pour tout n et d, ce qui n’est pas surprenant car la période vaut
2. Nous avons déja obtenu dans ’exemple 0.3.2 la récurrence de P lorsque d = 1, en démontrant
que H(0,0) :=>">° /P"(0,0) = oo grace a la formule de Stirling. Lorsque d = 2, nous avons

2
. o (2n)!  (2n)! n! \°  (2n)! (2n)!
P7(0,0)=4 Z 1121912 42np)2 Z rilral) 422 pl2
ri4+re=n ri+r2=n
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de sorte que H(0,0) := > >° P"(0,0) = oo en vertu de la formule de Stirling. Ainsi, P est
récurrent pour d = 2. Il est possible de procéder de la sorte pour établir que P est transitoire
pour d = 3. Cependant, cette approche combinatoire est difficile a mettre en ceuvre pour
les dimensions d supérieures. Une méthode basée sur la transformée de Fourier permet plus
généralement d’établir que H(0,0) = oo pour tout d > 3. Ainsi, tous les états sont récurrents
nuls lorsque d < 2 tandis qu’ils sont tous transitoires quand d > 3. On trouve dans [30], [14],
et [19] les estimées précises de H,, := >_}'_ P* suivantes dérivées d'un TLC local :

4+ 0(1) sid=1
H,(z, ) = H,(0,0) = q Llog(n) + O(1) sid=2-
constante + O(n?=9/2) sid >3

La suite (Y,,) des accroissements de (X,,) sur Z?¢ peut s’écrire Y,, = V,,D,, pour tout n > 0 ou
(D,,) est une suite i.i.d. de loi uniforme sur {ey,...,es} et (V},) une suite i.i.d. de loi uniforme
sur {—1,+1}, indépendante de (D,,). Supposons & présent que d > 1. Ecrivons X,, sous la forme
Xy = (Xn1,--, Xna) = Xn1€1 + - + Xpaeq. Les composantes (X,1), ..., (X,q) ne sont pas
indépendantes, et ne sont pas des marches aléatoires simples unidimensionnelles. Ce sont en
revanche des chaines de Markov de méme loi, de noyau commun Q sur Z donné par

5 sijlz—y|=1
Qr,y) =L siz=y
0 sinon
Il est irréductible, apériodique, et récurrent nul, et s’écrit Q = éPl + (1 - é)I ou Py est
le noyau de la marche aléatoire simple sur Z. Réciproquement, soient (Z,1),...,(Z,q) des

marches aléatoires simples sur Z, indépendantes. La suite (Z,,) & composantes indépendantes
définie par Z,, :== (Zn1, ..., Zna) = Zna€1+ -+ -+ Zygeq est une chaine de Markov sur 7% dont
le noyau de transition R est donné par

ey~ {# Sl = =l =1
’ 0 sinon

Le noyau P impose une évolution parallele aux axes, tandis que R impose une évolution « diago-
nale ». De plus, z < 2’ pour R si et seulement si les d composantes de z— 2z’ sont toutes de méme
parité. Lorsque d = 2, le noyau R possede deux classes irréductibles (celles de 0 et e;), tandis
que P n’en possede qu'un seule. Cependant, les projections orthogonales (X, 1 + X, 2)/ V2 et
(X1 — Xno)/ V2 de la marche aléatoire simple bidimensionnelle sur les deux diagonales prin-
cipales de Z? sont indépendantes et constituent des marches aléatoires simples sur Z/ V2. 1l est
possible d’utiliser cette propriété pour montrer que (0,0) est récurrent pour P lorsque d = 2.

(function masunidim (x,r,n) W
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%MASUNIDIM(x,r,n)

% Simule r trajectoires de n pas issues de x pour la MAS simple sur Z.
clf; hold on; xlabel(’Temps’); ylabel(’Valeur spatiale dans Z’);
t=sprintf('%i trajectoires de la, marche aléatoire simple’  r);

title (t); plot(cumsum([ones(1l,r)*x;2x*(2*xrand(n,r)>1)—1]));

10 trajectoires de la marche aléatoire simple

100

Valeur spatiale dans Z

1 1 1
200 400 600 800 1000 1200

Fi1Gc. 7 — Trajectoires d'une marche aléatoire simple sur Z.

0.14.3 Urne d’Ehrenfest

Le physicien Ehrenfest a proposé un modele élémentaire de diffusion de molécules d'un gaz
dans une enceinte constituée par deux récipients qui communiquent. Assimilons les récipients a
des urnes et les molécules a des boules indistinguables. On considére donc deux urnes contenant
respectivement k et d — k boules avec k < d et d > 1. A chaque étape, on choisit de facon
équiprobable 'une des d boules et on la change d’urne. Soit X,, le nombre de boules dans la
premiére urne a ’étape n. Conditionnellement a {X,, = x}, on déplace une boule de la premiere
urne vers la seconde avec probabilité x/d et réciproquement avec la probabilité 1 — z/d. La

Copyright (© 2006, B. Bercu & D. Chafai. 2.0 du 2006-12-01. Document électronique créé le 18 janvier 2007, 22:39. Page n°44.



0.14. QUELQUES EXEMPLES CLASSIQUES 45
Y YahYaR YR YER
©o o o6 o O 6 O
NN NN NN

F1G. 8 — Graphe des transitions de la chaine d’Ehrenfest pour d = 6.

suite (X,,) est une chaine de Markov sur {0, ...,d} de matrice de transition

01 0 0
1 d—1
a0
03 0 7

d—2 2

S0

7 V3

0 0 1 0

En d’autres termes, £(X,11|X,) = d_dX" 0x,+1+ %5)(”_1. Tous les états communiquent et la
chaine est donc récurrente irréductible positive puisque ’espace d’état est fini. La loi binomiale
p = B(d,1/2) = 274 Zi:o Ck5, est symétrique donc invariante et réversible. En particulier,
E*(T,) = 1/p(x) = 2¢/C% pour tout z. Lorsque d est pair, cette espérance est minimale pour
z = d/2 et maximale pour z = 0 et z = d. La formule de Stirling donne E¥2(T5) ~q \/7d/2.
De méme, E4(Ty) = E°(Tp) ~q 2¢, et cette quantité est considérable lorsque d est de 1'ordre du
nombre d’Avogradro®. L’expression de £(X,11 | X,,) fournit E(X,, 41| X,) = (1 — %)Xn + 1. Par

récurrence sur n, on obtient également que

E(Xn|X0):g+ (1—2)n<x —%).

Par conséquent, (E*(X,,)) converge vers d/2 pour tout x. En moyenne, la chaine oublie I’état
initial. Cependant, la période vaut 2, et la chaine ne converge pas en loi. En vertu de la
remarque 0.9.5, le modele peut étre rendu apériodique en introduisant un mélange : une fois la
boule choisie, on tire a pile ou face pour décider de I'urne qui va ’accueillir. Ainsi, la boule ne
change d’urne qu’avec probabilité p € [0, 1]. La nouvelle matrice de transition est pP + (1 —p)I.

3Le nombre d’Avogadro a vaut environ 6.02 x 1023, Par définition, une mole contient a molécules. Une mole
d’un gaz parfait occupe un volume d’environ 22.4 litres aux conditions normales de température et de pression.
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Par exemple, pour p = d/(d + 1), on obtient

d | 1
4 p I—
i+l Tdr1l d+1

d—2 1 2 0
d—1 1
0 0 d 1

—_

Cette nouvelle chaine est apériodique des que 0 < p < 1 et sa mesure invariante est toujours la
loi binomiale B(d, 1/2) (qui est également symétrique et donc réversible).

function [VT,loinv ,P|] = ehrenfestcutoff(d,x,n)

%[VT,loinv ,P]=EHRENFESTCUTOFF(d,x,n)

% Renvoie 1’évolution de 1’écart en variation totale & la loi invariante
% d’une chaine d’Ehrenfest apériodique sur {0,...,d}, d’état initial x.
% Le temps maximum est n.

loinv = bincoef ([0:d],d*ones(1,d+1))/27d;
loini = zeros(1,d+1); loini(x) = 1;
VI=zeros(1l,n); VI(1) = sum(abs(loini—loinv))/2;

P = diag(ones(1,d+1))/(d+1);
for i=1:d, P(i,i+1) = (d+l=i)/(d+1); P(i+1,i) = i/(d+1); end

loi = loini;
for i=1:n, loi = loi x P; VI(i) = sum(abs(loi—loinv))/2; end

=

La figure 9 page 47 illustre la convergence en variation totale vers 1’équilibre pour d = 150,
p=d/(d+1) et Xy = 1. Le graphe possede trois phases distinctes : un plateau, puis une chute
abrupte, suivie enfin d'une décroissance exponentielle vers 0. Le théoreme 0.12.2 ne décrit pas ce
phénomene de convergence abrupte (cutoff en anglais). Une telle convergence abrupte se produit
pour un grand nombre de modeles, et serait due a une multiplicité élevée de certaines valeurs
propres. Cependant, I’étude mathématique de ce phénomene n’est pas tres avancée, et aucune
théorie générale n’a été dégagée a I’heure actuelle, malgré les efforts de plusieurs mathématiciens
talentueux. La convergence abrupte de la chaine d’Ehrenfest a été mathématiquement établie
par Aldous et Diaconis. D’autres exemples sont proposés dans [9] et [33].

0.14.4 Modele de Wright-Fisher

Ce modele a été étudié par Fisher dans [15], puis par Wright dans [32]. Considérons une
population de taille fixe d > 0 dans laquelle chaque individu est soit de type A soit de type B.
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Convergence abrupte d’une chaine d’Ehrenfest apériodique avec d=150 particules.
P(x,x-1) = (x-1)/d, P(x,x) = 1/d, P(x,x+1) = (d-x)/d. La chaine part de 1.
Le logarithme de min(P(x,y)/mu(y)) vaut —43.296258.
Les valeurs propres de P de plus grand module sont 1.000000 et 0.986667.

o
=
T

Variation totale
o
13

. . . . . . . N
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Temps

FiGc. 9 — Convergence en variation totale pour une chaine d’Ehrenfest apériodique.

En génétique, ces types sont par exemple les deux alleles possibles d'un gene particulier dans
une population a reproduction haploide.

Soit X,, le nombre d’individus de la ni*™¢ génération qui possedent ’allele A. Idéalement, le
passage de la génération n a la génération n + 1 s’effectue en tirant au sort avec remise les d
individus de la génération n + 1 parmi ceux de la génération n (qui donc meurent tous). Pour
simplifier ce procédé, on ne retient de la génération n que la fréquence X,,/d de I'allele A. Pour
obtenir la génération n+ 1, on effectue alors d tirages indépendants de loi de Bernoulli B(X,,/d).
Ainsi, le nombre de A obtenus a la génération n + 1 suit la loi binomiale B(d, X,,/d). Cette
simplification consiste en quelque sorte, pour définir les d individus de la génération n + 1, a
effectuer un échantillonnage de taille d dans une population de taille infinie dont la fréquence
de l'allele A est X,,/d. La suite (X,,) est a valeurs dans {0, 1,...,d} et vérifie

‘C(XnJrl | Xn) = B(d7 %) )

La suite (X,,) est une chaine de Markov sur £ := {0,1,...,d} de noyau P donné par

I ORI

Les états 0 et d sont absorbants donc récurrents, tandis que les états 1,...,d—1 communiquent
et sont tous transitoires. Les lois dp = B(d,0) et d4 = B(d,1) sont donc les seules mesures
invariantes. L’absorption par 0 (respectivement d) correspond a 'extinction de 'allele A (res-
pectivement B). La suite (X,,/d) est une chaine de Markov sur {0/d,1/d,...,d/d} C [0,1].
Cette chaine décrit I’évolution du parametre p, = X,,/d d’une loi binomiale de taille d. Plus
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généralement, la version a r alleles de la chaine de Wright-Fisher décrit I’évolution du parametre
Pn = (Pni,- ., Dn,) d'une loi multinomiale de taille d (pour r = 2, c’est une loi binomiale).

function wrightfishertraj(d,n,r,x)

%AWRIGHTFISHERTRAJ(d,n,r,x)

% Trace les n premiers pas de r trajectoires d’une chaine de

% Wright-Fisher issues de x, pour une population de taille d+1.
clf; hold on; xlabel( 'Temps n’); ylabel(’Valeur X n/d’);
tl="Trajectoires, ,d’ "une chaine de ,Wright—Fisher ’;
t2=sprintf(’ pour une population de taille d+1=%i." ,d);
title ([t1,t2]);

for i=1:r,

X(i) = x;
for j=1:n—-1, X(j+1) = sum(rand(1,d) < X(j)/d); end
plot (X/d);

end

Trajectoires d'une chaine de Wright-Fisher pour une population de taille d=100.

0.9

0.8r

0.7

=4
=)

n

0.5

Valeur X /d

0.4

0.3r

0.2

01r

I I . I I I I I I |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Temps n

FiG. 10 — Trajectoires d'un modele de Wright-Fisher.

Probabilité d’extinction

Le théoreme 0.12.1 entraine que le temps d’extinction 7 := inf{n € N; X, € {0,d}} est (un
temps d’arrét) presque sirement fini. En vertu du théoreme 0.5.1, la probabilité ua(z) que la
chaine partant de z soit absorbée par d (extinction de B) est donnée par uu(z) = x/d. Par
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© @

F1G. 11 — Graphe des transitions pour la chaine de Wright-Fisher sans mutation.

symétrie, la probabilité que la chaine partant de z soit absorbée par 0 (extinction de A) est

(d - z)/d.

Martingale

Pour tout n € N, on a E(X,,+1| X,) = dX,,/d = X,,. La suite (X,,) est donc une martingale
bornée. Elle converge alors presque stirement (et dans tout L? avec p > 1) vers une variable
aléatoire intégrable Xo,. On a L( X | Xo = 2) = ua(z)dq+ (1 —ua(z))do, et donc z = E*(X,) =
E*(Xs) = ua(z)d. On retrouve bien uy(z) = x/d.

Temps moyen d’extinction

En vertu du théoreme 0.5.1, le temps d’extinction moyen v(z) := E*(7) vérifie v(z) =
14> cp Pz, y)v(y) pour tout x ¢ {0, d}. Il est difficile d’en déduire une expression explicite
pour v en fonction de z et d. Cependant, lorsque z/d — p €]0, 1] quand d — oo, il est possible
de montrer que le vecteur v/d converge vers la fonction v, : [0, 1] — Ry qui vérifie

p(1 —p)vl(p) = =2 pour O<p<l et v.(0)=wv.(1)=0.

La résolution de cette équation différentielle donne v,(p) := —2(plog(p) + (1 — p)log(1l — p)).
Ainsi, v(z) ~g4 dv.(x/d). Pour une grande population, v(z) ~ —2log(2)d ~ 1.39d lorsque
r &~ d/2, tandis que v(x) =~ 2log(d) lorsque = ~ 1/d. Ainsi, lorsque d est de l'ordre de k
milliards, le temps moyen d’extinction est de 'ordre de d lorsque 1’état initial est équilibré,
tandis qu’il est de 'ordre de k lorsque 1’état initial est tres déséquilibré.

Mutations

Afin de rendre la chaine de Wright-Fisher plus réaliste, on introduit la possibilité de mu-
tations. Le passage de la génération n a la génération n + 1 se fait d’abord en provoquant de
facon indépendante pour chacun des d individus de la génération n une mutation de A & B avec
probabilité psp et une mutation de B a A avec probabilité pg,. Ensuite, on procede comme
pour le cas sans mutation pour obtenir les d individus de la génération n+ 1. La nouvelle chaine
(X]) est donnée par

/ / X7/1 Xrlz XrlL
L(X, 1 ]X,)= B(OL 948~ + pBa (1 - 7)) = B(d,pBA + (¢aB — PBA) 7),
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ol gap := 1 —pap et qpa := 1 — ppa. L’état 0 (resp. 1) n’est plus absorbant deés que pga > 0
(resp. pap > 0). Lorsque gap = ppa, la suite (X)) est i.i.d. de loi B(d,p). La chaine est
récurrente irréductible positive apériodique si 0 < papppa < 1. Dans ce cas, la suite (X))
converge en loi vers la loi invariante. Cependant, elle n’est pas une sous-martingale ni une sur-
martingale puisque E(X | X)) = dppa + (¢aB — ppa)X,,. On peut alternativement effectuer
les mutations aprés coup, ce qui conduit a la chaine de Markov (X) définie par

X// X//
L(Xy | X3) = aas B<d, Fn) +pBAB<d, 1- 7")

ffunction wrightfishertinv(d,p,x,n)

%[P,N,l0i] = WRIGHTFISHERINV(d,p,x,n)

% Estime la loi invariante d’une chaine de Wright-Fisher

% pour une population de taille d+1 et proba de mutation p.

% P = noyau de transition de la chaine

% N = estimation par fréquences de passages (LGN)

yA le long d’une seule trajectoire partant de x

% et de longeur inférieure & n.

% loi = loi au temps n partant de x (calcul récursif).
clf; hold on;

xlabel('Etats x’); ylabel(’Estimation de la probabilite en x’);
tl1="Estimation, de la loi jinvariante de Wright—Fisher.’;
t2=sprintf( \nPopulation de taille d+1=0%i, ,d+1);
t3=sprintf( ' probabilite de mutation p=%f, " ,p);
td=sprintf( etat initial x=%i.’ ,x);
title ([t1,t2,t3,t4]);
% Utilisation de la LGN sur une trajectoire de longueur n
N = zeros(n,d+1); N(:,1+x) = 1; m = fix(n/10);
for i = 1:n—1,

N(i+1,:) =N(i,:);

x = sum(rand(1,d) < p+(1—2*p)*x/d);

N(i+1,1+x) = N(i+1,1+x) + 1;
end
plot ([0:d] ,N(n,:)/n, ’r+"); plot([0:d] ,N(m,:)/m, 'go’);
% Calcul récursif de la loi & 1’instant n
P = zeros(d+1,d+1); loini = zeros(1,d+1); loini(x) = 1;
for x = 0:d, P(x+1,:) = dbinom ([0:d],d,p+(1—2%p)*x/d); end

loi = loini; for i = 1:n—1, loi = loi * P; end

% Tracés

plot ([0:d],loi, ’b");

11 = sprintf( LGN, sur june seule traj. de longueur %i’,n);
12 = sprintf( LGN, ;sur une seule traj. de longueur %i’  m);
13 = sprintf(’Calcul recursif de la loi au temps %i’ ,n);
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Llegend(11,12,l3,3); J

Remarque 0.14.1. Cette étude du modele de Wright-Fisher illustre une démarche générale.
Lorsque tous les états récurrents sont absorbants, I’étude porte en général sur le temps d’ab-
sorption. En revanche, lorsque tous les états sont récurrents, 1’étude porte tout naturellement
sur les lois invariantes.

Construction poissonnienne et processus de Galton-Watson

Soit d > 0 un entier et soient (Z, m)nm des variables aléatoires i.i.d. de loi p sur N. La
suite (Y,,) définie par Yy :=d et Y41 := Z,1 + -+ + Z,y, pour tout n > 0 est un processus de
Galton- Watson de taille initiale d et de loi de reproduction p. Dans ce modele, Y,, représente
le nombre d’individus de la génération n, tandis que 7,1 + --- + Z, y, représente le nombre
d’enfants de la génération n. Les individus ne vivent qu’une seule génération. La suite (Y;,) est
une chaine de Markov sur N de noyau W donné par W(zx,-) = p**, ou p** désigne la loi de
Zp1+ -+ Zna

La chaine de Wright-Fisher peut étre obtenue en considérant la propagation d’'un caractere
héréditaire dans un processus de Galton-Watson de loi de reproduction poissonnienne, condi-
tionné a rester de taille constante. Plus précisément, soit d’ un entier vérifiant 0 < d' < d.
Soit v := L(Py,...,Py|PL+--++ Py =d), ou Py,...,P;sont i.i.d. de loi u. Soient & présent
(Z}, ;m)nm des variables aléatoires indépendantes, telles que Z ,,..., 7, ; sont ii.d. de loi v
pour tout n. Définissons la suite (V) par Yy :=d' et Y, , := Z] + - + Zj, pour tout n > 0.
Lorsque p est une loi de Poisson, alors L(Y,,,,|Y,) = B(d, Y, /d), et la suite (Y,)) est donc une
chaine de Wright-Fisher. Ce résultat découle du lemme 0.14.2 ci-dessous. Cette interprétation
poissonnienne est le point de départ d’une étude généalogique du modele de Wright-Fisher via
la notion de processus ancestral, étudiée par exemple dans [31], voir également [13]. Elle joue
un réle important en phylogénie.

Lemme 0.14.2 (Poisson et multinomiale). Soit Py, ..., Py des variables aléatoires indépendantes
de loi de Poisson de moyennes respectives Ay > 0,..., g > 0. Alors, pour tout n > 1, la loi
conditionnelle L((Py,...,Py)| P + -+ Py =n) est la loi multinomiale sur N¢ donnée par

(p1561 +oee +pd5@d) "= Z mp?l o 'pzd(s("lw--vnd%
ni+--+nqg=n 1 d

ot p; i= N\i/(AL+ -+ Xg) et ot {e1,...,eq} est la base canonique de R

p , VRIS W UL WL .
Démonstration. P(Py, = ny,..., Py = ng) = e ™M Ad Ty bour tout d-uplet d’entiers

(n1,...,nq). D’autre part P(P,+-+-+ Py =n) = e M A (A +-- -+ \g)"/nl car Py +---+ P,
suit la loi de Poisson de moyenne A\; + - -+ + Ay (la somme de variables aléatoires de Poisson
indépendantes est encore une variable aléatoire de Poisson). ]
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Soit (Uy, ..., Uy) un vecteur qui suit la loi L((Pi, ..., Ps) | Pi+- -+ Py = n). Considérons le
casou A\; = --- = A\g = A. Alors (U, ..., Uy) suit la loi multinomiale symétrique, qui ne dépend
pas de A, et la variable aléatoire Uy + - - - 4+ Uy suit la loi binomiale B(d, k/d) de taille d et de
parametre k/d, pour tout 1 < k < d.

Estimation de la loi invariante de Wright-Fisher.
Population de taille d+1=27, probabilite de mutation p=0.100000, etat initial x=1.
0.1

0.09 -

0.08 -

0.05-

Estimation de la probabilite en x

0.01 + LGN sur une seule traj. de longueur 5000
LGN sur une seule traj. de longueur 500
—— Calcul recursif de la loi au temps 5000
T T I I ; )
0 5 10 15 20 25 30
Etats x

Fi1G. 12 — Estimation de la loi invariante d’un modele de Wright-Fisher avec mutations.

0.14.5 Google et Pagerank

Un graphe fini est un couple (E,.A) ou E est un ensemble fini de cardinal d, et A est un
sous-ensemble de E' X E. Les éléments de E sont les sommets du graphe tandis que les éléments
de A sont les arrétes du graphe. Considérons par exemple le cas ou E représente 1’ensemble
des pages web disponibles sur le World Wide Web du réseau Internet, avec (z,y) € A si et
seulement si la page x contient un lien hypertexte pointant vers la page y. Soit A la matrice
d x d définie pour tout z et y dans E par A(z,y) = 1si (z,y) € Aet A(z,y) = 0 sinon. Elle est
appelée matrice d’adjacence du graphe. Comme A n’est pas symétrique, le graphe est orienté.

Considérons un surfeur qui se déplace sur 'ensemble E des pages web. A chaque étape, il
décide avec probabilité p de cliquer sur I'un des liens de la page courante (qu’il choisit de fagon
équiprobable parmi tous les liens de la page), et avec probabilité (1 — p) de visiter une page
quelconque (par exemple en utilisant ses favoris). Le mécanisme précédent se formalise de la
maniere suivante. Soit X,, la position courante du surfeur dans F, et X,,;; sa nouvelle position.

Copyright (© 2006, B. Bercu & D. Chafai. 2.0 du 2006-12-01. Document électronique créé le 18 janvier 2007, 22:39. Page n°52.



0.14. QUELQUES EXEMPLES CLASSIQUES 53

Conditionnellement a 1'événement {X,, = =}, on a

L siB=1
X, =
i {M siB=0

ou B, L et M sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent respectivement la loi de
Bernoulli pd; + (1 — p)dp sur {0, 1}, la loi uniforme sur 'ensemble {y € E; A(x,y) = 1}, et la
loi uniforme sur E. Ainsi, (X,,) est une chaine de Markov sur F, dont le noyau de transition P
s’écrit P = p;‘; + (1 — p)C, ou les noyaux de transition A et C sont définis par

~  Azy) 1

A(z,y) = S Ay et Clx,y):= -
pour tout z et y dans E. Lorsque 0 < p < 1, le noyau de transition P est irréductible et
apériodique car tous ses coefficients sont strictement positifs. Comme 'espace d’état F est fini,
le noyau P posséde une unique loi invariante . Pour tout = € E, la quantité u(x) représente la
probabilité que le surfeur se trouve sur la page x a I’équilibre. Il modélise la « popularité » de la
page x, en quelque sorte. Le nombre total de pages web d = card(FE) est supérieur a plusieurs
milliards depuis les années 2000. Il augmente régulierement.

Du point de vue de I'utilisateur, le moteur de recherche Google renvoie, a partir de mots clés
constituant une requéte, une liste totalement ordonnée de pages web constituant la réponse a la
requéte. Soit F' C E 'ensemble des pages web correspondant a une requéte particuliere. Google
met a profit un modele markovien pour opérer le tri de F'. Google trie les éléments de F' par ordre
décroissant sur p. Ainsi, pour Google, une page web x € F' est d’autant plus « importante »
qu’elle possede un poids p(z) important. Le tri nécessite seulement la connaissance des rapports
p(zx)/u(y). La valeur de p utilisée par Google est voisine de 0, 85. Cet algorithme est connu sous
le nom de PageRank. Le PageRank d’une page web x € E n’est rien d’autre que p(z). Bien
entendu, le PageRank réellement utilisé par Google n’est pas exactement celui décrit ici. Le
moteur de recherche Google et son algorithme PageRank ont été mis au point par Page et Brin
a la fin des année 1990. Ils en présentent les principes dans [5]. Une étude markovienne de
PageRank se trouve dans [1].

Du point de vue de Google, le probleme est d’évaluer efficacement A, p, et u. Du point de vue
des auteurs de pages web, le probleme est de trouver des stratégies permettant d’améliorer les
PageRank de leurs pages, en créant des liens, c’est-a-dire en modifiant la matrice A localement.
Cela permet a ces pages d’étre mieux référencées par Google. Cela revient en quelque sorte a
concevoir la loi invariante g comme une fonction de la matrice d’adjacence A du graphe.

La détermination de I’ensemble F' associé a une requéte particuliere est possible grace a
d’immenses bases de données. Ces bases de données détenues par Google sont mises a jour
régulierement par une horde de robots surfeurs — les googlebots — qui parcourent de fagon
automatisée le graphe des pages web et extraient des mots clés. Ce parcours régulier du World
Wide Web permet également de mettre a jour la matrice A qui représente la géométrie du
graphe des pages web, ainsi que 'estimation de pu.
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La chaine de Markov (X,,) est un cas trés particulier de chaine de Markov sur un graphe.
La marche aléatoire simple sur Z¢ abordée précédemment est une chaine de Markov sur le
graphe infini et non orienté Z?, pour lequel la matrice d’adjacence est définie par A(z,y) = 1
si]lz —yll, =1 et A(x,y) = 0 sinon. La géométrie du graphe Z? est réguliére, contrairement a
celle du graphe du World Wide Web.

Le modele du surfeur que nous avons introduit ne tient pas compte du fait que le graphe lui
méme est aléatoire, et fluctue au cours du temps. On peut par exemple considérer que la matrice
d’adjacence est aléatoire. La taille de I’espace d’état peut également varier au cours du temps.
L’étude mathématique des graphes aléatoires constitue un champ important de recherche a
I’heure actuelle. De nombreux modeéles issus de la physique, de 'informatique, et de la biologie
font intervenir des structures de graphes aléatoires. En physique, le phénomeéne de la percolation
peut étre modélisé par des graphes aléatoires. En informatique, les réseaux pair-a-pair (Peer-to-
Peer ou P2P) constituent des graphes aléatoires. Le lecteur pourra consulter le livre accessible
[4] consacré aux graphes aléatoires.
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