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Avant propos

Le but de ce cours est de contribuer à la construction d’une culture probabiliste classique
mais éclectique, basée sur des modèles, des problèmes, des outils en action. Chacune des
dix séances de trois heures est consacrée à l’étude d’un modèle stochastique particulier. Cer-
taines séances débutent par quinze minutes d’exposé d’un étudiant sur un passage peu ou
pas détaillé lors des séances précédentes. Le choix des modèles abordés peut varier d’une
année sur l’autre, ce qui rend ce cours plutôt flexible et renouvelable. Ces notes de cours
2011-2012 ont bénéficié des remarques et questionnements des étudiants de plusieurs pro-
motions du Master Mathématiques et Applications de l’Université Paris-Est Marne-la-Vallée.

Djalil Chafaï
Marne-la-Vallée et Vincennes

Été 2011, puis hiver 2012

version électronique compilée le 18 mars 2012



6 TABLE DES MATIÈRES

6/94 Copyright © Djalil Chafaï, Florent Malrieu, 2011, 2012.

http://djalil.chafai.net/


Séance 1

Jeu de pile ou face et collectionneur
de coupons

Mots-clés. Combinatoire ; lois discrètes ; théorèmes limites.

Le jeu de pile ou face et le collectionneur de coupons constituent deux modèles proba-
bilistes fondamentaux qu’il est bon de connaître et savoir reconnaître.

1.1 Jeu de pile ou face

Ce jeu consiste en des lancers successifs d’une pièce de monnaie qui donnent à chaque
fois soit pile (succès, codé 1) soit face (échec, codé 0). On modélise cela par une suite
(Xn)n>1 de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli :

P(Xn = 1) = 1− P(Xn = 0) = p ∈ [0, 1].

Le nombre de succès dans les n premiers lancers Sn = X1 + · · · + Xn suit la loi binomiale
Bin(n, p) de taille n et de paramètre p, donnée pour tout k = 0, 1, . . . , n par

P(Sn = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k.

On a

E(Sn) = np et Var(Sn) = np(1− p).

Si p > 0, alors le nombre de lancers pour obtenir un succès T = inf{n > 1 : Xn = 1} suit la
loi géométrique Geo(p) sur N∗ de paramètre p donnée pour tout k ∈ N∗

P(T = k) = (1− p)k−1p.

On a T ≡ ∞ si p = 0 et P(T <∞) = 1 sinon. On a

E(T ) =
1

p
et Var(T ) =

1− p
p2

.

Le nombre d’échecs avant le premier succès T ′ = inf{n > 0 : Xn+1 = 1} = T − 1 suit la loi
géométrique GeoN(p) sur N et de paramètre p donnée pour tout k ∈ N par

P(T ′ = k) = P(T − 1 = k) = (1− p)kp

7



8 SÉANCE 1. JEU DE PILE OU FACE ET COLLECTIONNEUR DE COUPONS

et on a

E(T ′) = E(T )− 1 =
1− p
p

et Var(T ′) = Var(T ) =
1− p
p2

.

Pour tout r ∈ N∗, le nombre de lancers Tr nécessaires pour obtenir r succès est défini
par récurrence par T1 = T et Tr+1 = inf{n > Tr : Xn = 1}. Les variables aléatoires
T1, T2 − T1, T3 − T2, . . . sont i.i.d. de loi géométrique Geo(p). La variable aléatoire Tr suit la
loi de Pascal ou loi binomiale-négative Geo(p)∗r. On a pour tout k > r,

P(Tr = k) =
∑

k1>1,...,kr>1
k1+···+kr=k

(1− p)k1−1p · · · (1− p)kr−1p = (1− p)k−rpr
(
k − 1

r − 1

)

et

E(Tr) = rE(T ) =
r

p
et Var(Tr) = rVar(T ) = r

1− p
p2

.

Le processus de Bernoulli (Sn)n>0 a des trajectoires constantes par morceaux, avec des
sauts d’amplitude +1, et les temps de saut sont donnés par (Tr)r>1 (temps inter-sauts i.i.d.
géométriques). Il constitue le processus de comptage de tops espacés par des durées in-
dépendantes de même loi géométrique (analogue discret du processus de Poisson). Comme
Sn est une somme de variables indépendantes, (Sn)n>0 est une chaîne de Markov sur N de
noyau P(x, y) = p1y=x+1 + (1− p)1y=x, et (Sn − np)n>0 est une martingale.

La loi forte des grands nombres et le théorème central limite s’écrivent ici

Sn
n

p.s.−→
n→∞

p et

√
n√

p(1− p)

(
Sn
n
− p
)

L−→
n→∞

N (0, 1).

Cela donne un intervalle de confiance asymptotique pour p appelé intervalle de Wald (assez
mauvais en pratique). Il est également possible de confectionner des intervalles de confi-
ance pour p non asymptotiques, comme celui de Clopper-Pearson par exemple, basé sur
la correspondance beta-binomiale : si U1, . . . , Un sont i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1] et si
U(1) 6 · · · 6 U(n) est leur réordonnement croissant alors U(k) suit la loi Beta(k, n− k+ 1) sur

[0, 1] de densité t ∈ [0, 1] 7→ (
∫ 1

0 s
k−1(1− s)n−k ds)−1tk−1(1− t)n−k, et

P(Sn > k) = P(1{U16p} + · · ·+ 1{Un6p} > k) = P(U(k) 6 p).

Remarque 1.1.1 (Motifs répétés et lois du zéro-un). Lorsque 0 < p < 1, le second lemme
de Borel-Cantelli (cas indépendant) entraîne que toute suite finie de 0 et de 1 apparaît
presque sûrement une infinité de fois dans la suite X1, X2, . . .. L’indépendance est capitale.

Remarque 1.1.2 (Lien avec la loi uniforme sur [0, 1]). Une variable aléatoire U suit la loi
uniforme sur [0, 1] si et seulement si les bits de son écriture en base 2 sont des variables
aléatoires de Bernoulli indépendantes et de paramètre 1/2.

1.2 Approximation de la loi binomiale par la loi normale

Soit (Xn)n>1 des v.a.r. i.i.d. de moyenne m et variance 0 < σ2 < ∞. On pose Sn =

X1 + · · ·+Xn. Le théorème central limite indique que pour tout t ∈ R,

lim
n→∞

P
(
Sn − nm√

nσ
6 t

)
=

∫ t

−∞

1√
2π
e−

x2

2 dx.
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1.3. DISTANCE EN VARIATION TOTALE 9

Cela suggère que la loi de Sn est proche de N (nm, nσ2) lorsque n est grand. Le théorème
de Berry-Esseen précise cette proximité en affirmant que pour tout t ∈ R et n > 1,

sup
t∈R

∣∣∣∣P(Sn − nm√
nσ

6 t

)
−
∫ t

−∞

1√
2π
e−

x2

2 dx

∣∣∣∣ 6 τ3

√
nσ3

où τ3 = E(|X1 − E(X1)|3). Lorsque X1, X2, . . . sont des variables de Bernoulli de paramètre
p ∈ ]0, 1[, on trouve m = p, σ2 = p(1− p) et τ3 = p(1− p)(1− 2p(1− p)) ce qui donne

sup
t∈R

∣∣∣∣P(Sn 6
√
np(1− p)t+ np

)
−
∫ t

−∞

1√
2π
e−

x2

2 dx

∣∣∣∣ 6 1− 2p(1− p)√
p(1− p)

√
n
.

Cette approximation de la loi binomiale par la loi normale est d’autant meilleure que (1 −
2p(1−p))/

√
np(1− p) est petit. À n fixé, cette borne est minimale pour p = 1/2 mais explose

quand p se rapproche de 0 ou de 1.

1.3 Distance en variation totale

Dans toute cette section, E est un ensemble au plus dénombrable. L’ensemble des lois
sur E est un espace métrique complet pour la distance en variation totale

dVT (µ, ν) := sup
A⊂E
|µ(A)− ν(A)|.

Notons que dVT (µ, ν) = ‖µ− ν‖VT où ‖η‖VT := supA⊂E |η(A)| pour toute mesure signée η de
masse finie sur E. On a 0 6 dVT (µ, ν) 6 1 et dVT (µ, ν) = 1 si µ et ν ont des supports disjoints.

Théorème 1.3.1 (Expressions alternatives). Si µ et ν sont des lois sur E alors 1

dVT (µ, ν) =
1

2
sup

f :E→[−1,1]

∣∣∣∣∫ f dµ− ∫ f dν∣∣∣∣ =
1

2

∑
x∈E
|µ(x)− ν(x)|.

De plus, le supremum dans la définition de dVT (·, ·) est atteint pour l’ensemble

A∗ = {x ∈ E : µ(x) > ν(x)}

tandis que dans l’expression variationnelle fonctionnelle de dVT (·, ·) il est atteint pour

f = 1A∗ − 1Ac∗ .

Démonstration. La seconde égalité provient de l’inégalité∣∣∣∣∫ f dµ− ∫ f dν∣∣∣∣ 6 ∑
x∈E
|f(x)||µ(x)− ν(x)| 6 sup

x∈E
|f(x)|

∑
x∈E
|µ(x)− ν(x)|

qui est saturée pour f = 1A∗ − 1Ac∗ . Pour la première égalité, on écrit

|µ(A)− ν(A)| = 1

2

∣∣∣∣∫ fA dµ− ∫ fA dν

∣∣∣∣
où f = 1A − 1Ac , ce qui donne

|µ(A)− ν(A)| 6 1

2
sup

f :E→[−1,1]

∣∣∣∣∫ f dµ− ∫ f dν∣∣∣∣ =
1

2

∑
x∈E
|µ(x)− ν(x)|

1. En particulier on a 2‖·‖VT = ‖·‖`1(E,R).
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qui est saturé pour A = A∗ car

2|µ(A∗)− ν(A∗)| =
∑
x∈A∗

|µ(x)− ν(x)|+
∑
x∈Ac∗

|µ(x)− ν(x)|.

Théorème 1.3.2 (Convergence en loi). Si (Xn) est une suite de variables aléatoires sur
E et si µn désigne la loi de Xn, alors pour toute loi µ sur E, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. limn→∞
∫
f dµn =

∫
f dµ pour toute fonction bornée f : E → R ;

2. limn→∞ µn(x) = µ(x) pour tout x ∈ E ;

3. limn→∞ dVT (µn, µ) = 0.

Lorsqu’elles ont lieu on dit que (Xn) converge en loi vers µ quand n→∞.

Démonstration. Pour déduire 1. de 3. il suffit d’utiliser l’expression variationnelle fonction-
nelle de dVT (·, ·). Pour déduire 2. de 1. on peut prendre f = 1{x}. Pour déduire 3. de 2. on
observe que pour tout A ⊂ E,∑

x∈E
|µn(x)− µ(x)| =

∑
x∈A
|µn(x)− µ(x)|+

∑
x∈Ac

|µn(x)− µ(x)|,

ensuite, grâce à 2., pour tout ε′ > 0 il existe un entier N = N(A, ε′) tel que le premier terme
du membre de droite est majoré par card(A)ε′ pour tout n > N . Pour le second terme du
membre de droite, on écrit∑

x∈Ac
|µn(x)− µ(x)| 6

∑
x∈Ac

µn(x) +
∑
x∈Ac

µ(x).

Puisqu’on a ∑
x∈Ac

µn(x) =
∑
x∈A

µ(x)−
∑
x∈A

µn(x) +
∑
x∈Ac

µ(x)

on obtient ∑
x∈Ac

|µn(x)− µ(x)| 6
∑
x∈A
|µn(x)− µ(x)|+ 2

∑
x∈Ac

µ(x).

Puisque µ ∈ P, pour tout ε′′ > 0, on peut choisir A fini tel que µ(Ac) 6 ε′′.

Remarque 1.3.3 (Dispersion à l’∞). Si (µn) sont des lois et µ(x) := limn→∞ µn(x) alors
µ n’est pas forcément une loi, sauf si E est fini. En effet, lorsque E est infini, il peut se
produire un phénomène de dispersion de la masse à l’infini. Contre exemple : E = N et µn
affecte la masse 1/n aux singletons {1}, . . . , {n}, ce qui donne µ identiquement nulle.

Théorème 1.3.4 (Autre expression et cas extrémal). Si µ et ν sont des lois sur E alors

dVT (µ, ν) = 1−
∑
x∈E

(µ(x) ∧ ν(x)).

En particulier, dVT (µ, ν) = 1 si et seulement si µ et ν ont des support disjoints.

Démonstration. Il suffit d’écrire∑
x∈E

(µ(x) ∧ ν(x)) =
1

2

∑
x∈E

(µ(x) + ν(x)− |µ(x)− ν(x)|) = 1− dVT (µ, ν).
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Théorème 1.3.5 (Couplage). Si µ et ν sont des lois sur E alors

dVT (µ, ν) = inf
(X,Y )

P(X 6= Y )

où l’infimim porte sur les couples de v.a. sur E × E de lois marginales µ et ν. De plus, il
existe un couple de ce type pour lequel l’égalité est atteinte (i.e. l’infimum est un minimum).

Démonstration. Soit (X,Y ) est un couple de variables aléatoires surE×E de lois marginales
µ et ν. Comme P(X = x, Y = x) 6 µ(x) ∧ ν(x) pour tout x ∈ E on a

1− dVT (µ, ν) =
∑
x∈E

(µ(x) ∧ ν(x)) >
∑
x∈E

P(X = x, Y = x) = P(X = Y ).

Il suffit donc de construire un couple (X,Y ) pour lequel l’égalité est atteinte. Posons

p = 1− dVT (µ, ν) ∈ [0, 1].

Cas où p = 0. On a alors dVT (µ, ν) = 1 et µ et ν ont des supports disjoints. Cela donne
P(X = Y ) =

∑
x∈E µ(x)ν(x) = 0. On prend (X,Y ) avec X ∼ µ et Y ∼ ν indépendantes.

Cas où p = 1. On a alors dVT (µ, ν) = 0 et donc µ = ν. On prend (X,X) où X ∼ µ.
Cas où 0 < p < 1. Soit (U, V,W ) un triplet de variables aléatoires de lois respectives

p−1(µ ∧ ν), (1− p)−1(µ− (µ ∧ ν)), (1− p)−1(ν − (µ ∧ ν)).

Notons que p =
∑

x∈E(µ(x)∧ν(x)). Soit B une variable aléatoire de loi de Bernoulli Bin(1, p)

indépendante de (U, V,W ). Définissons (X,Y ) = (U,U) si B = 1 et (X,Y ) = (V,W ) si B = 0.
On a alors X ∼ µ et Y ∼ ν, et puisque les lois de V et W ont des supports disjoints, on a
P(V = W ) = 0, et donc P(X = Y ) = P(B = 1) = p.

1.4 Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson

Si Sn suit la loi binomiale Bin(n, p) alors pour tout k ∈ N, on a,

P(Sn = k)− e−np (np)k

k!
=

(
n

n(1− p)
· · · n− k + 1

n(1− p)
(1− p)n − e−np

)
(np)k

k!
.

Ceci montre que si p dépend de n avec limn→∞ np = λ alors la loi de Sn tend vers Poi(λ). La
distance en variation permet de quantifier cette convergence en loi : l’inégalité de poisson-
isation de Le Cam du théorème 1.4.1 ci-dessous donne (utile si np2 est petit)

∞∑
k=0

∣∣∣∣P(Sn = k)− e−np (np)k

k!

∣∣∣∣ 6 2np2.

Théorème 1.4.1 (Inégalité de poissonisation de Le Cam). Soient X1, . . . , Xn des v.a. in-
dépendantes de lois de Bernoulli Bin(1, p1), . . . ,Bin(n, pn). Soit µn la loi de Sn = X1+· · ·+Xn

et soit νn = Poi(p1 + . . .+ pn) la loi de Poisson de même moyenne que Sn. Alors on a

dVT (µn, νn) 6 p2
1 + · · ·+ p2

n.

Démonstration. On commence par établir par récurrence sur n que si α1, . . . , αn et β1, . . . , βn
sont des lois de probabilité sur N alors on a l’inégaltié sous-additive

dVT (α1 ∗ · · · ∗ αn, β1 ∗ · · · ∗ βn) 6 dVT (α1, β1) + · · ·+ dVT (αn, βn).

Ensuite on établit que dVT (Bin(1, p),Poi(p)) 6 p2. Rappel : Poi(a) ∗ Poi(b) = Poi(a+ b).
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Notons que p2
1 + · · · + p2

n 6 (p1 + · · · + pn) max16k6n pk. Cela permet de retrouver la loi
des petits nombres : si (Xn,k)16k6n est un tableau triangulaire de v.a.r. indépendantes de
lois de Bernoulli avec Xn,k ∼ Bin(1, pn,k) pour tous n > k > 1, et si

lim
n→∞

pn,1 + · · ·+ pn,n = λ et lim
n→∞

max
16k6n

pn,k = 0,

alors Xn,1 + · · ·+Xn,n converge en loi vers Poi(λ) quand n→∞.

1.5 Collectionneur de coupons

Le collectionneur de coupons constitue un modèle stochastique fondamental important,
à ranger dans la même boite à outils que le jeu de pile ou face, auquel il est intimement
relié. Un grand nombre de situations concrètes sont modélisables par le collectionneur de
coupons ou une de ses variantes. Nous nous limitons ici à la variante la plus simple.

Il faut jouer un nombre de fois (aléatoire) géométrique à pile ou face pour voir apparaître
les deux côtés de la pièce. Si on remplace la pièce de monnaie par un dé à r > 2 faces,
combien de fois faut-il lancer le dé pour voir apparaître les r faces différentes ? On modélise
cela, pour un entier fixé r > 2, en considérant la variable aléatoire

T = min{n > 1 : {X1, . . . , Xn} = {1, . . . , r}} = min{n > 1 : card{X1, . . . , Xn} = r}

où (Xn)n>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur {1, . . . , r}. La
variable aléatoire T est le temps de complétion de la collection. Le nom collectionneur de
coupons provient des coupons à collectionner présents dans certains paquets de céréales.

Théorème 1.5.1 (Expression combinatoire de la loi). On a T > r et pour tout n > r,

P(T = n) =
r!

rn

{
n− 1

r − 1

}
où la notation en accolades désigne le nombre de Stirling de seconde espèce 2.

Démonstration. On a XT 6∈ {X1, . . . , XT−1} car le coupon qui termine la collection n’a forcé-
ment jamais été vu auparavant. Si on fixe n > r, l’événement {T = n} correspond à choisir
le type du dernier coupon puis à répartir les n − 1 coupons restants sur les r − 1 types
restants. Le résultat désiré en découle car la loi des types est uniforme.

Le théorème 1.5.1 n’est malgré tout pas très parlant. Le résultat intuitif suivant va
beaucoup nous aider à étudier T , et montre en particulier que P(T <∞) = 1.

Lemme 1.5.2 (Décomposition). On a T = G1 + · · · + Gr où G1, . . . , Gr sont des variables
aléatoires indépendantes avec Gi ∼ Geo(πi) où πi := (r − i+ 1)/r.

Démonstration. On pose G1 ≡ 1 et pour tout 1 < i 6 r,

Gi = min{n > 1 : XGi−1+n 6∈ {X1, . . . , XGi−1}}.

On a card({X1, . . . , XGi}) = i pour tout 1 6 i 6 n. Les variables aléatoires G1, G1 +

G2, . . . , G1 + · · ·+Gr sont les temps d’apparition des r premiers succès dans un jeu de pile
ou face spécial dans lequel la probabilité de gagner change après chaque succès : cette
probabilité vaut successivement 1, (r−1)/r, (r−2)/r, . . . , 1/r. Cela témoigne du fait qu’il est
de plus en plus difficile d’obtenir un coupon d’un nouveau type au fil de la collection.

2. Nombre de manières de partitionner un ensemble à n− 1 éléments en r − 1 sous-ensembles non vides.
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Théorème 1.5.3 (Queue de distribution). Pour tout n > 1,

P(T > n) =

r∑
k=1

(−1)k−1

(
r

k

)(
1− k

r

)n
.

Démonstration. On a

{T > n} = En,1 ∪ · · · ∪ En,r où En,i := {X1 6= i, . . . ,Xn 6= i}.

Si i1, . . . , ik sont des éléments distincts de {1, . . . , r} alors, avec R := {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik},

P(En,i1 ∩ · · · ∩ En,ik) = P(X1 ∈ R) · · ·P(Xn ∈ R) =

(
r − k
r

)n
=

(
1− k

r

)n
.

Le résultat désiré découle alors du principe d’inclusion-exclusion.

Il est délicat de déduire le comportement de la queue de T en fonction de n et r à partir
du théorème 1.5.3 en raison de l’alternance des signes.

Théorème 1.5.4 (Déviation). Pour tout réel t > 0,

P(T > 1 + btr log(r)c) 6 r−t+1.

Démonstration. Pour tout entier n > 1, on peut écrire

P(T > n) = P(∪ri=1En,i) 6
r∑
i=1

P(En,i) où En,i = {X1 6= i, . . . ,Xn 6= i}.

Comme P(En,i) = (1− 1/r)n 6 e−n/r, le choix n = 1 + btr log(r)c mène au résultat.

À présent, pour α = 0.05 et r fixé, on peut choisir t assez grand pour que r−t+1 6 α, ce
qui fournit l’intervalle de prédiction [r, btr log(r)c+ 1] de niveau α.

Par le lemme 1.5.2 et la linéarité de l’espérance, on a

E(T ) =
r∑
i=1

E(Gi) =
r∑
i=1

1

πi
=

r∑
i=1

r

r − i+ 1
= r

r∑
i=1

1

i
= r(log(r) + γ + or→∞(1))

où γ = limn→∞(
∑n

i=1 1/i − log(n)) ≈ 0.577 est la constante d’Euler. Comme G1, . . . , Gr sont
indépendantes avec Var(Gi) = (1− πi)/πi2 = r(i− 1)/(r − i+ 1)2, on a également

Var(T ) =
r∑
i=1

Var(Gi) = r
r−1∑
i=1

r − i
i2

=
π2

6
r2 − r log(r)− r + or→∞(r2).

Théorème 1.5.5 (Comportement asymptotique).

T

r log(r)

P−→
r→∞

1.

Démonstration. Pour tout t > 0, l’inégalité de Markov donne

P
(∣∣∣∣ T

r log(r)
− 1

∣∣∣∣ > t

)
6

E((T − r log(r))2)

t2r2 log(r)2

=
Var(T ) + (E(T )− r log(r))2

t2r2 log(r)2

= Or→∞
(

1

log(r)2

)
.
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La borne établie dans la preuve du théorème précédent n’est pas sommable en r et
ne permet donc pas de démontrer une convergence presque sûre en utilisant le lemme
de Borel-Cantelli. D’autre part, la borne établie permet d’obtenir un intervalle de prédic-
tion : pour α = 0.05, r fixé, et t bien choisi, on a P(|T − r log(r)|/r > t) = O(1/t2) = 1 − α.
L’intervalle de prédiction est de largeur 2rt, et se dégrade quand t croit (α diminue).

Le théorème suivant affirme que les fluctuations asymptotiques dans la convergence
précédente suivent une loi de Gumbel de fonction de répartition t ∈ R 7→ e−e

−t
. Par le

lemme de Slutsky et le comportement des deux premiers moments, (T − E(T ))/
√

Var(T )

converge quand r → ∞ vers une loi de Gumbel translatée de γ. Cela suggère que la loi de
Gumbel est de moyenne γ, ce qui est tout à fait vrai, bien que son mode soit à zéro.

Théorème 1.5.6 (Fluctuations asymptotiques). On a

T − r log(r)

r

loi−→
r→∞

Gumbel.

Démonstration. Il suffit d’établir que pour tout t ∈ R on a

lim
r→∞

P(T > r log(r) + tr) = S(t) := 1− e−e−t .

Fixons donc t ∈ R et supposons que r est assez grand pour que r log(r)+tr > r. Introduisons
l’entier nt,r = dr log(r) + tre (entier supérieur ou égal). Le théorème 1.5.3 donne

P(T > r log(r) + tr) =
r∑

k=1

(−1)k−1

(
r

k

)(
1− k

r

)nt,r
.

Comme
(
r
k

)
6 rk/k! et 1− u 6 e−u pour tout u > 0, on a(

r

k

)(
1− k

r

)nt,r
6−→

r→∞

e−tk

k!
.

Enfin, par convergence dominée, on obtient

lim
r→∞

r∑
k=1

(−1)k−1

(
r

k

)(
1− k

r

)nt,r
=
∞∑
k=1

(−1)k−1 e
−tk

k!
= S(t).

Ceci achève la preuve du théorème. Alternativement, il est possible d’établir le théorème
en utilisant l’approximation exponentielle des lois géométriques. Posons Hk := 1

rGr−k+1.
Pour tout k > 1 fixé, la suite (Hk)r>k converge en loi vers la loi exponentielle de paramètre
k. On dispose de plus de la version quantitative suivante sur les fonctions caractéristiques :
pour tout t ∈ R et tout k > 1, il existe une constante C > 0 telle que pour r assez grand,∣∣E(eitHk)− E(eitEk)

∣∣ 6 C

rk

où Ek est une v.a.r. de loi exponentielle de paramètre k. En utilisant l’inégalité

|a1 · · · ar − b1 · · · br| 6 |a1 − b1|+ · · ·+ |ar − br|

valable pour tous a1, . . . , ar, b1, . . . , br ∈ {z ∈ C : |z| 6 1}, il vient, en prenant E1, . . . , Ek
indépendantes de lois exponentielles de paramètres respectifs 1, . . . , k,∣∣∣E(eit

T
r )− E(eit(E1+···+Er))

∣∣∣ 6 C
log(r)

r
.

Comme dans le théorème 4.2.1, on observe que E1 + · · ·+Er a même loi que max(F1, . . . , Fr)

où F1, . . . , Fr sont des v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de paramètre 1, puis on utilise le fait
que (max(F1, . . . , Fr)− log(r))r>1 converge en loi vers la loi de Gumbel.
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Le théorème 1.5.6 fournit un intervalle de prédiction pour T : pour tous réels b > a,

lim
r→∞

P(T ∈ [r log(r)− ra, r log(r) + rb]) = e−e
−b − e−e−a .

La loi de Gumbel est très concentrée, et sa fonction de répartition fait apparaître une
montée abrupte de 0 à 1. Cela donne un phénomène de seuil pour T . La quantité P(T > n)

passe abruptement de ≈ 1 à ≈ 0 autour de n = r log(r) si r � 1 :

Théorème 1.5.7 (Convergence abrupte autour de n = r log(r)). Pour tout réel c > 0,

P(T > r log(r) + cr) 6 e−c.

Si (cr)r>1 dans R+ vérifie limr→∞ cr =∞ et r log(r)− rcr > 0 pour tout r > 1, alors

lim
r→∞

P(T > r log(r)− rcr) = 1.

Démonstration. Avec n = r(log(r) + c) on obtient

P(T > n) 6
r∑
i=1

P(En,i) = r(1− 1/r)n 6 re−n/r = e−c.

D’autre part, (T − r log(r))/r converge en loi (Gumbel) quand r →∞, donc

P(T > r log(r)− rcr) = P
(
T − r log(r)

r
> −cr

)
= 1.

1.6 Notes et commentaires

Notre étude du jeu de pile ou face fait l’impasse sur un certain nombres de propriétés
remarquables, comme la loi de l’arc–sinus ou le principe d’invariance gaussien ou poisson-
nien, abordées en détail dans le livre de Feller [Fel68, Fel71]. Ce livre contient également
une preuve du théorème de Berry-Esseen, qui fait appel à l’analyse de Fourier. La meilleure
constante n’est pas connue à l’heure où nous écrivons ces lignes. L’article [Ste94] sur l’ap-
proximation par la loi de Poisson est bien éclairant. On trouvera également dans le livre
[BHJ92] une version renforcée de l’inégalité de Le Cam, qui donne

dVT (Bin(1, p1) ∗ · · ·Bin(1, pn),Poi(p1 + · · ·+ pn)) 6 (1− e−(p1+···+pn))
p2

1 + · · ·+ p2
n

p1 + · · ·+ pn
.

D’autre part, on peut voir dVT (·, ·) comme une distance de couplage de Fréchet-Wasserstein.
En effet, comme P(X 6= Y ) = E(d(X,Y )) pour la distance atomique d(x, y) = δx 6=y, on a, en
notant Π(µ, ν) l’ensemble des lois sur E × E de marginales µ et ν,

dVT (µ, ν) = min
π∈Π(µ,ν)

∫
E×E

d(x, y) dπ(x, y).

Le problème du collectionneur de coupons est notamment abordé dans [Fel68, Fel71],
[MR95], et [Hol01]. Une analyse originale du cas non uniforme associé à une probabilité
discrète (p1, . . . , pr) est menée dans [Hol01]. Lorsque r n’est pas connu, on dispose de l’es-
timateur r̂n := card{X1, . . . , Xn}. Si e1, . . . , er est la base canonique de Rr alors le vecteur
aléatoire Cn := (Cn,1, . . . , Cn,r) := eX1 + · · · + eXn de Nr suit la loi multinomiale de taille n
et de paramètre (p1, . . . , pr), et on a r̂n =

∑r
i=1 1{Cn,i>0} = r−

∑r
i=1 1{Cn,i=0}. En particulier,
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E(r̂n) = r −
∑r

i=1 P(Cn,i = 0) = r −
∑r

i=1(1 − pi)n. Comme les r types sont ordonnés, on
dispose d’un meilleur estimateur, max{X1, . . . , Xn}, qui estime le bord droit du support.

Le collectionneur de coupons est un cas particulier du problème du recouvrement :
si (Xn)n>1 est une suite de variables aléatoires (pas nécessairement indépendantes ou de
même loi) prenant leurs valeurs dans un même ensemble fini E, alors le temps de recou-
vrement 3 de E est T := inf{n > 1 : {X1, . . . , Xn} = E}.

3. En anglais : covering time.

16/94 Copyright © Djalil Chafaï, Florent Malrieu, 2011, 2012.

http://djalil.chafai.net/


Séance 2

Modèle de Fisher-Wright

Mots-clés. chaînes de Markov finies ; martingales ; absorption ; invariance.

La théorie de Mendel assure la préservation de la variabilité des génotypes.

Théorème 2.0.1 (Loi de Hardy-Weinberg pour la théorie de Mendel). Considérons les
fréquences alléliques dans une population pour un gène pouvant s’exprimer sous la forme
de deux allèles A et B dans une population hermaphrodite 1 diploïde 2 idéale :

1. Les générations sont séparées (elles ne coexistent pas)

2. La population est de taille infinie

3. Les individus s’y unissent aléatoirement (pas de choix du conjoint)

4. Il n’y a pas de migration, pas de mutation, pas de sélection

Si p ∈ [0, 1] est la proportion d’allèles A dans la population initiale et 1− p la proportion de
l’allèle B alors c’est encore encore le cas à chaque génération suivante. De plus, si r, s, t
sont les proportions respectives des génotypes AA, AB et BB dans la population initiale
avec r + s + t = 1 alors les fréquences de AA, AB, et BB pour toutes les générations
suivantes sont égales à (r + s/2)2, 2(r + s/2)(t+ s/2) et (t+ s/2)2.

Notons que p = r + s/2 (contributions de AA et AB normalisées à 1).

Démonstration. Un individu AA est issu
– à coup sûr d’un couple AA et AA qui a une probabilité r2 de se former,
– avec probabilité 1/2 d’un couple AA et AB qui a une probabilité 2rs de se former,
– avec probabilité 1/4 d’un couple AB et AB qui a une probabilité s2 de se former.

La fréquence du génotype AA à la génération 1 est donc donnée par

r2 + rs+
s2

4
=
(
r +

s

2

)2
.

Par symétrie, la fréquence du génotype BB est (t+ s/2)2. La dernière est obtenue par
différence. En réappliquant ces formules on voit que les proportions sont constantes dès
la première génération. La fréquence de l’allèle A dans la population initiale est 2r + s

(normalisée à 2 car chaque individu a deux allèles). À la génération suivante, elle vaut

2
(
r +

s

2

)2
+ 2
(
r +

s

2

)(
t+

s

2

)
= 2r + s.

Elle est donc bien constante au cours du temps.

1. Hermaphrodite : chaque individu peut être mâle ou femelle.
2. Diploïde : qui possède un double assortiment de chromosomes semblables.
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Le résultat est généralisable à un locus 3 avec plusieurs allèles A1, . . . , Ak. Les relations
de dominance entre allèles n’ont pas d’effet sur l’évolution des fréquences alléliques. Il
n’y a pas d’évolution. Il faut violer les hypothèses du théorème pour expliquer l’apparition
d’hétérogénéité darwinienne dans les populations au cours des générations.

2.1 Modèle de Fisher-Wright et fixation

Il s’agit d’un modèle simple de l’évolution de la fréquence d’un gène à plusieurs allèles
au fil des générations dans une population. On suppose que la population est de taille finie
constante, hermaphrodite, que les générations sont séparées, qu’il n’y a pas de migration,
mutation, sélection, et que les unions sont indépendantes du caractère étudié.

On néglige dans un premier temps les phénomènes de mutation et sélection. On note
N ∈ N∗ la taille de la population et n = 0, 1, 2, . . . les générations successives. Sur le locus
étudié, on peut trouver deux allèles différents notés A et B. La variable aléatoireXn compte
le nombre d’allèles A à la génération n. La population à la génération n + 1 est déduite de
celle de la génération n par un tirage avec remise de N individus de la génération n (la
probabilité d’obtenir A est Xn/N ). Plus précisément

L(Xn+1 |X0, . . . , Xn) = L(Xn+1 |Xn) = Binom(N,ψXn) où ψx :=
x

N

Le processus (Xn)n>0 est une chaîne de Markov homogène d’espace d’états {0, 1, . . . , N} et
de matrice de transition P (1 +N)× (1 +N) donnée pour tous x, y ∈ {0, 1, . . . , N} par

P(x, y) := P(Xn+1 = y |Xn = x) =

(
N

y

)
ψyx(1− ψx)N−y.

Les états 0 et N sont absorbants (deux classes de récurrence singleton) tandis que tous les
autres états mènent à {0, N} et sont donc transitoires. Lorsque la population ne contient
plus qu’un allèle, on dit qu’il est fixé dans la population. Le temps de fixation est

T := inf{n > 0 : Xn ∈ {0, N}}.

Quel allèle sera fixé ? au bout de combien de temps ? L’espace d’états étant fini, le temps
d’atteinte T de {0, N} est fini presque sûrement et intégrable. La remarque suivante donne
une justification de ce point dans le cas particulier de la chaîne de Fisher-Wright. L’événe-
ment {XT = 0} signifie que B est fixé tandis que {XT = N} signifie que A est fixé.

Remarque 2.1.1 (Comparaison avec un jeu de pile ou face). Sachant que Xn = x /∈ {0, N},
la probabilité que Xn+1 ∈ {0, N} est égale à (1−ψx)N +ψNx qui est minimale pour ψx = 1/2

et vaut alors 2−N+1. Ainsi, la chaîne atteindra les états absorbants avant qu’un lanceur de
pièces ne fasse pile si la pièce est biaisée de telle sorte que pile sorte avec probabilité
2−N+1. Cette borne est extrêmement pessimiste mais elle fournit facilement un contrôle
sous géométrique explicite pour le temps d’atteinte étudié et confirme en particulier que le
temps d’atteinte de {0, N} est fini presque sûrement et même intégrable.

Remarque 2.1.2 (Modèle à plus de deux allèles). Le modèle de Fisher-Wright à ` > 2

allèles A1, . . . , A` fait intervenir la loi multinomiale. Plus précisément, Xn prend ses valeurs
dans {x ∈ N` : x1 + · · ·+x` = N} et L(Xn+1 |X0, . . . , Xn) = L(Xn+1 |Xn) = Multinom(N, XnN ).

En plus d’être une chaîne de Markov, la suite (Xn)n>0 est également une martingale.

3. Locus : localisation précise d’un gène particulier sur un chromosome.
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Théorème 2.1.3 (Martingale). La suite (Xn)n>0 est une martingale pour sa filtration na-
turelle (Fn)n>0. En particulier, E(X0) = E(Xn) pour tout n > 1.

Démonstration. L’intégrabilité est immédiate, et les transitions de loi binomiale donnent

E(Xn|Fn−1) = E(Xn|Xn−1) = N
Xn−1

N
= Xn−1.

On adopte les notations standard Px = P( · |X0 = x) et Ex = E( · |X0 = x).

Corollaire 2.1.4 (Probabilité de fixation). Pour tout x ∈ {0, 1, . . . , N},

Px(XT = N) = 1− Px(XT = 0) =
x

N
.

En d’autres termes, L(XT |X0 = x) est la loi de Bernoulli x
N δ0 + (1− x

N )δN .

Démonstration. On utilise le théorème d’arrêt de Doob ou bien le théorème de convergence
des martingales bornées à (Xn)n>1 (convergence p.s. et dans L1 vers une v.a. de Bernoulli).
Le théorème d’arrêt par exemple donne pour tout i ∈ {0, 1, . . . , N},

x = Ex(X0) = Ex(XT ) = 0× Px(XT = 0) +N × Px(XT = N).

Alternativement aux martingales, il est également possible d’utiliser le système linéaire
vérifié par le vecteur des probabilités d’atteinte pour la chaîne de Markov (Xn)n>0.

La vitesse de fixation peut être quantifiée par l’hétérozygotie, c’est-à-dire la probabilité
que deux gènes choisis aléatoirement et sans remise dans la population totale à la généra-
tion n soient représentés par des allèles différents. Elle est donnée par

Hn =
2Xn(N −Xn)

N(N − 1)
=

2

N − 1
Var(Xn+1 |Xn).

Théorème 2.1.5 (Décroissance exponentielle de l’hétérozygotie). Pour tout n > 1,

E(Hn) = λnh0 où λ = 1− 1

N

et
Var(Xn) = E(X0)(N − E(X0))(1− λn) + λnVar(X0).

Démonstration. Il suffit d’établir que pour tout n > 1,

E(Xn(N −Xn)) =

(
1− 1

N

)n
E(X0(N −X0)).

On a
E(Xn(N −Xn)) = NE(Xn)− E(X2

n) = NE(Xn−1)− E
(
E(X2

n|Xn−1)
)
.

On écrit alors

E(X2
n|Xn−1) = Var(Xn|Xn−1) + (E(Xn|Xn−1))2 = Xn−1

(
1− Xn−1

N

)
+X2

n−1.

En regroupant les termes, on obtient bien

E(Xn(N −Xn)) =

(
1− 1

N

)
E(Xn−1(N −Xn−1)).

Ce qui fournit la formule pour E(Hn). Pour la variance, on utilise la formule

Var(Xn) = E(Var(Xn|Xn−1)) + Var(E(Xn|Xn−1)).
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Il est naturel de vouloir étudier E(T ). Si l’on note m(x) = Ex(T ) alors m(0) = m(N) = 0

et, grâce à la propriété de Markov (faible), on obtient le système à N − 1 inconnues

m(x) = 1 +
N∑
y=0

P(x, y)m(y).

Bien que ce système possède une unique solution positive minimale m, sa solution ne pos-
sède pas de formulation simple et explicite, malheureusement. Il est toutefois possible de
trouver un équivalent de m lorsque la taille de la population N tend vers l’infini. Heuris-
tiquement, supposons que la proportion d’allèles A dans la population initiale x est telle
que x/N est proche de p ∈ [0, 1] et supposons que m(x)/N soit proche d’une fonction m∗

C2([0, 1],R+) de p. La somme
∑N

y=0 P(x, y)m(y) peut être approchée par une intégrale par
rapport à une densité f(p, ·) de moyenne p et de variance p(1− p). Cela donne

m∗(p) ≈ 1 +

∫ 1

0
f(p, p′)m∗(p′) dp′.

Comme m∗(p′) = m∗(p) + (p′ − p)m∗′(p) + 1
2(p′ − p)2m∗′′(p) +O(p′3) on obtient

m∗(p) ≈ 1 +m∗(p) +m∗′(p)

∫ 1

0
(p′ − p)f(p, p′) dp′ +m∗′′(p)

1

2

∫ 1

0
(p′ − p)2f(p, p′) dp′.

En utilisant les deux premiers moments de f(p, ·) on obtient

0 ≈ −1 +
p(1− p)

2
m∗′′(p).

Comme m∗(0) = m∗(1) = 0 on trouve (c’est l’entropie !)

m∗(p) ≈ −2(p log(p) + (1− p) log(1− p)).

Ainsi, pour une petite proportion de A au départ, disons p ≈ 1/N , le temps moyen de
fixation est de l’ordre de log(N), tandis que pour une grande proportion de A au départ,
disons p ≈ 1/2, le temps moyen de fixation est de l’ordre de N , bien plus grand que log(N).

Il est possible d’établir rigoureusement que la chaîne de Fisher-Wright, convenablement
renormalisée en temps et en espace, converge vers un processus de diffusion sur l’intervalle
[0, 1] pour lequel la formule précédente du temps de fixation est exacte (via formule d’Itô).

2.2 Modèle de Fisher-Wright avec mutations

Supposons à présent qu’avant le tirage avec remise qui permet de passer d’une généra-
tion à l’autre, chaque individu puisse muter indépendamment des autres : l’allèle A mute
en allèle B avec probabilité 0 < u < 1 et B mute en A avec probabilité 0 < v < 1. Ce
nouveau mécanisme définit un nouveau processus (Yn)n>0 à valeurs dans {0, 1, . . . , N} qui
vérifie L(Yn+1 |Y0, . . . , Yn) = Binom(N,ψXn) où

ψx =
x(1− u) + (N − x)v

N
.

Le nouveau processus est une chaîne de Markov d’espace d’état {0, 1, . . . , N}. Comme l’es-
pace d’état est fini et la matrice de transition a tous ses coefficients positifs, la chaîne est
irréductible récurrente positive apériodique (ce n’est plus une martingale). Elle possède
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une unique loi invariante µ qui charge tous les états. Comme loi chaîne est récurrente irré-
ductible positive la loi des grands nombres pour les chaînes de Markov affirme que quelque
soit la loi initiale, presque sûrement, pour tout x ∈ {0, 1, . . . , N},

lim
n→∞

card{0 6 k 6 n : Xk = x}
n+ 1

= µ(x).

D’autre part, comme la chaîne est de plus apériodique, quelque soit la loi initiale, la chaîne
converge en loi vers sa loi invariante µ, c’est-à-dire que pour tout x ∈ {0, 1, . . . , N},

lim
n→∞

P(Xn = x) = µ(x).

La loi invariante µ est calculable numériquement mais n’est pas explicitable simplement.
Il est possible de déterminer ses deux premiers moments. Si ξ = (0, 1, . . . , N)> alors la
moyenne m =

∑N
x=0 xµ(x) = µ · ξ de µ vérifie

m = µξ = µPξ.

Puisque l’on connaît l’espérance de la loi binomiale,

(Pξ)x = Nψx = x(1− u) + (N − x)v.

Cette remarquable formule est affine en x. On en déduit

µPξ =
N∑
x=0

µ(x){x(1− u) + (N − x)v} = m(1− u) + v(N −m)

ce qui donne finalement l’expression de l’espérance de µ :

m =
Nv

u+ v
.

On peut montrer de même que la variance σ2 de µ est de la forme :

σ2 =
N2uv

(u+ v)2(2N(u+ v) + 1)
+ oN→∞(N).

Exercice 2.2.1 (Étude des cas extrêmes). Préciser la classification des états, l’allure des
trajectoires, et le comportement en temps long de la chaîne si u ∈ {0, 1} et/ou v ∈ {0, 1}.

Remarque 2.2.2 (Condition initiale et équilibre). Conditionnellement à l’événement {X0 =

x}, la chaîne sans mutation converge en loi vers la loi de Bernoulli p(x)δN + (1− p(x))δ0 où
p(x) = x/N , qui est invariante. On a autant de lois invariantes que de conditions initiales, et
ces lois sont portées par les états récurrents. Le comportement en temps long dépend de la
condition initiale. A contrario, dans le cas avec mutation, quelque soit la condition initiale,
la chaîne converge en loi vers une unique loi invariante.

2.3 Modèle de Cannings

Dans le modèle de Fisher-Wright, on passe de la génération n à la génération n + 1

en effectuant un tirage avec remise de N individus dans la génération n. Cela revient à
attribuer un certain nombre d’enfants à chaque individu de la génération n, les enfants
héritants de l’allèle du père. Si y1, . . . , yN désignent le nombre d’enfants de chaque individus
de la génération n (numérotés de 1 à N ) alors on a y1 + · · · + yN = N et (y1, . . . , yN ) suit
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la loi multinomiale symétrique de taille N et de paramètre (1/N, . . . , 1/N). Cela correspond
à lancer N fois un dé à N faces équilibrées. Ce mécanisme qui associe chaque individu
de la génération n + 1 à un individu de la génération n peut être utilisé pour étudier la
transmission de gènes quelque soit le nombre d’allèles considéré (les enfants héritent de
l’allèle du père).

Le modèle de Cannings va au delà de cette structure multinomiale symétrique en perme-
ttant une dépendance entre les individus d’une même génération : on suppose seulement
que le vecteur (y1, . . . , yN ) vérifie y1 + · · ·+ yN = N et possède une loi échangeable, c’est-à-
dire que pour toute permutation τ ∈ SN ,

(y1, . . . , yN )
loi
= (yτ(1), . . . , yτ(N)).

Les y1, . . . , yN ont même loi. Comme y1 + · · ·+ yN = N on en déduit que E(y1) = 1 et on note
σ2 = Var(y1). On en déduit également Cov(y1, y2) = −σ2/(N − 1) car

0 = Var(y1 + · · ·+ yN ) = NVar(y1) +N(N − 1)Cov(y1, y2).

Dans le cas à deux allèles, ce mécanisme de transition donne lieu, tout comme pour le
modèle de Fisher-Wright, à une chaîne de Markov (Xn)n>0 d’espace d’état {0, 1, . . . , N}
donnée pour tout x ∈ {0, 1, . . . , N} par

L(Xn+1 |Xn = x) = L(y1 + · · ·+ yx).

Les états 0 etN sont absorbant tandis que tous les autres y mènent et sont donc transitoires.
Notons que E(Xn+1 |Xn = x) = x et donc (Xn)n>0 est une martingale. De plus,

Var(Xn+1 |Xn = x) = Var(y1 + · · ·+ yx)

= xσ2 + x(x− 1)Cov(y1, y2)

= xσ2 − x(x− 1)σ2

N − 1

= σ2x
N − x
N − 1

.

Remarque 2.3.1 (Loi multinomiale et ses marges). Soit n, d ∈ N∗ et (p1, . . . , pd) ∈ [0, 1]d

avec p1 + · · · + pd = 1. La loi multinomiale de taille n et de paramètre (p1, . . . , pd) est la loi
sur l’ensemble fini {(n1, . . . , nd) ∈ Nd : n1 + · · ·+ nd = n} donnée par

(p1δe1 + · · ·+ pdδed)
∗n =

∑
(n1,...,nd)∈Nd
n1+···+nd=n

n!

n1! · · ·nd!
pn1

1 · · · p
nd
d δ(n1,...,nd).

Elle correspond aux résultats de n lancers d’un dé à d faces avec probabilités d’apparition
p1, . . . , pd. On dit que la loi est symétrique lorsque p1 = · · · = pd = 1/d. Si (X1, . . . , Xd) ∼
Multinom(n, (p1, . . . , pd)) et si I1, . . . , Ir est une partition de {1, . . . , n} alors

(
∑
i∈I1

Xi, . . . ,
∑
i∈Ir

Xi) ∼ Multinom(n, (
∑
i∈I1

pi, . . . ,
∑
i∈Id

pi)).

Si I ⊂ {1, . . . , n} alors
∑

i∈I Xi ∼ Binom(n,
∑

i∈I pi). En particulier, les lois marginales
d’une loi multinomiale sont binomiales. On identifie Binom(n, p) à Multinom(n, (p, 1 − p)).
Si (X1, . . . , Xd) ∼ Multinom(n, (p1, . . . , pd)) alors Xn = n−X1 − · · · −Xn−1.
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Théorème 2.3.2 (Spectre de la matrice de transition). Les valeurs propres de la matrice
de transition du modèle de Cannings sont données par λ0 = 1 et pour tout j ∈ {1, . . . , N},

λj = E(y1y2 · · · yj).

En particulier, pour le modèle de Fisher-Wright, λ0 = 1 et pour tout j ∈ {1, . . . , N},

λj =
N(N − 1) · · · (N − j + 1)

N j
=

(
1− 1

N

)
· · ·
(

1− j − 1

N

)
.

Démonstration. Considérons la matrice de Vandermonde Z ∈MN+1,N+1(R) suivante :

Z =



1 0 0 0 · · · 0

1 1 12 13 · · · 1N

1 2 22 23 · · · 2N

1 3 32 33 · · · 3N

...
...

...
...

...
...

1 N N2 N3 · · · NN


Soit P ∈MN+1,N+1(R) le noyau du modèle de Cannings. On a pour tous i, j ∈ {0, 1, . . . , N},

(PZ)i,j =
N∑
k=0

Pi,kZk,j =
N∑
k=0

Pi,kk
j = E(Xj

1 |X0 = i).

Par ailleurs, comme L(X1 |X0 = i) = L(y1 + · · ·+ yi), il existe des réels bi,k tels que

E(Xj
1 |X0 = i) = E((y1 + . . .+ yi)

j) = i[j]E(y1y2 · · · yj) +

j−1∑
k=0

bi,ki
k,

où i[j] = i(i−1)(i−2) · · · (i−j+1). Pour le voir, on peut par exemple procéder par récurrence
sur j en observant que la loi conditionnelle L(y1, . . . , yi | yk) est échangeable. Il existe donc
une matrice A ∈ MN+1,N+1(R) triangulaire supérieure telle que A0,0 = 1, Aj,j = E(y1 · · · yj)
pour tout j ∈ {1, . . . , N}, et pour tous i, j ∈ {0, 1, . . . , N},

E(Xj
1 |X0 = i) =

j∑
k=0

Ak,ji
k = (ZA)i,j .

On a donc PZ = ZA. Comme Z est inversible, les matrices P et A ont mêmes spectres.

On a E(y1) = 1 et donc 1 est valeur propre de multiplicité 2 (correspond au fait que la
chaîne possède deux classes de récurrence {0} et {N}). La deuxième plus grande valeur
propre est λ2 = E(y1y2) = Cov(y1y2) + E(y1)2 = 1− σ2/(N − 1).

2.4 Modèle de Moran

Tout comme le modèle de Fisher-Wright, le modèle de Moran est un cas particulier
du modèle de Cannings. Il correspond à la loi de (y1, . . . , yN ) suivante : la transition de
la génération n à la génération n + 1 se fait en tirant avec remise deux individus dans
la génération n, le premier a deux fils, le second aucun, et tous les autres individus ont
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exactement un seul descendant. Dans le cas à deux allèles, la matrice de transition est
alors donnée pour tous x, y ∈ {0, 1, . . . , N} par

P(x, y) =
1

N2


x(N − x) si |x− y| = 1

x2 + (N − x)2 si y = x

0 sinon.

Tout comme pour le modèle de Fisher-Wright, on peut poser T = inf{n ∈ N : Xn ∈ {0, N}}
s’intéresser au temps moyen de fixation m(x) = Ex(T ). On a m(0) = m(N) = 0 et m(x) =

1+
∑N

y=0 P(x, y)m(y) pour tout i ∈ {1, . . . , N−1}. Contrairement au modèle de Fisher-Wright,
on obtient cette fois une formule de récurrence à trois termes explicite :

m(x+ 1)− 2m(x) +m(x− 1) = − N2

x(N − x)
.

On en déduit que

m(x) = N

 x∑
y=1

N − x
N − y

+
N−1∑
y=x+1

x

y

.
Soit 0 < p < 1. Pour tout N > 1, posons xN = [pN ]. On a alors

m(xN )

N2
=

1

N

xN∑
y=1

N − xN
N − y

+
1

N

N−1∑
y=xN+1

xN
y

=
1−N−1xN

N

xN∑
y=1

1

1−N−1y
+
N−1xN
N

N−1∑
y=xN+1

1

N−1y

−−−−→
N→∞

(1− p)
∫ p

0

1

1− t
dt+ p

∫ 1

p

1

t
dt = −((1− p) log(1− p) + p log(p)).

Ainsi, dans une population de taille N avec N grand, le temps moyen d’absorption partant
de x = pN avec p ∈]0, 1[ est de l’ordre de

−N2(p log p+ (1− p) log(1− p)).

Pour le modèle de Fisher-Wright, l’espérance du temps d’absorption est de l’ordre de N

tandis qu’il est de l’ordre de N2 pour le modèle de Moran. Cela vient tout simplement du
fait que lors d’une transition du modèle de Moran, un seul allèle est modifié tandis que tous
sont concernés à chaque transition du modèle de Fisher-Wright.

2.5 Notes et commentaires

Les livres [DJ06], [Dur08], et [Ewe04].
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Séance 3

Processus des restaurants chinois

Mots-clés. Partitions aléatoires ; groupe symétrique ; combinatoire.

Il s’agit d’un modèle de partitions aléatoires. À l’instant n ∈ N∗, il y a n clients attablés au
restaurant chinois (ces restaurants où les gens s’attablent sans se connaître). Si ces clients
sont numérotés de 1 à n, les tables qu’ils forment sont modélisées par une partition aléatoire
Cn de l’ensemble fini {1, . . . , n} en |Cn| tables. À l’instant n+1, un nouveau client, numéroté
n + 1, décide soit de rejoindre l’une des |Cn| tables déjà occupées avec une probabilité
proportionnelle à la taille de la table, soit de s’asseoir à une table vide. On modélise par
θ/(n+ θ) la probabilité qu’a le client n+ 1 de s’asseoir à une nouvelle table, où θ > 0 est un
paramètre réel fixé. On suppose pour simplifier que

– les convives ne changent jamais de table,
– les tables peuvent avoir un nombre arbitrairement grand de convives,
– le restaurant peut comporter un nombre arbitrairement grand de tables.

Ceci donne un processus à temps discret (Cn)n>1 où pour tout n, Cn est une partition
aléatoire de {1, . . . , n} constituée de |Cn| sous-ensembles non vides de {1, . . . , n}. On prend
C1 = {{1}}. Si C est une partition de {1, . . . , n}, la notation b ∈ C signifie que b est un sous-
ensemble non vide de {1, . . . , n} de cardinal |b| faisant partie de la partition C. On dit que b
est un bloc de taille |b| de la partition C. On note Cn l’ensemble des partitions de l’ensemble
fini {1, . . . , n}. Le modèle qui décrit (Cn)n>1 est sans mémoire dans la mesure où la loi de
Cn+1 sachant C1, . . . , Cn ne dépend que de Cn.

Il est clair que Cn+1 = Fn(Cn, εn) où (εn)n>1 sont indépendantes et donc (Cn)n>1 est une
chaîne de Markov non homogène d’espace d’états ∪n>1Cn et de noyaux de transition donnés
pour tout n > 1 et tout C ∈ Cn et C ′ ∈ Cn+1 par

P(Cn+1 = C ′ |Cn = C) =



|b|
θ + n

si C ′ s’obtient en ajoutant n+ 1 au bloc b de C,

θ

θ + n
si C ′ s’obtient en ajoutant le singleton {n+ 1} à C,

0 sinon.

Cela fait sens car
∑

b∈C |b| = |C| = n puisque C est une partition de {1, . . . , n}. Dans le
premier cas on a |Cn+1| = |Cn| tandis que |Cn+1| = |Cn|+ 1 dans le second cas.

Remarque 3.0.1. Lorsque θ = 0 on a Cn = {{1, . . . , n}} tandis que si θ = ∞ alors Cn =

{{1}, . . . , {n}}. Les probabilités sont monotones en θ. Plus θ est grand, plus les clients ont
tendance à s’asseoir à une table vide plutôt que de rejoindre une table occupée.
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Remarque 3.0.2 (Remonter le temps). Voici un exemple de début de trajectoire (Cn)n>1 :

C1 = {{1}}
C2 = {{1}, {2}}
C3 = {{1, 3}, {2}}
C4 = {{1, 3}, {2}, {4}}

...
...

On remarque immédiatement qu’il est possible de remonter le temps. Par exemple, à partir
de C4, on en déduit C3 en repérant le bloc contenant 4, puis on en déduit C2 en repérant
le bloc contenant 3, puis C1 en repérant le bloc contenant 2. Plus généralement, pour tout
n > 1 et tout C ′ ∈ Cn+1, il existe un unique C ∈ Cn tel que P(Cn+1 = C ′ |Cn = C) > 0. Il
s’agit là d’une propriété commune à tous les processus qui transportent intégralement leur
passé (ici l’information sur Cn est intégralement contenue dans Cn+1 sans dégradation).

3.1 Distribution d’Ewens

Lemme 3.1.1. Pour tout entier n > 1 et toute partition C de {1, . . . , n},

P(Cn = C) =
θ|C|

θ(θ + 1) · · · (θ + n− 1)

∏
b∈C

(|b| − 1)!.

Démonstration. La formule est vraie pour n = 1. On procède ensuite par récurrence sur n
en utilisant L(Cn+1 |Cn) et en utilisant la remarque 3.0.2 pour déterminer les transitions.

Pour tout temps n > 1 et tout 1 6 k 6 n, soit An,k le nombre de tables de taille k au
temps n, c’est-à-dire le nombre de blocs de taille k dans la partition aléatoire Cn. On a

n = An,1 + 2An,2 + · · ·+ nAn,n et |Cn| = A1 + · · ·+An.

Théorème 3.1.2 (Distribution d’Ewens). Pour tout n ∈ N∗ et tout (a1, . . . , an) ∈ N vérifiant
a1 + 2a2 + · · ·+ nan = n, on a

P(An,1 = a1, . . . , An,n = an) =
n!

θ(θ + 1) · · · (θ + n− 1)

n∏
j=1

1

aj !

(
θ

j

)aj
.

Démonstration. Soit C ∈ Cn de blocs b1, . . . , b|C|. Soit a1, . . . , an la suite des nombres de
blocs de tailles respectives 1, . . . , n. On a alors a1 + 2a2 + · · ·+nan = n et a1 + · · ·+ an = |C|.
Le nombre de telles partitions (i.e. à nombres a1, . . . , an prescrits) vaut

n!

n∏
j=1

1

(j!)ajaj !
.

Le résultat découle alors du lemme 3.1.1 puisqu’il donne

P(An,1 = a1, . . . , An,n = an) =
∑
C∈Cn

A(C)=(a1,...,an)

θa1+···+an

θ(θ + 1) · · · (θ + n− 1)

n∏
j=1

((j − 1)!)aj .
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Remarque 3.1.3. Le processus des restaurants chinois permet l’apparition de petites ta-
bles et leur maintient au fil du temps car elles sont choisies au prorata de leur taille !

Remarque 3.1.4 (Quelques autres représentations de la loi d’Ewens).

1. Soit (Pr)r>1 la loi sur N∗ aléatoire générée en posant (partition de [0, 1])

P1 = W1, P2 = (1−W1)W2, P3 = (1−W1)(1−W2)W3, . . .

où (Wr)r>1 sont i.i.d. de loi Beta w 7→ θ(1−w)θ−11[0,1](w). Conditionnellement à (Pr)r>1,
soient X1, . . . , Xn des v.a. i.i.d. sur N∗ de loi (Pr)r>1. La suite X1, . . . , Xn fait apparaître
au plus n entiers différents, et leurs effectifs suit la loi d’Ewens.

2. Si Z1, . . . , Zn sont indépendantes de lois de Poisson de moyennes θ/1, . . . , θ/n alors

L(Z1, . . . , Zn |Z1 + 2Z2 + · · ·+ nZn = n)

est la loi d’Ewens.

3. En interprétant les tables du restaurant occupées par les n premiers clients comme
des cycles de permutation de l’ensemble {1, . . . , n}, le processus des restaurants chi-
nois permet de construire une permutation aléatoire de {1, . . . , n}, c’est-à-dire une loi
sur le groupe symétrique Sn. La probabilité d’obtenir une permutation à k cycles par-
ticulière vaut θk/(θ(θ + 1) · · · (θ + n− 1)). Comme le nombre de permutations ayant aj
cycles de taille j (pour tout 1 6 j 6 n) est n!/(

∏n
j=1 j

ajaj !) on retrouve la loi d’Ewens.
Lorsque θ = 1, on retrouve la loi uniforme sur le groupe symétrique. On dispose ainsi
d’un algorithme récursif pour générer des permutations uniformes !

Remarque 3.1.5 (Apprendre à compter les partitions avec Bell et Stirling). Le nombre
de Bell Bn compte le nombre de partitions d’un ensemble à n éléments. On a B0 = 1 par
convention, B1 = 1 et B2 = 2, et plus généralement, (Bn)n>0 vérifie la récurrence

Bn+1 =
n∑
k=0

(
n

k

)
Bk

qui se démontre de la manière suivante : pour choisir une partition de {1, . . . , n + 1} on
choisit le nombre k d’éléments qui n’appartiennent pas au même bloc que 1, puis ces k
éléments parmi n, puis on partitionne ces k éléments avec les Bk possibilités. La formule
de récurrence se réécrit de la manière suivante :

Bn+1

n!
=

∑
k1+k2=n

1

k1!

Bk2
k2!

ce qui donne l’identité des séries formelles en Z suivante :

∞∑
n=0

Bn+1

n!
Zn =

∞∑
k1=0

1

k1!
Zk1

∞∑
k2=0

Bk2
k2!

Zk2 = eZ
∞∑
n=0

Bn
n!
Zn,

qui s’écrit G′(Z) = eZG(Z) où G(Z) :=
∑∞

n=0
Bn
n! Z

n, ce qui donne G(Z) = ee
Z−1. On recon-

naît la fonction génératrice de la loi de Poisson de paramètre 1. Ainsi, les nombres de Bell
sont les moments de cette loi de Poisson et on a la formule (de Dobinski)

Bn =
1

e

∞∑
k=0

kn

k!
.
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Notons par ailleurs que si

{
n

k

}
désigne le nombre de partitions à k blocs d’un ensemble à

n éléments (nombre de Stirling de seconde espèce) alors

Bn =
n∑
k=1

{
n

k

}
.

On dispose de la formule de récurrence{
n

k

}
=

{
n− 1

k − 1

}
+ k

{
n− 1

k

}
avec conditions au bord

{
n

1

}
= 1 et

{
n

n

}
= 1

car pour choisir une partition de {1, . . . , n+ 1} ayant k blocs il faut et il suffit soit de choisir
une partition de {1, . . . , n} ayant k−1 blocs et de la compléter avec le bloc singleton {n+1},
soit d’ajouter l’élément n+ 1 à l’un des k blocs d’une partition partition de {1, . . . , n} ayant
k blocs. Si X est une variable aléatoire de loi de Poisson de paramètre λ alors

E(Xn) =
n∑
k=1

{
n

k

}
λk en particulier E(Xn) = Bn si λ = 1.

On dispose également de la formule explicite suivante :{
n

k

}
=

1

k!

k∑
j=1

(−1)k−j
(
k

j

)
jn

qui peut s’obtenir grâce au principe d’inclusion-exclusion en remarquant que le nombre de
Stirling de seconde espèce est égal au nombre de surjections de {1, . . . , n} dans {1, . . . , k}.

3.2 Nombre de tables

Au temps n > 1, la salle du restaurant se compose de |Cn| tables occupées.

Théorème 3.2.1 (Nombre de tables). Pour tout n > 1 on a

E(|Cn|) =
n−1∑
k=0

θ

θ + k
∼ θ log(n) et Var(|Cn|) =

n−1∑
k=1

θk

(θ + k)2
∼ θ log(n).

Démonstration. La variable aléatoire |Cn| a même loi que ξ1 + · · ·+ ξn où ξ1, . . . , ξn sont des
variables aléatoires indépendantes de lois de Bernoulli vérifiant pour tout 1 6 k 6 n

P(ξk = 1) = 1− P(ξk = 0) =
θ

θ + k − 1
.

En particulier, ξ1 = 1 p.s. Cela donne pour E(|Cn|) et Var(|Cn|) les formules en sommes. Une
comparaison série-intégrale montre que ces sommes sont des θ log(n) +On→∞(1).

Remarque 3.2.2 (Loi de (An, |Cn|)). Il est possible d’établir que pour tous 0 6 k 6 n,

P(|Cn| = k) = S(n, k)
θk

θ(θ + 1) · · · (θ + n− 1)

où S(n, k) est le coefficient de θk dans θ(θ + 1) · · · (θ + n − 1) c’est-à-dire la valeur absolue
d’un nombre de Stirling de première espèce.
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Remarque 3.2.3. Par construction, (|Cn|)n>1 est presque-sûrement croissante et ne fait
que des sauts de +1. Elle constitue le processus de comptage partant de 1 de tops espacés
par des durées aléatoires indépendantes. Cependant, ces durées ne sont pas de même loi,
et ne sont pas de loi géométrique. Il s’agît plutôt d’un jeu de pile ou face où la probabilité de
gagner change à chaque lancer. Bien que la suite (Cn)n>1 soit croissante, elle est cependant
de moins en moins croissante en quelque sorte puisque la quantité

pn = P(|Cn+1| = |Cn|+ 1) = P(ξn+1 = 1) = θ(θ + n)−1

décroît quand n croît. Malgré tout, la moyenne et la variance de |Cn| sont équivalentes à
θ log(n) lorsque n tend vers∞.

Théorème 3.2.4 (Comportement asymptotique du nombre de tables en P). On a

|Cn|
log(n)

P−→
n→∞

θ.

Démonstration. Par l’inégalité de Markov et le théorème 3.2.1, pour tous ε > 0 et n > 2,

P
(∣∣∣∣ |Cn|log(n)

− θ
∣∣∣∣ > ε

)
6

Var(|Cn|) + (E(|Cn|)− θ log(n))2

(ε log(n))2
= O

(
1

log(n)

)
= o(1).

On peut raffiner ce résultat en établissant une convergence presque sûre.

Théorème 3.2.5 (Comportement asymptotique presque sûr du nombre de tables). On a

|Cn|
log(n)

p.s.−→
n→∞

θ.

Démonstration. Soient (ξn)n>1 comme dans la preuve du théorème 3.2.1. On pose (n > 2)

Yn =
ξn − E(ξn)

log(n)
et Sn =

n∑
k=1

Yk.

La suite (Sn)n>2 est une martingale de carré intégrable bornée dans L2 puisque∑
n>2

Var(Yn) 6
∑
n>2

θ

(θ + n− 1)(log(n))2
<∞.

Elle converge donc dans L2 et p.s. Le lemme de Kronecker 1 assure alors que Sn/ log(n)

converge presque sûrement vers 0. On a donc

1

log(n)

n∑
k=2

ξk =
Sn

log(n)
+

1

log(n)

n∑
k=2

E(ξk)
p.s.−→
n→∞

θ.

Théorème 3.2.6 (Comportement asymptotique en loi du nombre de tables). On a

|Cn| − E(|Cn|)√
Var(|Cn|)

L−→
n→∞

N (0, 1).

De plus E(|Cn|) et/ou Var(|Cn|) peuvent être remplacés par θ log(n).

1. Si la série réelle
∑
n xn converge alors limn→∞ b

−1
n

∑n
k=1 bkxk = 0 lorsque 0 < bn ↗∞.

Copyright © Djalil Chafaï, Florent Malrieu, 2011, 2012. 29/94

http://djalil.chafai.net/


30 SÉANCE 3. PROCESSUS DES RESTAURANTS CHINOIS

Démonstration. Le fait que E(|Cn|) et/ou Var(|Cn|) peuvent être remplacés par θ log(n) dans
le résultat de fluctuations découle du théorème 3.2.1 et du lemme de Slutsky.

Première preuve grâce au théorème de Berry-Esseen. Le théorème central limite
de Berry-Esseen affirme que si (Xn)n>1 sont des v.a.r. indépendantes alors en notant Sn =

X1 + · · ·+Xn, σ2
k = E(|Xk − E(Xk)|2), τ3

k = E(|Xk − E(Xk)|3), on a

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
Sn − E(Sn)√

Var(Sn)
6 x

)
− 1√

2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt

∣∣∣∣∣
2

6
(τ3

1 + · · ·+ τ3
n)2(

σ2
1 + · · ·+ σ2

n

)3 .
Le résultat en découle en posant Xk = ξk de Bernoulli de moyenne θ/(θ+ k− 1). On obtient
même une vitesse de convergence uniforme pour les fonctions de répartitions !

Seconde preuve par approximation poissonnienne. L’inégalité d’approximation pois-
sonnienne de Barbour et Eagleson affirme que si ξ1, . . . , ξn sont des v.a.r. de Bernoulli in-
dépendantes de moyennes p1, . . . , pn dans ]0, 1] et si µn la loi de Sn = ξ1 + · · · + ξn et νn la
loi de Poisson de moyenne p1 + · · ·+ pn alors

dV (µn, νn) 6 (1− e−(p1+···+pn))
p2

1 + · · ·+ p2
n

p1 + · · ·+ pn
6
p2

1 + · · ·+ p2
n

p1 + · · ·+ pn
.

Ainsi, si pk = θ/(θ + k − 1) on trouve dV (µn, νn) = on→∞(1). Par conséquent, pour toute
fonction continue et bornée f : R→ R, on a, avec σ2

n = Var(|Cn|),∣∣∣∣E(f ( |Cn| − λnσn

))
− E

(
f

(
Pn − λn
σn

))∣∣∣∣ 6 2‖f‖∞ dV (µn, νn) −→
n→∞

0.

où Pn est une v.a.r. de loi de Poisson de moyenne λn = p1 + · · ·+ pn. D’autre part, on a

Pn − λn
σn

=
Pn − λn√

λn

√
λn
σn

L−→
n→∞

N (0, 1)

(fonctions caractéristiques !) car limn→∞
√
λn/σn = 1 d’après le théorème 3.2.1.

Remarque 3.2.7. La preuve précédente montre que la poissonnisation est utile même si
la moyenne diverge : λn = p1 + · · ·+ pn →∞. D’autre part, on a p2

1 + · · ·+ p2
n 6→ 0 ce qui fait

que la simple inégalité de Le Cam dV (µn, νn) = O(p2
1 + · · ·+ p2

n) ne suffit pas.

3.3 Tables extrêmes

À l’instant n le restaurant compte An,1 tables réduites à un seul client. La combinatoire
permet d’obtenir la loi de An,1. Contentons-nous ici des deux premiers moments.

Théorème 3.3.1 (Clients solitaires). Pour tout temps n > 1, le nombre An,1 de tables
réduites à un seul client vérifie

E(An,1) =
nθ

n+ θ − 1
et Var(An,1) =

n(n− 1)(n− 2 + 2θ)θ

(n+ θ − 2)(n+ θ − 1)2
.

En particulier,

lim
n→∞

E(An,1) = θ et lim
n→∞

Var(An,1) = θ.

Démonstration. Il s’agit de décrire la loi de la première composante An,1 d’un vecteur aléa-
toire An de Nn qui suit la loi d’Ewens. Il est cependant plus commode de voir An,1 comme
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le nombre de blocs de taille 1 dans Cn. On a A1,1 = 1 et 0 6 An,1 6 n pour tout n ∈ N∗. De
plus, pour tous entiers 1 6 a1, . . . , an 6 n et 0 6 an+1 6 n+ 1 on a

P(An+1,1 = an+1 |A1,1 = a1, . . . , An,1 = an) = P(An+1,1 = an+1 |An,1 = an)

qui vaut 

θ

θ + n
si an+1 = an + 1 (s’attabler seul à une table vide),

an
θ + n

si an+1 = an − 1 (rejoindre la table d’un solitaire),

n− an
θ + n

si an+1 = an (rejoindre une table comptant 2 clients ou +)

0 sinon.

En particulier, (An,1)n>1 est une chaîne de Markov inhomogène d’espace d’état N. On ob-
tient la remarquable formule affine (une martingale se cache dans la chaîne de Markov !)

E(An+1,1 |An,1 = a) =
a(θ + n− 1) + θ

θ + n
.

Cela donne (n + θ)mn+1 = (θ + n − 1)mn + θ où mn := E(An,1). La formule annoncée pour
mn s’en déduit. Pour la variance, on procède de la même manière avec la formule

Var(X) = E(Var(X |Y )) + Var(E(X |Y )).

Les calculs sont cependant un peu plus lourds que pour l’espérance.

L’entier An,n représente le nombre de tables comportant n clients, autrement dit le
nombre de blocs de taille n dans Cn. Lorsqu’une telle table existe, elle regroupe tous les
clients, et on dit donc qu’il s’agit d’une table unique. On a An,n = 1 si et seulement si |Cn| =
1. Le théorème suivant précise les choses, et montre en particulier qu’asymptotiquement,
le modèle des restaurants chinois ne fait pas apparaître de table unique.

Théorème 3.3.2 (Table unique). On a A1,1 = 1 et An,n ∈ {0, 1} pour tout n > 1. Pour tout
n > 2, la probabilité qu’il n’y ait qu’une seule table vaut

P(An,n = 1) =

n−1∏
k=1

k

θ + k
.

Enfin, la suite (An,n)n>1 décroît presque-sûrement vers 0.

Démonstration. Les premières assertions du théorème découlent directement de la défini-
tion de Cn. L’expression de la probabilité P(An,n = 1) s’obtient en observant que P(An,n =

1) = P(ξ2 = 0, . . . , ξn = 0) = P(ξ2 = 0) · · ·P(ξn = 0). Pour la convergence presque-sûre, on
remarque tout d’abord que, puisque θ > 0, le produit infini

∏∞
k=1(1 + θk−1) diverge car la

série harmonique diverge, et par conséquent limn→∞ P(An,n = 1) = 0. D’autre part, la suite
(An)n>1 définie par An = {An,n = 0} est croissante, et donc

P( lim
n→∞

An,n = 0) = P(∪∞n=1An) = lim
n→∞

P(An) = 1− lim
n→∞

P(An,n = 1) = 1.

Nous avons en fait redémontré une version simple du lemme de Borel-Cantelli.
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3.4 Processus de fragmentation-coalescence réversibles

On considère la chaîne de Markov (Xn)n>0 à valeurs dans l’ensemble Cn des partitions
de {1, . . . , n} définie de la manière suivante : conditionnellement à {Xn = x}, on tire deux
éléments i, j dans {1, . . . , n} uniformément et avec remise, ce qui détermine deux blocs bi
et bj de la partition x. Si i = j alors on construit Xn+1 à partir de x en fissionnant bi = bj
en deux sous-blocs en tirant un élément uniformément. Si i 6= j alors on définit Xn+1 à
partir de x en fusionnant bi et bj . On dit fission-fusion 2 ou fragmentation-coalescence. On
peut montrer que la loi d’Ewens avec θ = 1 est l’unique loi invariante (elle est réversible).
En quelque sorte, ce processus de fragmentation-coalescence est au processus des restau-
rants chinois ce que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est au mouvement brownien, la loi
d’Ewens θ = 1 jouant le rôle de la loi de Gauss standard dans cette analogie markovienne.

Soit (Yn)n>0 la chaîne de Markov sur le groupe symétrique Sn définie de la manière
suivante : conditionnellement à l’événement {Yn = x}, on pose Yn+1 = xτ où τ = τi,j est
une transposition uniformément choisie (c’est-à-dire obtenue en tirant deux éléments i, j
uniformément et sans remise dans {1, . . . , n}. Le processus (Yn)n>0 admet la loi uniforme
sur Sn comme unique loi invariante (elle est réversible). Ce processus contient aussi le pro-
cessus de fission-fusion précédent. En effet, tout élément de Sn s’écrit de manière unique
sous la forme d’un produit de cycles. Soient ci et cj les cycles de x contenant i et j. Si i = j

alors les cycles de xτ s’obtiennent à partir de ceux de x en fissionnant le cycle ci = cj ,
tandis que si i 6= j alors les cycles de xτ s’obtiennent en fusionnant les cycles ci et cj . Ainsi,
si fn : Sn → En est l’application qui associe à toute permutation la partition de {1, . . . , n}
donnée par sa décomposition en cycles, alors on a (Xn)n>0 = (fn(Yn))n>0. On a affaire à une
fonction d’une chaîne de Markov qui est encore une chaîne de Markov. La loi d’Ewens avec
θ = 1 sur En est la loi image par fn de la loi uniforme sur Sn.

bloc d’une partition↔ cycle d’une permutation↔ table d’un restaurant

Une partition de {1, . . . , n} prescrit le support des cycles mais ne précise pas la structure
interne de chaque cycle. Il peut donc y avoir plusieurs permutations pour chaque partition.
Le nombre de permutations de {1, . . . , n} qui possèdent exactement k cycles est donné par
S(n, k), le coefficient de xk dans le polynôme x(x+1) · · · (x+n−1). Ce nombre est également
la valeur absolue du nombre de Stirling de première espèce[

n

k

]
qui est le coefficient de xk dans le polynôme (x)n := x(x − 1) · · · (x − n + 1). Il se trouve
que S(n, k) compte également le nombre de permutations de {1, . . . , n} ayant exactement k
records. Cette identité découle d’une correspondance fondamentale en combinatoire, due
à Foata, entre suites sans répétitions et permutations.

3.5 Notes et commentaires

The Ewens sampling formula par Ewens et Tavaré, dans l’encyclopédie [JKB97]. Les
livres [Dur08] et [Ewe04]. Pour la fission-fusion, l’article [DMWZZ04]. Quelques problèmes
ou concepts reliés : spectre des matrices de permutation uniformes, multiples manières de
simuler la loi uniforme sur le groupe symétrique Σn, lois de Poisson-Dirichlet.

2. En anglais, on dit aussi split and merge.
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Séance 4

Généalogies et coalescence

Mots-clés. Arbres ; lois géométriques ; lois exponentielles.

On s’intéresse à l’évolution d’une population de taille finie N constante au fils des
générations. On suppose que les générations ne se chevauchent pas, et que pour tout n > 0,
la génération n meurt en donnant naissance à la génération n + 1. Le mécanisme de tran-
sition est markovien : la génération n+ 1 dépend de la génération n et d’une source d’aléa
indépendante. À chaque génération, on numérote les individus de 1 à N . Pour tout n > 0,
soit an+1

i le numéro du parent de l’individu i de la génération n + 1. Ce parent appartient
à la génération n. On suppose que les variables aléatoires an+1

1 , . . . , an+1
N sont i.i.d. de loi

uniforme sur {1, . . . , N}. On note νni le nombre de descendants à la génération n+1 de l’indi-
vidu i vivant à la génération n. Les variables aléatoires (νni )16i6N ne sont pas indépendantes
puisqu’elles doivent vérifier la relation νn1 + · · ·+ νnN = N . On a

νni =
N∑
j=1

1{an+1
j =i}.

Par conséquent, le vecteur aléatoire νn = (νn1 , . . . , ν
n
N ) suit la loi multinomiale de taille N et

de paramètre (1/N, . . . , 1/N), c’est-à-dire

P(νn1 = n1, . . . , ν
n
N = nN ) =

N !

n1! . . . nN !

(
1

N

)N
1{n1+···+nN=N}.

Si chaque individu est identifié à un allèle A ou B d’un gène à deux allèles et si le nombre
d’allèles A à la génération n est égal à x, alors la loi du nombre d’allèles A à la génération
n+ 1 suivra une loi binomiale Binom(N, x/N). On retrouve donc le modèle de Fisher-Wright
(le lien avec la loi multinomiale a déjà été observé au moment de l’étude du modèle de
Cannings). Nous avons construit ici le modèle de Fisher-Wright à rebours en remontant
les générations. Chaque individu de la génération n + 1 possède un ancêtre à la généra-
tion n choisi indépendamment des autres et selon la loi uniforme sur {1, . . . , N}. Certains
membres de la génération n n’ont donc aucun descendant à la génération n + 1 et c’est ce
qui va entraîner le phénomène dit de dérive génétique (fixation d’un allèle).

Exercice 4.0.1 (Des poissons à la multinomiale). Si Y1, . . . , YN sont des variables aléatoires
indépendantes de loi de Poisson de paramètres respectifs θ1, . . . , θN alors

L((Y1, . . . , YN ) |Y1 + · · ·+ YN = N) = Multinom(N, (p1, . . . , pN ))

où pk = θk/(θ1 + · · · + θN ) pour tout 1 6 k 6 N . En particulier, si θ1 = · · · = θN alors
p1 = · · · = pN = 1/N . Ainsi le modèle de Fisher-Wright est un modèle de Galton-Watson de
loi de reproduction Poisson conditionné à avoir une taille de population fixée (chapitre 5).
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Le modèle de Wright-Fisher sans mutation est connu pour faire apparaître un phénomène
dérive génétique, c’est-à-dire qu’un allèle l’emporte sur l’autre et que la population devient
homozygote après un nombre aléatoire mais fini (presque sûrement) de générations. De
même, après un certain nombre de générations, tous les individus proviendront donc d’un
même ancêtre. C’est ce phénomène qu’il s’agit à présent de décrire et quantifier.

Comme les individus choisissent leur parent de manière i.i.d. et uniforme, la probabilité
que deux individus fixé aient deux parents distincts (à la génération précédente) est égale à
N(N−1)/N2 = 1−1/N . Ces parents choisissant eux-mêmes leurs parents indépendamment,
la probabilité pour que le premier ancêtre commun à deux individus donnés remonte à
plus de r générations vaut (1 − 1/N)r. Le temps T2 d’apparition de l’Ancêtre Commun le
Plus Récent (ACPR) suit donc une loi géométrique sur N∗ de paramètre p2 = 1/N . Si l’on
considère à présent trois individus, notons T ′3 l’instant d’apparition de l’ACPR pour deux
individus au moins (premier temps de coalescence parmi trois individus). On a

P(T ′3 > 1) =
N(N − 1)(N − 2)

N3
= 1− 3

N
+

2

N2
.

Comme les choix des parents sont indépendants à chaque génération, il vient, pour k > 1,

P(T ′3 > k) =

(
1− 3

N
+

2

N2

)k
.

La loi de T ′3 est donc la loi géométrique de paramètre p3 = 3/N−2/N2. On note T3 = T ′3 +T ′2
le temps d’apparition d’un ACPR pour les trois individus (ici T ′2 := T3 − T ′3). Remarquons
que si l’ACPR de deux individus est l’ACPR des trois individus alors T ′2 = 0. Déterminons
la loi de T ′2. La probabilité que trois individus distincts aient le même père est 1/N2. La
probabilité que T ′2 soit nul sachant que T ′3 = k est donc égale à

P(T ′2 = 0 |T ′3 = k) =
P(T ′2 = 0 , T ′3 = k)

P(T ′3 = k)
=

(1− p3)k−1(1/N2)

p3(1− p3)k−1
=

1

3N − 2
.

Comme les choix des parents sont indépendants d’une génération à l’autre, on déduit de
la première partie que la loi de T ′2 sachant que T ′3 = k et T ′2 > 0 est la loi géométrique de
paramètre p2. Cela implique que sachant T ′3 = k, la variable T ′2 est égale en loi à UV où U

et V sont indépendantes de lois respectives Bern(1− 1/(3N − 2)) et GeomN∗(p2).
Plus généralement, le nombre de parents distincts d’un groupe de k individus peut être

vu comme le nombre d’urnes occupées après que l’on a lancé k balles, indépendamment et
à chaque fois uniformément, dans N urnes. Pour tout j ∈ {1, . . . , k}, on notera la probabilité
pour que ce nombre soit j de la manière suivante :

g
(N)
k,j = P(k individus ont j parents distincts) =

N(N − 1) · · · (N − j + 1)Sk,j
Nk

,

où Sk,j est le nombre de Stirling de seconde espèce 1. En effet, il y a N(N − 1) · · · (N − j+ 1)

façons de choisir j parents distincts parmi N , et Sk,j façons d’associer à ces j parents
k enfants, et enfin, Nk est le nombre de façons d’assigner k enfants à leurs parents. On
définit à présent le processus ancestral (ANn (r))r∈N en notant ANn (r) le nombre d’ancêtres
distincts à la génération −r pour un groupe de taille n au temps 0 (le temps remonte ici).
La suite (ANn (r))r∈N est une chaîne de Markov sur {1, . . . , n} de matrice de transition

GN =
(
g

(N)
j,k 1{j6k}

)
16j,k6n

.

1. C’est le nombre de façons de découper un ensemble à k éléments en j ensembles non vides, déjà utilisé
pour étudier le collectionneur de coupons par exemple
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Pour cette chaîne, l’état 1 est absorbant tandis que les états 2, . . . , n sont transitoires
puisqu’ils mènent tous à 1. Il est difficile d’étudier les propriétés fines de cette chaîne,
comme par exemple des propriétés sur le temps d’atteinte de l’état 1. Nous allons donc
remplacer ce modèle à temps discret par un modèle plus simple à temps continu.

4.1 Modèle généalogique à temps continu

Considérons la chaîne de Markov à temps continu (A(t))t>0 sur N∗ de générateur

L(j, k) =


(
j
2

)
si j > 2 et k = j − 1,

−
(
j
2

)
si j > 2 et k = j,

0 sinon.

Il s’agit d’un processus de mort pur sur N (sauts de n à n−1 seulement) pour lequel 1 est ab-
sorbant. Le temps de séjour en n suit la loi exponentielle de paramètre

(
n
2

)
. Ceci s’interprète

de la manière suivante : chaque couple d’individus se cherche un père indépendamment des
autres et y arrive au bout d’un temps exponentiel de paramètre 1. Pour n individus, on a(
n
2

)
couples distincts. Or le minimum de

(
n
2

)
v.a.r. i.i.d. de loi E(1) est la loi E(

(
n
2

)
). On note

(An(t))t>0 le processus issu de n, qui est à valeurs dans {1, . . . , n}.
Montrons à présent que le processus à temps discret correctement renormalisé con-

verge vers le processus à temps continu. On s’intéresse au cas limite où N est grand et
où l’unité de temps se compte en N générations. La date d’apparition de l’ACPR de deux
individus donnés est donc T ′2/N où T ′2 suit la loi géométrique sur N∗ de paramètre p2 = 1/N .

Lemme 4.1.1 (Loi exponentielle comme limite de lois géométriques renormalisées). Soit
(Vn)n une suite de variables aléatoires de loi géométrique de paramètres respectifs (µn)n
telle que nµn converge vers µ > 0 quand n → ∞. Alors la suite (n−1Vn)n converge en loi
vers une variable aléatoire V de loi exponentielle de paramètre µ.

Démonstration. Il suffit d’utiliser les fonctions caractéristiques. Si V ∼ E(µ), alors

ϕVn/n(t) =
µne

it/n

1− (1− µn)eit/n
=

nµn

nµn − n(1− eit/n)
−→
n→∞

µ

µ− it
= ϕV (t),

Alternativement, pour tout x > 0, P(n−1Vn > x) = P(Vn > nx) = e−µnbnxc → e−µx.

Dans le cas d’une population comportant N individu et dans une échelle de temps où
l’unité de temps est égale à N générations, le temps T2 d’apparition de l’ACPR pour deux
individus donnés a approximativement pour loi la loi exponentielle de paramètre 1. En
particulier E(T2) = 1. On a donc montré que

(AN2 ([Nt]))t>0
L−→

N→∞
(A2(t))t>0.

Considérons l’arbre généalogique de trois individus. Quand N tend vers l’infini, T ′2/N
converge en loi vers E(1). De plus, on montre de même que (T ′2/N, T

′
3/N) converge vers

(T2, T3) où T2 et T3 sont indépendantes de lois exponentielles respectives E(1) et E(3) :

ϕ(T ′2/N,T
′
3/N)(s, t) = E

(
exp(isT ′2/N + itT ′3/N)

)
= E

[
E
(
exp(isT ′2/N)|T ′3

)
exp(itT ′3/N)

]
=

1

3N − 2
E
[
eitT

′
3/N
]

+
3N − 3

3N − 2
E
[
eitV/N

]
E
[
eitT

′
3/N
]
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et le lemme 4.1.1 permet de conclure que (AN3 ([Nt]))t>0 converge en loi vers le processus
(A3(t))t>0 quand N tend vers l’infini. En d’autres termes, lorsque N tend vers l’infini et que
le temps est mesuré en unités de N générations, le mécanisme d’apparition de l’ACPR d’un
groupe composé de trois individus distincts pour le processus limite est le suivant :

– après un temps exponentiel T3 ∼ E(3), un ancêtre commun à 2 individus apparaît,
– l’ancêtre commun apparaît alors après un temps T2 ∼ E(1),
– les variables aléatoires T2 et T3 sont indépendantes.

En particulier, à la limite, la probabilité que le premier ancêtre commun soit commun aux
trois individus est nulle. On peut généraliser le résultat comme suit.

Théorème 4.1.2 (Du discret au continu). Pour tout n > 2, au sens des lois marginales

(ANn ([Nt]))t>0
L−→

N→∞
(An(t))t>0.

Démonstration. On esquisse seulement les grandes lignes. Considérons dans un premier
temps le comportement de la matrice de transition de GN lorsque N est grand. Puisque
Sk,k−1 =

(
k
2

)
, pour tout 2 6 k 6 n,

g
(N)
k,k−1 = Sk,k−1

N(N − 1) · · · (N − k + 1)

Nk
=

(
k

2

)
1

N
+O(N−2)

tandis que pour j < k − 1, on a

g
(N)
k,j = Sk,j

N(N − 1) · · · (N − j + 1)

Nk
= O(N−2).

Enfin, on a

g
(N)
k,k = N−kN(N − 1) · · · (N − k + 1) = 1−

(
k

2

)
1

N
+O(N−2).

Ainsi GN = I +N−1Q+O(N−2). La suite consiste à identifier la limite de (GN )[Nt]. . .

4.2 Longueur de l’arbre généalogique

Le processus à temps continu (An(t))t>0 d’espace d’état {1, . . . , n} est un processus de
mort pur, c’est-à-dire que ses trajectoires continues par morceaux sont décroissantes. Il est
issu de An(0) = n et décroît uniquement avec des sauts d’amplitude −1. Pour tout k > 2,
sachant que le processus est dans l’état k, le temps d’attente Tk avant de passer dans l’état
k−1 (seule transition possible) suit une loi E(

(
k
2

)
). De plus, les variables aléatoires (Tk)26k6n

sont indépendantes. Si Wn est le temps d’apparition de l’ACPR alors

Wn = Tn + · · ·+ T2,

où les (Tk)26k6n sont les temps de séjours dans les états 2, . . . , n. En particulier, on a donc

E(Wn) = 2
n∑
k=2

1

k(k − 1)
= 2

n∑
k=2

(
1

k − 1
− 1

k

)
= 2

(
1− 1

n

)
→ 2
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et les T2, . . . , Tn étant indépendantes, on a de plus

Var(Wn) =

n∑
k=2

Var(Tk)

=

n∑
k=2

4

k2(k − 1)2

= 4

n∑
k=2

(
1

k2
+

1

(k − 1)2
− 2

k(k − 1)

)

= 8
n−1∑
k=1

1

k2
+

4

n2
− 4− 8

(
1− 1

n

)

On a Var(Wn) ↗ 4π2

3 − 12 ' 1.16 (notons que Var(T2) = 1). Il est possible d’obtenir une
expression explicite de la densité de Wn en remarquant que P(Wn 6 t) = P(An(t) = 1) et en
calculant la matrice de transition du processus ancestral (assez peu passionnant).

On appelle arbre généalogique d’un groupe de n individus l’ensemble de tous leurs
ancêtres toutes générations comprises, eux compris, jusqu’au premier ancêtre commun à
tous les individus. On note Ln, et l’on appelle longueur de l’arbre généalogique la variable
aléatoire égale à la somme des temps de vie de tous les individus de l’arbre. La longueur
de l’arbre Ln s’exprime en fonction des temps d’apparition des ancêtres commun :

Ln = 2T2 + · · ·+ nTn.

En particulier, comme T2, . . . , Tn sont indépendantes avec Tk ∼ E(
(
k
2

)
),

E(Ln) ∼n→∞ 2 log(n) et Var(Ln) ∼n→∞
2π2

3
.

Théorème 4.2.1 (Longueur de l’arbre ancestral). La variable aléatoire Ln suit la loi du
maximum de n− 1 v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de paramètre 1/2. De plus, on a

Ln
log(n)

p.s.−→
n→∞

2 et Ln − 2 log(n)
L−→

n→∞
G 1

2

où G 1
2

est la loi de Gumbel de fonction de répartition F (t) = exp(− exp(−1
2 t)).

Démonstration. La v.a.r. Ln est la somme des v.a.r. indépendantes 2T2, . . . , nTn qui suivent
les lois E(1/2), . . . , E((n− 1)/2). Le premier résultat découle alors de la propriété suivante :
si E1, . . . , En sont indépendantes de lois E(λ), E(2λ), . . . , E(nλ) alors Sn := E1 + · · ·+En à la
même loi que Mn := max(F1, . . . , Fn) où F1, . . . , Fn sont i.i.d. de loi E(λ). La densité de Mn

est
fn(x) := (P(Mn 6 x))′ = ((1− e−λx)n1R+(x))′ = nλ(1− e−λx)n−1e−λx1R+(x).

Montrons par récurrence sur n que Sn a pour densité fn. C’est vrai pour n = 1. Si cela est
vrai pour n, alors la densité de Sn+1 est, en notant gλ la densité de E(λ),

fn ∗ g(n+1)λ(y) = (n+ 1)λ

∫ y

−∞
fn(x)e−λ(n+1)(y−x) dx

= λ(n+ 1)nλe−λ(n+1)y

∫ y

0
(eλx − 1)n−1eλx dx

= λ(n+ 1)e−λ(n+1)y(eλy − 1)n

= λ(n+ 1)e−λy(1− e−nλy)n = fn+1(y).
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Pour établir le second résultat (convergence p.s.) on utilise le fait suivant : si (Xn)n sont
des v.a.r. indépendantes, centrées, de carré intégrable, avec

∑
n E(X2

n) < ∞ alors
∑

nXn

converge p.s. et dans L2 (cas particulier du théorème de convergence des martingales
bornée dans L2). En effet, avec Xn = nTn − E(nTn) = nTn − 2/(n− 1) on a E(Xn) = 0 et∑

n>2

E(X2
n) =

∑
n>2

Var(Xn) =
∑
n>2

4

(n− 1)2
<∞

donc
∑

nXn converge p.s. et donc

Ln
log(n)

=
1

log(n)

n∑
k=2

Xk +
1

log(n)

n∑
k=2

E(kTk) =
1

log(n)

n∑
k=2

Xk +
2

log(n)

n−1∑
k=1

1

k

p.s.−→
n→∞

2.

Le troisième résultat (fluctuation Gumbel) vient de Ln
d
= Mn car pour tout t ∈ R,

P(Ln − 2 log(n) 6 t) =
(

1− e−
1
2

(t+2 log(n))
)n−1

=

(
1− 1

n
e−

1
2
t

)n
−→
n→∞

e−e
− 1

2 t .

4.3 Mutations

Pour rendre compte de la diversité des individus dans une population, il faut tenir
compte des possibilités de mutation de l’ADN, en particulier lors de la réplication. Les
mutations entraînent une diversifications des enfants d’un même individu. Le taux de mu-
tation d’une base est très faible. On suppose pour simplifier que ce taux ne dépend pas de la
base concernée, ni de sa position dans l’ADN et qu’il est constant au cours du temps. Ainsi,
à chaque génération, un individu a une probabilité µ d’avoir une mutation qui le différencie
de son parent. Si l’on considère une séquence de m bases, la probabilité que deux muta-
tions aient lieu au même endroit est 1/m. Comme les probabilités de mutation sont faibles,
cela arrive très rarement. On fera donc l’hypothèse que l’on a une infinité d’allèles possi-
bles et que chaque nouvelle mutation affecte un site différent. Ainsi, une mutation donne
toujours un nouvel allèle. Le temps d’apparition d’une mutation dans la lignée ancestrale
d’un individu est donc une loi géométrique de paramètre µ. On pose θ = 2µN et on suppose
que θ est d’ordre 1. Ainsi, lors du passage à la limite en N tend vers l’infini, le processus de
mutation devient un processus de Poisson. Plus exactement, on munit chaque branche
de l’arbre d’un processus de Poisson de paramètre θ/2 qui comptera les mutations.
Les deux processus de coalescence et mutation sont d’origines aléatoires différentes. Nous
les considérerons indépendants.

Théorème 4.3.1 (Loi du nombre d’allèles dans un échantillon). Si Kn désigne le nombre
d’allèles distincts dans un groupe de n personnes alors Kn a la loi de η1 + · · ·+ηn où (ηk)k>1

sont indépendantes de loi de Bernoulli de paramètres (θ/(k − 1 + θ))k>1.

Notons que η1 = 1 p.s. La v.a.r.Kn correspond au nombre de tables dans le processus des
restaurants chinois (chapitre 3). En particulier, on sait calculer les deux premiers moments,
et on connaît le comportement asymptotique (convergence et fluctuation).

Lemme 4.3.2 (Horloges exponentielles en compétition). Si E1, . . . , En sont des v.a.r. ex-
ponentielles indépendantes de paramètres respectifs λ1, . . . , λn alors M := min(E1, . . . , En)

suit la loi exponentielle de paramètre λ1 + . . .+ λn. De plus, presque sûrement le minimum
dans la définition de M est atteint en un unique entier I aléatoire de {1, . . . , n}, indépendant
de M , de loi P(I = i) = P(M = Ei) = λi/(λ1 + · · ·+ λn) pour tout i ∈ {1, . . . , n}.
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Preuve du lemme 4.3.2. Pour tout i ∈ {1, . . . , n} et tout x ∈ R+,

P(min
k 6=i

(Ek) > Ei > x) = λi

∫ ∞
x

∏
k 6=i

P(Ek > y) e−λiy dy =
λi

λ1 + · · ·+ λn
e−(λ1+···+λn)x

C’est la formule pour P(I = i,M > x), qui donne la loi du couple (I,M).

Preuve du théorème 4.3.1. Pour un groupe de n individus, on s’intéresse au premier temps
(dans le passé) d’apparition d’une coalescence ou d’une mutation. Tout se passe comme si
Un était le minimum entre Tn, premier temps de coalescence (de loi E(

(
n
2

)
)) et R1, . . . , Rn

premiers temps de mutation des individus 1, . . . , n de même loi E(θ/2). Puisqu’elles sont
indépendantes, leur minimum est encore une loi exponentielle et son paramètre est égal à(

n

2

)
+ n

θ

2
=
n(n− 1 + θ)

2
.

De plus, la probabilité que ce premier phénomène soit une coalescence est (lemme 4.3.2)(
n
2

)
n(n−1+θ)

2

=
n− 1

n− 1 + θ
.

De même, la probabilité pour que ce phénomène soit une mutation est donc

1− n− 1

n− 1 + θ
=

θ

n− 1 + θ
.

On pose ηn = 1 si ce premier phénomène est une mutation et ηn = 0 si c’est une coalescence.
La variable aléatoire ηn suit donc la loi de Bernoulli de paramètre θ/(n− 1 + θ). Étudions ce
qui se passe après ce temps Un :

– Si ηn = 0 alors le nombre d’ancêtres à l’instant Un est n − 1 et le nombre d’allèles
distincts dans ce groupe de n− 1 individus est Kn−1 = Kn.

– Si ηn = 1 alors l’individu qui a muté à l’instant Un est à l’origine d’un allèle différent. Il
correspond, dans la population initiale de n individus, à la présence d’un allèle distinct
de tous les autres. De plus, cet allèle est présent une seule fois dans la population des
n ancêtres. On obtient donc une population de n−1 individus possédant Kn−1 = Kn−1

allèles distincts.

Dans tous les cas, on a obtenu Kn = Kn−1 + ηn et on considère à partir de l’instant Un une
population de n− 1 individus possédant Kn−1 allèles différents. Par récurrence, on obtient
bien la décomposition de Kn en somme de variables aléatoires de Bernoulli. La propriété
de Markov du processus de coalescence et l’absence de mémoire du processus de mutation
assure l’indépendance des variables aléatoires (ηk)k.

On peut en fait décrire plus précisément la structure des allèles d’une population de
n individus. Dans le modèle à nombre d’allèles infini, un échantillon de taille n peut être
représenté par une configuration c = (c1, . . . , cn) où ci est le nombre d’allèles représentés
i fois et |c| = c1 + 2c2 + · · · + ncn = n. On notera ei = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) le ième vecteur
unitaire. Il s’agit à présent d’établir une équation satisfaite par les probabilités (q(c)) où
q(c) est la probabilité qu’un échantillon de taille |c| tiré sous la probabilité stationnaire ait
la configuration c. On pose q(e1) = 1. Supposons que la configuration soit c. En remontant
la généalogie de l’échantillon jusqu’au premier changement, nous trouvons une mutation
ou une coalescence (ancêtre commun à deux individus). Analysons ces deux événements :

Copyright © Djalil Chafaï, Florent Malrieu, 2011, 2012. 39/94

http://djalil.chafai.net/


40 SÉANCE 4. GÉNÉALOGIES ET COALESCENCE

– Le premier événement (mutation) a une probabilité (lemme 4.3.2)

nθ/2

nθ/2 + n(n− 1)/2
=

θ

θ + n− 1
.

La configuration b qui a conduit à la c est
– b = c si la mutation a eu lieu sur l’un des c1 singletons (probabilité c1/n),
– b = c−2e1+e2 si la mutation a eu lieu sur un des allèles représenté 2 fois (probabilité

2b2/n = 2(c2 + 1)/n),
– b = c − e1 − ej−1 + ej si la mutation a eu lieu sur un des allèles représenté j fois

(probabilité jbj/n = j(cj + 1)/n)
– Le second événement (coalescence) a lieu avec une probabilité (n − 1)/(θ + n − 1) et

dans ce cas, la configuration précédente était de la forme b = c + ej − ej+1 : un allèle
présent j fois (parmi les cj + 1) s’est dédoublé, ramenant de cj + 1 à cj le nombre
d’allèles présent j fois et de cj+1 − 1 à cj+1 le nombre d’allèles présent j + 1 fois. Cet
événement a une probabilité de jbj/(n− 1) = j(cj + 1)/(n− 1).

On retrouve le processus des restaurants chinois du chapitre 3, qui nous enseigne que c

suit la loi d’Ewens (on parle de formule d’échantillonnage d’Ewens en génétique 2 : pour
tous entiers a1, . . . , an vérifiant a1 + 2a2 + · · ·+ nan = n,

q(c) = P(c1(n) = a1, . . . , cn(n) = an) =
n!

θ(θ + 1) · · · (θ + n− 1)

n∏
j=1

(
θ

j

)cj 1

cj
.

4.4 Coalescent de Kingman

Le «coalescent de Kingman» est un processus à temps continu à valeurs dans l’ensem-
ble En des relations d’équivalence sur [n] = {1, . . . , n} (c’est-à-dire l’ensemble des partitions
de [n]). Il décrit la généalogie d’une population de taille n. Jusqu’à présent, nous avons pro-
posé un modèle pour l’évolution temporelle du nombre d’ancêtres d’une population initiale
donnée. Il s’agit à présent d’être plus précis en gardant trace des liens de parentés entre
tous les individus. Numérotons les individus de 1 à n. À un instant t, on définit la relation
d’équivalence (aléatoire)∼ sur [n] par i ∼ j si et seulement si les individus i et j ont le même
ancêtre commun au temps t. Chaque classe d’équivalence correspond à un ancêtre de la
population initiale et les éléments de cette classe sont tous les descendants de cet individu.
Notons C(t) cette partition (aléatoire). Quelle est la dynamique de (C(t))t>0 ? Supposons
que C(0) = α ∈ En et notons k le nombre de ses classes (on écrira |α| = k). Lorsque t aug-
mente, nous progressons vers le passé et le processus reste constant jusqu’à l’apparition
d’un ancêtre commun à deux des ancêtres de chaque classe. Lorsque ceci se produit, les
deux ancêtres, et par conséquence tous leurs descendants, partagent cet ancêtre commun.
Les deux classes d’équivalence sont donc regroupées (coalescent). Le taux d’apparition de
cet événement est 1. Il est intuitivement clair que C est markovien.

Le processus (C(t))t>0 est le processus de Markov à temps continu sur En d’état initial
C(0) = ∆ = {{1}, {2}, . . . , {n}} (personne n’est rélié à personne), et de générateur Q

Q(α, β) =


−
(
k
2

)
si α = β et |α| = k,

1 si α ∼ β,
0 sinon,

2. ESF : Ewens Sampling Formula.
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où la notation α ∼ β signifie que la partition β peut être obtenue à partir de la parti-
tion α en fusionnant deux de ses classes d’équivalence. Le processus C est appelé coales-
cent ou n-coalescent. Pour déterminer sa loi, il faut tout d’abord étudier la chaîne incluse
(C inc

k )k=n,n−1,...,1. Cette chaîne est issue de ∆ et admet pour transitions :

P(C inc
k−1 = β |C inc

k = α) =


1

(k2)
si α ∼ β et |α| = k,

0 sinon.

Le processus C évolue donc selon une suite ∆ = C inc
n ∼ C inc

n−1 ∼ · · · ∼ C inc
1 = Θ, où Θ est la

partition triviale et passe en la partition C inc
k un temps exponentiel de paramètre

(
k
2

)
. Les

taux de transition ne dépendent de la partition qu’au travers de son cardinal et

|C(t)| = An(t),

puisque les classes de C(t) sont en bijection avec les ancêtres au temps t. Ainsi, les proces-
sus (An(t))t>0 et (C inc

k )k sont indépendants et C(t) = C inc
An(t) pour tout t > 0. Plus précisé-

ment,
P(C(t) = α) = P(An(t) = |α|)P(C inc

|α| = α).

Théorème 4.4.1 (Loi du coalescent de Kingman). Soit 1 6 j 6 n et α une partition de [n]

dont les classes d’équivalence admettent les cardinaux λ1, . . . , λj . Alors,

P(C inc
j = α) =

(n− j)!j!(j − 1)!

n!(n− 1)!
λ1! · · ·λj !.

Démonstration. On procède par récurrence descendante. Le résultat est évident pour j = n

(si α n’est pas la partition ∆, sa probabilité d’apparition est nulle, et ∆ est la seule partition
à n classes, toutes singleton). Supposons que le résultat soit vrai pour j > 2. Alors

pj−1(β) := P(C inc
j−1 = β) =

∑
α∈En

pj(α)P(C inc
j−1 = β |C inc

j = α) =
∑
α∼β

pj(α)
2

j(j − 1)
.

Notons λ1, . . . , λj−1 les tailles des classes d’équivalence de β. Celles de α sont

λ1, . . . , λl−1,m, λl −m,λl+1, . . . , λj−1

pour un certain 1 6 l 6 j − 1 et 1 6 m 6 λl − 1. Grâce à l’hypothèse de récurrence 3,

pj−1(β) =
1

2

j−1∑
l=1

λl−1∑
m=1

2(n− j)!j!(j − 1)!

j(j − 1)n!(n− 1)!
λ1! · · ·λl−1!m!(λl −m)!λl+1! · · ·λj−1!

(
λl
m

)

=
(n− j)!(j − 1)!(j − 2)!

n!(n− 1)!
λ1! · · ·λj−1!

j−1∑
l=1

λl−1∑
m=1

1

=
(n− j + 1)!(j − 1)!(j − 2)!

n!(n− 1)!
λ1! · · ·λj−1!

car
∑j−1

l=1

∑λl−1
m=1 1 = λ1 + · · ·+ λj−1 − j + 1 = n− j + 1.

4.5 Notes et commentaires

Livres [DJ06], [Ewe04], [Kin93], [Dur08], [Ber09].

3. Le facteur 1/2 est dû à la permutation de m et λl −m. Considérer l’exemple λl = 2, puis λl = 3.
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Séance 5

Processus de branchement de
Galton-Watson

Mots-clés. Arbres ; martingales ; chaînes de Markov à espace d’état dénombrable.

Le processus de Galton-Watson décrit l’évolution d’une population asexuée au fil de
générations qui ne se recoupent pas. Soit P = p0δ0 + p1δ1 + · · · une loi sur N appelée loi
de reproduction. On passe de la génération n à la génération n + 1 comme suit : chaque
individu de la génération n fait, indépendamment de tout le reste, un nombre aléatoire
d’enfants de loi P puis meurt. Si Zn désigne le nombre d’individus de la génération n ∈ N,
alors Z0 représente la taille de la population initiale et Zn+1 vérifie l’équation de récurrence

Zn+1 =

Zn∑
k=1

Xn+1,k

où (Xn,k)n>1,k>1 sont i.i.d. de loi P , indépendantes de Z0. On adopte la convention
∑

∅ = 0

de sorte que si Zn = 0 alors Zn+1 = 0. Pour tout n ∈ N et z ∈ N, on a

L(Zn+1 |Z0, . . . , Zn) = L(Zn+1 |Zn) et L(Zn+1 |Zn = z) = P ∗z.

La suite (Zn)n>0 est donc une chaîne de Markov d’espace d’état N et de noyau de transition

P(z, ·) = P ∗z.

L’état 0 est absorbant (extinction de la population). Le temps d’extinction est

T := inf{n > 0 : Zn = 0} ∈ N ∪ {∞}.

Ce modèle rudimentaire de dynamique de population ne tient pas compte du sexe. Il permet
par exemple de modéliser de manière grossière le nombre de noms de familles en occident
(car il suffit de se focaliser sur la descendance mâle).

Remarque 5.0.1 (Arbre de Galton-Watson). La suite (Zn)n>0 issue de Z0 = 1 se représente
comme un arbre aléatoire dont la loi de branchement est P . La variable Zn est le nombre
de noeuds de profondeur n. Un arbre r-naire correspond à P = δr mais on prendra garde
au fait qu’il ne s’agit pas d’un graphe r-régulier car la racine (Abraham) possède r voisins
tandis que tous les autres sommets (descendants d’Abraham) possèdent r + 1 voisins.

On effectue à présent les observations suivantes :
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– Le comportement de (Zn)n>0 se ramène au cas Z0 = 1 car 1 conditionnellement à
{Z0 = z}, la suite (Zn)n>0 a la loi de la somme de z copies i.i.d. partant de 1.

– Si pz = 1 pour un z ∈ N alors P = δz et donc Zn+1 = zZn = · · · = zn+1Z0.
– Si p0 = 0 et p1 < 1 alors P(Zn ↗∞|Z0 = 1) = 1 (Zn ↗, comparer à pile ou face).
– Si p0 + p1 = 1 alors P(Zn ↘ 0 |Z0 = 1) = 1 (Zn ↘, T est géométrique).
Ces observations nous conduisent à supposer que dans toute la suite :

Z0 = 1 et 0 < p0 6 p0 + p1 < 1 (implique que pz < 1 pour tout z ∈ N).

Notons qu’on a alors Z1 ∼ P car Z0 = 1. Dans toute la suite, on note m = p1 + 2p2 + · · · la
moyenne de P lorsqu’elle existe, et σ2 ∈ R+ la variance de P lorsque m existe.

Théorème 5.0.2 (Moyenne et variance). Si m existe alors E(Zn) = mn pour tout n > 0 et
si σ2 <∞ alors Var(Zn) = σ2(mn(mn − 1))/(m2 −m) prolongé en nσ2 si m = 1.

Démonstration. La formule de l’espérance découle de E(Zn+1 |Zn) = mZn et Z1 = 1. Pour
la variance, E(Z2

n+1 |Zn) = Zn(σ2 +m2) + Zn(Zn − 1)m2 et donc

E(Z2
n+1) = E(Zn)(σ2 +m2) + (E(Z2

n)− E(Zn))m2.

Un calcul conduit alors à la récurrence linéaire Var(Zn+1) = Var(Zn)m2 +mnσ2.

On adopte la terminologie suivante polarisée par le paramètre m :
– cas sous-critique (m < 1) : E(Zn)↘ 0

– cas critique (m = 1) : E(Zn) = 1

– cas sur-critique (m > 1) : E(Zn)↗∞
Les formules pour E(Zn) et Var(Zn) peuvent être obtenues en utilisant une fonction

génératrice. La fonction génératrice g : [0, 1] 7→ [0, 1] de la loi P est la série entière réelle

g(s) = E(sX1,1) =
∞∑
z=0

pzs
z.

Si P a un moment d’ordre r alors lims→1 g
(r)(s) = E(X1,1(X1,1−1) · · · (X1,1−r+1)) (moment

factoriel d’ordre r de P ). En particulier, g′(1−) = m et g′′(1−) = σ2 +m2 −m.

Théorème 5.0.3 (Génératrice). Pour tout n > 1 la fonction génératrice gn de Zn vérifie

gn = g◦n.

Démonstration. On a g1 = g car Z0 = 1. Pour tout n > 1 et tout s ∈ [0, 1],

gn+1(s) = E(sZn+1) = E(E(sZn+1 |Zn)) = E((E(sX1,1))Zn) = E(g(s)Zn) = gn(g(s)).

Remarque 5.0.4 (De Galton-Watson à Fisher-Wright). Considérons le cas où la loi de re-
production P est une loi de Poisson Poi(λ) et soit N ∈ N∗. On a alors

L((Xn+1,1, . . . , Xn+1,N ) |Zn = N,Zn+1 = N) = Multinom(N, (1/N, . . . , 1/N)).

Le processus de Fisher-Wright est relié au processus de Galton-Watson de loi de repro-
duction Poisson conditionné à être de taille constante (exercice 4.0.1). Le processus de
Galton-Watson décrit l’évolution de la taille de la population, et ne dit rien à l’échelle indi-
viduelle.

1. C’est la propriété de branchement : Z(x+y) d
= Z(x) + Z(y) où Z(x) et Z(y) sont indépendants.
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Remarque 5.0.5 (Population totale). La population totale Tn = Z0 + · · ·+ Zn vérifie

E(Tn) =
1−mn+1

1−m
1m6=1 + (n+ 1)1m=1.

On peut obtenir une formule similaire pour la variance (exercice !). Il est également possible
de calculer la fonction génératrice de la population totale limite T∞ dans le cas m < 1.

Remarque 5.0.6 (Au delà du modèle simple). L’étude du processus de Galton-Watson peut
être considérablement raffinée. Le modèle lui même peut être enrichi et modifié afin de
tenir compte de diverses situations d’intérêt : existence de sexes différents, survivance des
individus à plusieurs générations, immigration, émigration, etc.

5.1 Probabilité d’extinction

Théorème 5.1.1 (Dichotomie). Presque sûrement, soit le processus s’éteint c’est-à-dire
limn→∞ Zn = 0 soit il tend vers l’infini c’est-à-dire limn→∞ Zn =∞. En particulier, on a

P( lim
n→∞

Zn =∞) = 1− P(T <∞) = P(T =∞).

Démonstration. Comme p0 > 0, on a P(z, 0) = pz0 > 0 pour tout z ∈ N∗, et comme 0 est
absorbant, on en déduit que tout z ∈ N∗ est transitoire. Or presque sûrement, la chaîne ne
visite qu’un nombre fini de fois chaque état transitoire, et donc presque sûrement, soit la
chaîne est capturée par l’état absorbant 0 soit elle diverge vers l’infini.

Le théorème 5.1.1 suggère de considérer la probabilité d’extinction P(T <∞). On a

{T <∞} = { lim
n→∞

Zn = 0} = ∪n>0{Zn = 0}.

La suite ({Zn = 0})n>0 est croissante et la probabilité d’extinction vérifie donc

P(T <∞) = P( lim
n→∞

Zn = 0) = P(∪n>0{Zn = 0}) = lim
n→∞

P(Zn = 0).

Or du théorème 5.0.3 on tire P(Zn = 0) = gn(0) et donc

P(T <∞) = lim
n→∞

gn(0).

Théorème 5.1.2 (Probabilité d’extinction). Si m 6 1 alors P(T < ∞) = 1 tandis que si
m > 1 alors P(T <∞) est l’unique racine de l’équation g(s) = s pour 0 < s < 1.

Démonstration. La probabilité d’extinction P(T < ∞) = limn→∞ g
◦n(0) est un point fixe de

g (i.e. g(s) = s) car g : [0, 1]→ [0, 1] est continue. La fonction g est convexe car

g′′(s) =
∞∑
z=0

(z + 2)(z + 1)szpz+2.

Comme p0 + p1 < 1, la fonction g est en fait strictement convexe (elle est affine lorsque
p0 + p1 = 1). D’autre part, g(0) = p0 ∈ ]0, 1[ et g(1) = 1 (faire un dessin). Par conséquent, si
g′(1−) = m 6 1 alors le graphe de g est au dessus de la première bissectrice et 1 est le seul
point fixe. Si g′(1−) = m > 1 alors le graphe de g traverse une et une seule fois la première
bissectrice sur l’intervalle ]0, 1[ et g admet un second point fixe s ∈ ]0, 1[. Reste à observer
que si m > 1 alors g′(1) = m > 1 et donc 1 n’est pas un point fixe attractif.
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Exemple 5.1.3 (Reproduction poissonnienne). Si P = Poi(λ) alors m = λ et g(s) = eλ(s−1)

et donc si λ 6 1 alors la population s’éteint p.s. tandis que si λ > 1 alors la probabilité
d’extinction s est l’unique solution sur ]0, 1[ de l’équation λ = log(s)/(s− 1).

Exemple 5.1.4 (Reproduction géométrique). Si P = GeoN(p) =
∑

n>0 q
npδn alors m = q/p

et g(s) = p/(1− sq) et donc si p > 1/2 alors la population s’éteint presque sûrement tandis
que si p < 1/2 alors la probabilité d’extinction s est l’unique solution sur ]0, 1[ de l’équation
qs2 − s+ p = 0. Un petit calcul fort agréable donne s = p/q.

On a donc la classification suivante d’après le théorème 5.1.2 :

– cas sous-critique (m < 1) : la population s’éteint p.s.
– cas critique (m = 1) : la population s’éteint p.s.
– cas sur-critique (m > 1) : la population s’éteint avec probabilité ∈ ]0, 1[

Pour étudier plus finement la suite (Zn)n>0, on introduit la suite (Yn)n>0 définie par

Yn =
Zn

E(Zn)
=
Zn
mn

.

Son utilité vient du fait qu’elle constitue une martingale pour la filtration naturelle :

E(Yn+1 |Y0, . . . , Yn) =
E(Xn+1,1 + · · ·+Xn+1,Zn |Zn)

mn
=

mZn
mn+1

= Yn.

On a E(Yn) = 1. Comme (Yn)n>0 est une martingale positive, elle converge p.s. vers une
v.a.r. positive Y∞. La suite (Zn)n>0 se comporte asymptotiquement comme (mnY∞)n>0.

5.2 Cas sous-critique

Si m < 1 alors le théorème 5.1.2 donne Zn → 0 p.s. tandis que le théorème 5.0.2 donne
E(Zn) = mn → 0 et Var(Zn)→ 0 (si σ2 <∞).

Théorème 5.2.1 (Cas sous-critique (théorème de Yaglom)). Si m < 1 alors L(Zn |Zn > 0)

converge lorsque n→∞ vers une loi µ sur N∗ dont la fonction génératrice h vérifie

(h− 1) ◦ g = m(h− 1).

Démonstration. Soit hn la fonction génératrice de µn := L(Zn |Zn > 0). La suite (hn(1))n>1

est constante et égale à 1 et converge donc vers h(1) := 1. Pour tout s ∈ [0, 1[, on a

1− hn(s) =
1− gn(s)

1− gn(0)

car P(Zn > 0) = 1 − P(Zn = 0) = 1 − gn(0). On rappelle que gn+1 = g ◦ gn. Comme les
fonctions s 7→ r(s) := (1− g(s))/(1− s) et gn sont croissantes sur [0, 1[, on a

1− hn+1(s)

1− hn(s)
=

1− gn+1(s)

1− gn(s)

1− gn(0)

1− gn+1(0)
=
r(gn(s))

r(gn(0))
> 1.

Par conséquent, la suite positive (1− hn(s))n>1 est croissante, et comme elle est majorée
par 1, elle converge vers une limite 1− h(s). On a

1− hn(g(s)) = lim
n→∞

1− gn+1(0)

1− gn(0)

1− gn+1(s)

1− gn+1(0)
.
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Comme gn(0)↗ P(T <∞) = 1 on en déduit que

1− gn+1(0)

1− gn(0)
=
g(1)− g(gn(0))

g(1)− gn(0)
→ g′(1) = m.

Donc (1− h) ◦ g = m((1− h)) sur [0, 1[ et donc sur [0, 1]. Reste à établir que h est la fonction
génératrice d’une loi µ sur N∗ et que (µn)n>1 converge (étroitement) vers µ. Comme (hn)n>1

converge ponctuellement sur [0, 1[ vers h, il est bien classique d’établir que µn(z) converge
vers une limite µ(z) ∈ [0, 1] pour tout z ∈ N∗, dont la fonction génératrice est égale à h sur
[0, 1[. Le fait que la sous-probabilité µ est une loi de probabilité peut se déduire de l’équation
fonctionnelle vérifiée par h en considérant la limite en 1.

5.3 Cas critique

Si m = 1 alors le théorème 5.1.2 donne Zn → 0 p.s. On a Zn = Yn (donc Y∞ = 0 p.s.)
et le théorème 5.0.2 donne E(Zn) = 1 et Var(Zn) → ∞ (si σ2 < ∞). Notons qu’il ne peut
pas exister de v.a.r. intégrable Z telle que Zn 6 Z pour tout n > 1 car cela entraînerait par
convergence dominée que 1 = limn→∞ E(Zn) = E(limn→∞ Zn) = 0. Le cas est critique !

Théorème 5.3.1 (Cas critique). Si m = 1 et σ2 <∞ alors

1. limn→∞ nP(Zn > 0) = 2σ−2

2. limn→∞
1
nE(Zn |Zn > 0) = 1

2σ
2

3. L(n−1Zn |Zn > 0) tend quand n→∞ vers la loi exponentielle de paramètre 2σ−2.

Remarque 5.3.2 (Piège). Le 2. n’est pas une conséquence directe du 3. car la conver-
gence en loi n’entraîne pas la convergence des moments, en particulier n’entraîne pas la
convergence des espérances. Un contre-exemple est fourni par (Zn)n>1 qui converge p.s.
vers 0 donc en loi vers δ0 mais 1 = E(Zn) ne converge pas vers la moyenne de δ0 qui est 0. Le
théorème affirme cependant qu’il y a convergence de l’espérance de n−1Zn vers l’espérance
2σ−2 de la limite en loi de n−1Zn. La liaison entre convergence en loi et convergence des
moments est abordée dans le chapitre ?? pour la preuve du théorème de Marchenko-Pastur.

Démonstration. La formule de Taylor avec reste intégral en 1 à l’ordre 2 donne

g(s) = s+
1

2
(1− s)2σ2 + (1− s)2α(s)

avec α bornée sur [0, 1] et lims→1 α(s) = 0. Il en découle que

1

1− g(s)
− 1

1− s
=

g(s)− s
(1− g(s))(1− s)

=
1
2σ

2 + α(s)

1− 1
2(1− s)σ2 − (1− s)α(s)

=
σ2

2
+ β(s)

où β est comme α. Comme (gk)k>1 converge uniformément vers 1, il vient

lim
n→∞

1

n

(
1

1− gn(s)
− 1

1− s

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(
1

1− g(gk(s))
− 1

1− gk(s)

)
=
σ2

2

uniformément pour tout s ∈ [0, 1[. Par conséquent, on a

nP(Zn > 0) = n(1− gn(0)) =

(
1

n

(
1

1− gn(0)
− 1

)
+

1

n

)−1

→ 2

σ2
.
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De la même manière, comme Zn1{Zn>0} = Zn on a

E(n−1Zn |Zn > 0) =
E(Zn1{Zn>0})

nP(Zn > 0)
=

E(Zn)

n(1− gn(0))
=

1

n
(1− gn(0))→ σ2

2
.

Toujours de la même manière, on a pour tout t ∈ R∗+, en notant sn = e−t/n,

E(e−t
1
n
Zn |Zn > 0) = 1− 1− gn(sn)

1− gn(0)

= 1− 1

n(1− gn(0))

(
1

n

(
1

1− gn(sn)
− 1

1− sn

)
+

1

n(1− sn)

)−1

→ 1− σ2

2

(
σ2

2
+

1

t

)−1

=
1

1 + σ2

2 t
=

2

σ2

∫ ∞
0
e−txe−

2
σ2
x dx.

5.4 Cas sur-critique

Dans le cas sur-critique m > 1, le théorème 5.1.2 donne Zn →∞ p.s. Le théorème 5.0.2
donne E(Zn) = mn →∞ et Var(Zn)→∞. Étudions la convergence de Yn vers Y∞.

Théorème 5.4.1 (Cas sur-critique). Si m > 1 et σ2 < ∞ alors la martingale (Yn)n>0 con-
verge p.s. et dans L2 vers une v.a.r. Y∞ > 0 de moyenne 1 et de variance σ2/(m2 −m). De
plus, la transformée de Laplace s ∈ R+ 7→ L∞(s) = E(e−sY∞) de Y∞ vérifie

L′∞(0) = −1 et L∞(ms) = g(L∞(s)) pour tout s ∈ R+.

Démonstration. La martingale (Yn)n>0 est bornée dans L2 car par le théorème 5.0.2 :

E(Y 2
n ) =

Var(Zn) + E(Zn)2

m2n
=

σ2

m2 −m
− σ2

mn(m2 −m)
+ 1

qui converge car m > 1. Par conséquent, (Yn)n>0 converge p.s. et dans L2 vers une v.a.r. Y∞
dont les deux premiers moments sont la limite de ceux de Yn. Il est possible de procéder di-
rectement sans faire appel à un théorème de martingales, grâce au fait que la convergence
L2 est ici assez rapide. En effet, par le théorème 5.0.2 on obtient, pour tout n, k > 0,

E((Yn+k − Yn)2) =
σ2

mn

1−m−k

m2 −m
.

Comme m > 1, ceci montre que (Yn)n>0 est une suite de Cauchy dans L2. Comme L2 est
complet, elle converge vers une v.a.r. de carré intégrable Y∞. La série

∑∞
n=0 E((Yn − Y∞)2)

converge également (grâce à la borne géométrique en m−n sur E((Y∞ − Yn)2) obtenue en
faisant tendre k vers l’infini), ce qui montre par le théorème de convergence monotone que
(Yn)n>0 converge p.s. vers Y∞. Les deux premiers moments de Y∞ s’obtiennent facilement.

Pour la transformée de Laplace, on a L′∞(0) = −E(Y∞) = −1. De plus, la transformée de
Laplace s ∈ R+ 7→ Ln(s) = E(e−sYn) de Yn vérifie pour tout n > 0

Ln+1(ms) = gn+1(e−
ms

mn+1 ) = g(gn(e−
s
mn )) = g(Ln(s)),

d’où L∞(ms) = g(L∞(s)) quand n→∞ car L∞ = limn→∞ Ln et g est continue.

48/94 Copyright © Djalil Chafaï, Florent Malrieu, 2011, 2012.

http://djalil.chafai.net/


5.5. IMMIGRATION 49

Remarque 5.4.2. Comme E(Y∞) = 1 et Y∞ > 0 on en déduit que P(Y∞ > 0) > 0. Sur
{Y∞ > 0} on a Zn ∼n→∞ mnY∞ →∞ et on retrouve P(T <∞) < 1. On peut se demander si
l’inclusion {Y∞ > 0} ⊂ {T =∞} est une égalité p.s. La réponse est positive car on a

P(Y∞ = 0) = P(T <∞).

Pour le voir, pour tout z ∈ N∗, en utilisant les propriétés de Markov et de branchement,

P(Y∞ = 0 |Z1 = z) = P( lim
n→∞

Yn = 0 |Z1 = z) = P( lim
n→∞

Yn = 0)z = P(Y∞ = 0)z,

et comme Z1 ∼ P , on a P(Y∞ = 0) = g(P(Y∞ = 0)) donc P(Y∞ = 0) = P(T <∞).

5.5 Immigration

Le processus de Galton-Watson avec immigration (Zn)n>0 issu de Z0 est défini par

Zn+1 =

Zn∑
k=1

Xn+1,k + In+1

pour tout n > 0, où (Xn,k)n>1,k>1 sont i.i.d. de loi P sur N, (In)n>1 i.i.d. de loi P+ sur N,
toutes ces variables formant avec Z0 une famille indépendante. On suppose que P et P+

possèdent une moyenne m et m+ et une variance σ2 <∞ et σ2
+ <∞, et que Z0 = 1. Soit Fn

la tribu engendrée par Z0, (Xi,j)16i6n,j>1, I1, . . . , In. Pour tout n > 0,

E(Zn+1 | Fn) = mZn +m+

d’où on tire (récurrence linéaire) que pour tout n > 1,

E(Zn) =

(
mn +

mn − 1

m− 1
m+

)
1m6=1 + (1 + nm+)1m=1.

Pour la variance, on a

E(Z2
n+1 |Fn) = Zn(σ2 +m2) + Zn(Zn − 1)m2 + 2Znmm+ + σ2

+ +m2
+

ce qui donne

Var(Zn+1) = Var(Zn)m2 + σ2E(Zn) + σ2
+.

Théorème 5.5.1 (Cas sur-critique). Si m > 1 alors (Yn)n>0 = (Zn/m
n)n>0 converge p.s. et

dans L2 vers une v.a.r. Y∞ > 0 qui vérifie 2 E(Y∞) = 1 +m+/(m− 1).

Démonstration. La suite (Yn)n>0 est une (Fn)n>0-sous-martingale car

E(Yn | Fn−1) = Yn−1 +m−nm+ > Yn−1.

On a E(Y0) = 1 et E(Yn) = E(Yn−1) +m−nm+ pour n > 1 d’où

E(Yn) = 1 + (m−1 + · · ·+m−n)m+.

Comme m > 1 et Yn > 0 on obtient supn E(|Yn|) = supn E(Yn) <∞, et un théorème de Doob
sur les sous-martingales bornées dans L1 entraîne que (Yn)n>0 converge p.s. vers une v.a.r.

2. Il est également possible de calculer Var(Y∞) (exercice !).
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Y∞ > 0 intégrable (la convergence a lieu dans L1 si la suite est uniformément intégrable).
Nous devons établir que la convergence a lieu dans L2. Comme m > 1, on a

E(Y 2
n ) = m−2nVar(Zn) +m−2nE(Zn)2

ce qui donne ` := limn→∞ E(Y 2
n ) <∞ car m > 1, et pour tous n, k > 1,

E((Yn+k − Yn)2) = E(Y 2
n+k) + E(Y 2

n )− 2E(Yn+kYn)

= E(Y 2
n+k) + E(Y 2

n )− 2E(E(Yn+k | Fn)Yn)

= E(Y 2
n+k) + E(Y 2

n )− 2E((Yn + (m−n−k + · · ·+m−n−1)m+)Yn)

= E(Y 2
n+k)− E(Y 2

n )− 2(m−n−k + · · ·+m−n−1)m+E(Yn)

= `+ on→∞(1)− `− on→∞(1) + on→∞(1).

Par conséquent, (Yn)n>0 est de Cauchy dans L2 et converge donc dans L2.

5.6 Notes et commentaires

Les livres [DJ06], [AN04], [HJV07], [Har02].
Dans le cas sous-critique, il est possible d’établir que le comportement asymptotique de

m−nP(Zn > 0) dépend de l’entropie H(P ) := E(X1,1 log(X1,1)) =
∑

z∈N pzz log(z) de la loi P ,
en ce sens que :

1. si H(P ) =∞ alors limn→∞m
−nP(Zn > 0) = 0

2. si H(P ) <∞ alors a := limn→∞m
−nP(Zn > 0) > 0 et µ est de moyenne 1/a.
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Séance 6

Marches aléatoires

Mots-clés. Marches aléatoires ; chaînes de Markov ; martingales ; temps de sortie ; loi
multinomiale ; groupe symétrique ; collectionneur de coupons.

6.1 Marche aléatoire simple sur Z

Il s’agit de la suite (Xn)n>0 définie par la relation récursive (ou auto-régressive)

Xn+1 = Xn + εn+1 = X0 + ε1 + · · ·+ εn+1

pour tout n > 0, où (εn)n>1 est une suite de v.a.r. i.i.d. de loi de Rademacher, indépendante
de X0. On pose p = P(εn = 1) = 1 − P(εn = −1) ∈ ]0, 1[. La suite (Xn)n>0 est une chaîne de
Markov d’espace d’état N et de noyau de transition P(x, ·) = pδx+1 + (1− p)δx−1. Rappelons
qu’une variable aléatoire B suit la loi de Bernoulli de paramètre p si et seulement si 2B − 1

suit la loi de Rademacher de paramètre p. Ainsi, pour tout n > 0,

Xn −X0 + n

2
∼ Bin(n, p).

Théorème 6.1.1 (Récurrence). La marche aléatoire simple sur Z est récurrente nulle si
p = 1/2 (m.a.s. symétrique) et transitoire si p 6= 1/2 (m.a.s. asymétrique).

Démonstration. On rappelle que x est récurrent si et seulement si
∑

nP
n(x, x) = ∞. La

chaîne est de période 2 et donc P2n+1(x, x) = 0 pour tout n > 0. Comme la chaîne est
irréductible, tous les états ont même nature, et on peut donc se ramener à l’état 0. La
formule binomiale donne P2n(0, 0) = P(X2n = 0 |X0 = 0) =

(
2n
n

)
pn(1 − p)n. La formule de

Stirling n! ∼
√

2πn(n/e)n donne, en notant ρ = 4p(1− p),

P2n(0, 0) ∼ ρn√
πn

.

À présent, si p = 1/2 alors ρ = 1 et la chaîne est récurrente tandis que si p 6= 1/2 alors ρ < 1

et la chaîne est transitoire. Lorsque p = 1/2 la mesure de comptage est symétrique donc
invariante, et comme elle n’est pas finie, la chaîne est récurrente nulle.

Remarque 6.1.2 (Autre preuve du cas transitoire). On a toujours −n 6 Xn −X0 6 n. En
fait, la loi forte des grands nombres affirme que p.s. Xn = X0 + n(2p − 1 + on→∞(1)). Par
conséquent, (Xn)n>0 tend presque sûrement vers +∞ si p > 1/2 et −∞ si p < 1/2. Cela
donne une preuve alternative du fait que (Xn)n>0 est transitoire lorsque p 6= 1/2.
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Le théorème suivant permet d’étudier le problème de la ruine d’un joueur qui gagne 1

Euro avec probabilité p et perd 1 Euro avec probabilité 1 − p. La fortune initiale est x et le
joueur quitte le jeu lorsqu’il possède a < x Euros (ruine) ou b > x Euros (gain).

Théorème 6.1.3 (Sortie de boite 1). Soient a, b ∈ Z avec a < b et les temps d’arrêt

τa = inf{n > 0 : Xn = a}, τb = inf{n > 0 : Xn = b}, et τ = min(τa, τb).

Alors pour tout a 6 x 6 b on a Ex(τ) <∞ et en posant ρ =
1− p
p

on a

Px(Xτ = a) =


ρb − ρx

ρb − ρa
si p 6= 1

2 ,

b− x
b− a

si p = 1
2 .

et Ex(τ) =


x− a
1− 2p

− (b− a)

1− 2p

ρx − ρa

ρb − ρa
si p 6= 1

2 ,

(b− x)(x− a) si p = 1
2 .

Démonstration. Montrons que Ex(τ) <∞ pour tout a 6 x 6 b. Pour tout a 6 x 6 b, il existe
un chemin `x de longueur |`x| 6 (b− a) qui mène de x à a ou b. On a

Px(τ > (b− a)) 6 P(X1:|`x| 6= `x) = 1− P(X1:|`x| = `x) 6 1−min(p, 1− p)|`x|.

Si η = maxa<x<b(1−min(p, 1− p)|`x|) alors on obtient pour tout k > 1,

Px(τ > k(b− a)) 6 ηk.

Comme η < 1 on obtient que Ex(τ) <∞ (tous les moments sont finis en fait) et en particulier
Px(τ <∞) = 1. Calculons r(x) = Px(Xτ = a). On a pour tout a < x < b

r(x) = Px(Xτ = a |X1 = x+ 1)p+ Px(Xτ = a |X1 = x− 1)(1− p)
= pr(x+ 1) + (1− p)r(x− 1).

L’ensemble des solutions de cette récurrence linéaire d’ordre deux est un espace vectoriel
qui contient la solution constante 1. Si p 6= 1/2 alors ρx est aussi solution, linéairement
indépendante de 1, et donc les solutions sont de la forme A + Bρx avec A et B constantes.
Les conditions aux bords r(a) = 1, r(b) = 0 fixent A et B, ce qui donne l’unique solution

r(x) =
ρb − ρx

ρb − ρa
.

Si p = 1/2 alors ρ = 1 et les deux solutions fondamentales précédentes sont confondues.
Cependant, on observe que dans ce cas, x est également solution, linéairement indépen-
dante de 1, et donc les solutions sont de la forme A+Bx où A et B sont des constantes. Les
conditions aux bords r(a) = 1 et r(b) = 0 fixent A et B, ce qui donne l’unique solution

r(x) =
b− x
b− a

.

Calculons R(x) = Ex(τ). En conditionnant selon X1 on obtient pour tout a < x < b la
récurrence linéaire (la méthode est valable pour toute chaîne de Markov, idem pour r(x))

R(x) = pR(x+ 1) + (1− p)R(x− 1) + 1.

1. Quoi de plus naturel pour un ivrogne.
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La présence du second membre 1 fait rechercher des solutions particulières. Si p 6= 1/2

alors x/(1 − 2p) est solution particulière, et les solutions de l’équation sont de la forme
R(x) = x/(1− 2p) +A+Bρx. Les conditions aux bords R(a) = 0 et R(b) = 0 donnent enfin

R(x) =
x− a
1− 2p

− (b− a)

1− 2p

ρb − ρx

ρb − ρa
.

Si p = 1/2 alors −x2 est solution particulière, et les solutions sont de la forme −x2 +A+Bx.
Les conditions aux bords R(a) = R(b) = 0 donnent enfin

R(x) = (b− x)(x− a).

La même approche permet de calculer la fonction génératrice Ex(sτ |Xτ = a).

Remarque 6.1.4. Si p = 1/2 alors la chaîne est récurrente et visite presque sûrement
chaque état une infinité de fois et donc Px(τa < ∞) = 1 et Px(τb < ∞) = 1 pour tout
a 6 x 6 b. En revanche, si p 6= 1/2 alors la chaîne est transitoire et les temps d’atteinte de
a ou de b ne sont plus finis p.s. (dépend de p et du point de départ x). On le voit bien dans
les formules du théorème 6.1.3 en faisant tendre a ou b vers l’infini.

Remarque 6.1.5 (Les théorèmes limites à la rescousse). Voici un autre argument pour
établir que Px(τ < ∞) = 1. Posons m = 2p − 1 et σ2 = 4p(1 − p). Si m 6= 0 alors par la loi
forte des grands nombres, p.s. (Xn)n>1 tend vers +∞ si m > 0 et vers −∞ si m < 0, et donc
Px(τ <∞) = 1. Si m = 0 alors pour tout n > 1, en posant In = 1√

n
]a, b[, on a

Px(τ =∞) 6 P(a < Xn < b) = P
(
Xn√
n
∈ In

)
.

Or (n−1/2Xn)n>1 converge en loi vers N (0, σ2) par le théorème central limite. Mais In
dépend de n. Cependant, comme (In)n>1 est décroissante,

lim sup
n→∞

P
(
Xn√
n
∈ In

)
6 inf

m>1

1√
2πσ2

∫
Im

e−
t2

2σ2 dt = 0.

Remarque 6.1.6 (Chaîne finie équivalente). Le temps de sortie τ de [a, b] est identique
en loi au temps d’absorption T par {a, b} de la chaîne Y = (Yn)n>0 d’espace d’état fini
{a, . . . , b} de mêmes transitions que (Xn)n>0 mais avec absorption en a et b. Comme pour
Y , les états a et b sont récurrents et tous les autres (en nombre fini) transitoires, et comme
p.s. la chaîne Y ne visite qu’un nombre fini de fois chaque état transitoire, on en déduit
que Px(τ < ∞) = Px(T < ∞) = 1 pour tout a 6 x 6 b. La méthode utilisée pour obtenir la
borne géométrique sur la queue de distribution de τ dans la preuve du théorème 6.1.3 est
un raffinement de celle utilisée pour le modèle de Fisher-Wright (remarque 2.1.1).

Remarque 6.1.7 (Martingales). Si (Zn)n>0 est une chaîne de Markov sur E fini de noyau

P = L + I alors (Mn)n>0 où Mn = f(Zn) − f(Z0) −
∑n−1

k=0(Lf)(Zk) est une martingale pour
toute fonction f : E → R. Il s’agît d’une formule d’Itô discrète. Le vecteur des probabil-
ités d’atteinte d’un ensemble clos est harmonique : Lf = 0 et (f(Zn)− f(Z0))n>0 est alors
une martingale. Il est possible de retrouver les formules du théorème 6.1.3 en utilisant
des martingales bien choisies et le théorème d’arrêt de Doob-Wald. Par exemple, la martin-
gale (Xn − nm)n>0 donne E0(Xτ ) = mE0(τ) tandis que la martingale exponentielle (ρXn)n>0

donne E0(ρXτ ) = 1. Cette méthode à base de martingales permet également d’obtenir les
formules pour le temps de sortie pour un processus de diffusion sur R, et dans cas, les
martingales s’obtiennent par exemple via la formule d’Itô pour f(Xt) avec f bien choisie.
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Théorème 6.1.8 (Nombres de Catalan). Si τ = inf{n > 1 : Xn = 0} alors pour tout n > 0,

P0(τ = 2n+ 2) =
2

n+ 1

(
2n

n

)
pn+1(1− p)n+1.

On reconnaît le ne nombre de Catalan 1
n+1

(
2n
n

)
. Ces nombres comptent, outre les chemins

de la marche aléatoire simple, les mots de Dyck, les parenthésages, les triangulations d’un
polygone, les partitions non croisées, les chemins sous-diagonaux dans le carré, les arbres
planaires, etc. Les moments pairs de la loi du demi-cercle sont les nombres de Catalan.

Preuve du théorème 6.1.8. Sachant {X0 = 0}, l’événement {τ = 2n + 2} correspond à une
trajectoire de longueur 2n+2 partant de 0 et revenant à zéro en restant strictement positive
ou strictement négative. Ces deux cas sont équiprobables, d’où le facteur 2 dans le résultat.
Dans les deux cas, il y a eu forcément n+ 1 incréments +1 et n+ 1 incréments −1, d’où

P0(τ = 2n+ 2) = 2Cnp
n+1(1− p)n+1.

où Cn est le nombre de chemins de longueur 2n + 2 partant de zéro et revenant à zéro, et
restant strictement positifs. Le premier incrément est forcément +1 et le dernier forcément
−1 et Cn est égal au nombre de chemins de longueur 2n partant de zéro et revenant à zéro
et restant positifs. Il y a n incréments +1 et n incréments −1. Considérons les chemins
partant de zéro et revenant à zéro et contenant n incréments +1 et n incréments −1. Il y
en a

(
2n
n

)
. Si un chemin de ce type n’est pas positif alors juste après la première position

négative, modifions tous les incréments en permutant le signe des +1 et des −1. On obtient
de la sorte un chemin avec n−1 incréments +1 et n+1 incréments −1, et il s’avère que tous
les chemins partant de zéro avec n−1 incréments +1 et n+1 incréments −1 s’obtiennent de
la sorte, et il y en a

(
2n
n−1

)
. Ainsi, Cn =

(
2n
n

)
−
(

2n
n−1

)
= 1

n+1

(
2n
n

)
(formule de Désiré André).

6.2 Marche aléatoire simple symétrique sur Zd

Pour tout d > 1, la marche aléatoire simple symétrique sur Zd est définie par

Xn+1 = Xn + εn+1 = X0 + ε1 + · · ·+ εn+1

où (εn)n>1 est une suite de v.a.r. i.i.d. de loi uniforme sur {±e1, . . . ,±ed}, indépendante de
X0. La suite (Xn)n>0 est une chaîne de Markov d’espace d’état Zd et de noyau de transition
P(x, y) = 1

2d1|x−y|1=1. On parle également de marche aléatoire symétrique aux plus proches
voisins, au sens de la distance |·|1. En concevant les incréments ε1, . . . , εn comme issus de n
jets d’un dé équilibré à 2d faces, on voit que L(Xn −X0) est l’image de

Multinom

(
n,

(
1

2d
, . . . ,

1

2d

))
par l’application

(k1, . . . , k2d) ∈ N2d 7→ (k1 − k2, . . . , k2d−1 − k2d) ∈ Zd.

Notons au passage que le temps (aléatoire) au bout duquel la marche aléatoire a emprunté
les 2d directions qui s’offrent à elle suit la loi du collectionneur de coupon étudiée dans le
chapitre 1.

Théorème 6.2.1 (Récurrence de la marche aléatoire simple symétrique). La marche aléa-
toire simple symétrique sur Zd est récurrente nulle si d 6 2 et transitoire si d > 3.
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Démonstration. La chaîne est irréductible et de période 2 pour tout d > 1 et il suffit donc
d’étudier

∑
nP

2n(0, 0). La formule multinomiale donne

P2n(0, 0) =
1

(2d)2n

∑
r1+···+rd=n

(2n)!

r1!2 · · · rd!2
.

Le cas d = 1 est déjà traité. Restent les cas d = 2 et d > 3.
Cas d = 2 (méthode directe). La chaîne est récurrente car, par la formule Vandermonde,

P2n(0, 0) =
1

42n

∑
n1+n2=n

(2n)!

n1!2n2!2
=

(2n)!

42nn!2

n∑
k=0

(
n

k

)2

=
(2n)!

42nn!2
(2n)!

n!2

qui n’est pas sommable d’après la formule de Stirling. La récurrence nulle vient du fait que
la mesure de comptage (qui n’est pas finie) est une mesure symétrique et donc invariante.

Cas d = 2 (méthode astucieuse). Soient Un et Vn les projections de Xn sur les premières
et seconde bissectrices (pentes ±1). On vérifie que (Un)n>0 et (Vn)n>0 sont des marches
aléatoires simples symétriques sur 1√

2
Z, indépendantes ! De plus, Xn = 0 si et seulement si

Un = Vn = 0, ce qui donne P2n(0, 0) = 1
πn , et la chaîne est donc récurrente. Attention : les

composantes de (Xn)n>0 (abscisse et ordonnée) ne sont pas des marches aléatoires simples
sur Z, mais constituent des chaînes de Markov de noyau Q(x, y) = 1

41|x−y|=1 + 1
21x=y (il est

possible d’établir qu’elles sont récurrentes, mais cela ne conduit à rien de bien utile).
Cas d = 3 (méthode directe). La formule de la multinomiale donne ici

P2n(0, 0) =
1

62n

∑
r1+r2+r3=n

(2n)!

r1!2r2!2r3!2
=

(2n)!

22n3nn!2

∑
r1+r2+r3=n

(
n

r1 r2 r3

)2(1

3

)n
Si n = 3m alors une petite étude montre que

(
n

r1 r2 r3

)
6
(

n
m m m

)
et donc, grâce à la formule

du trinôme de taille n et de paramètre (1/3, 1/3, 1/3), on obtient, pour n = 3m,

P2n(0, 0) 6
(2n)!

22n3nn!2

(
n

m m m

)
∼ 1

2

(
3

πn

)3/2

=
c

n3/2
.

Ainsi,
∑

mP6m(0, 0) < ∞. Comme (1/6)2kP6m(0, 0) 6 P6m+2k(0, 0) pour k = 1, 2, il vient∑
nP

2n(0, 0) =
∑

k=0,1,2

∑
mP6m+2k(0, 0) <∞ et donc la chaîne est transitoire.

Cas d > 3 (méthode directe). La formule de la multinomiale donne

P2n(0, 0) =
1

(2d)2n

∑
n1+···+nd=n

(2n)!

n1!2 · · ·nd!2
=

(2n)!

n!2(4d)n

∑
n1+···+nd=n

(
n!

n1!2 · · ·nd!

)2(1

d

)n
.

Si mn = mn,d désigne la valeur maximale du coefficient multinomial n!/(n1! · · ·nd!) sur
{(n1, . . . , nd) ∈ Nd : n1 + · · ·+ nd = n} alors grâce à la formule du multinome et de Stirling,

P2n(0, 0) 6
(2n)!mn

n!2(4d)n

∑
n1+···+nd=n

n!

n1! · · ·nd!

(
1

d

)n
=

(2n)!mn

n!2(4d)n
∼ mn

dn
√
πn

.

Le lemme 6.2.2 donne mn+1/mn = (n+ 1)/(q + 1) 6 d et donc (mn/d
n)n>1 décroît, d’où

∑
n

mn

dn
√
n

=
∑
q

(q+1)d−1∑
n=qd

mn

dn
√
n
6
∑
q

1
√
q

(q+1)d−1∑
n=qd

mn

dn
6
∑
q

dmqd

dqd
√
q
.

À présent, le lemme 6.2.2 et la formule de Stirling donnent, lorsque q →∞,

mqd

dqd
√
q

=
(dq)!

ddqq!d
√
q
∼

√
d

(2π)(d−1)/2qd/2
.
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Or d > 3, donc
∑

q q
−d/2 <∞, d’où

∑
nP

2n(0, 0) <∞, et donc la chaîne est transitoire.
Cas d > 3 (méthode astucieuse à partir du cas d = 3). Soit X ′ = (X ′n)n>0 la chaîne

projetée sur Z3 c’est-à-dire constituée par les trois premières coordonnées de X = (Xn)n>0.
Il s’agit d’une chaîne de Markov sur Z3 de noyau Q = (1− d−3

d )P + d−3
d I où P est le noyau

de la marche aléatoire simple symétrique X ′′ sur Z3. Un retour à zéro de X s’accompagne
toujours d’un retour à zéro de X ′, et donc si X ′ est transitoire alors forcément X l’est aussi.
Or les trajectoires de X ′ sont les trajectoires de X ′′ avec des temporisations géométriques
à chaque site, et en particulier, les fréquences asymptotiques de passage sont les mêmes,
ce qui fait que la transcience de X ′′ implique celle de X ′, et donc X est transitoire.

Lemme 6.2.2 (Coefficient multinomial central). Pour tout d > 1 et tout n > 1,

mn,d := max
(n1,...,nd)∈Nd
n1+···+nd=n

n!

n1! · · ·nd!
=

n!

q!d−r(q + 1)!r
.

où n = qd+ r et 0 6 r < d (division euclidienne). En particulier, mn,d = n!/q!d si n = qd.

Démonstration. Si n1 + · · ·+ nd = n et si n1 < q alors on a nécessairement nk > q + 1 pour
un 1 6 k 6 d, et donc, par exemple dans le cas où k = 2 pour alléger,

n!

n1! · · ·nd!
<

n2

n1 + 1

n!

n1! · · ·nd!
=

n!

(n1 + 1)!(n2 − 1)!n3! · · ·nd!
.

Ce type de raisonnement par monotonie permet d’établir que le maximum mn,d est atteint
lorsque q 6 nk 6 q + 1 pour tout 1 6 k 6 n, par exemple n1 = · · · = nr = q + 1 et
nr+1 = · · · = nd = q, ce qui donne le résultat annoncé.

6.3 Une marche aléatoire sur le groupe symétrique Σr

On considère r > 2 cartes à jouer empilées en un paquet vertical, et numérotées de 1 à
r. On dit que la carte du dessus est en position 1, etc, et que celle du dessous est en position
r. Une configuration du paquet correspond donc à un élément σ ∈ Σr, de sorte que σ(k)

désigne la position de la carte numéro k. On étudie une manière particulière de mélanger
le paquet de cartes. Plus précisément, on considère la k-insertion qui consiste à prendre la
carte du sommet du paquet et à l’insérer entre la ke et k + 1e positions. La 1-insertion n’a
aucun effet. On convient que la r-insertion place la carte du sommet sous le paquet. Une
k-insertion fait passer de la configuration σ à la configuration (k, k − 1, . . . , 1)σ où

(k, k − 1, . . . , 1)

désigne la permutation correspondant au cycle k → k − 1 → · · · → 1 → k. On choisit
d’effectuer des k-insertions successives en utilisant une suite i.i.d. uniforme sur {1, . . . , r}
pour choisir k. En notant Xn la configuration du paquet à l’instant n, on obtient une suite
aléatoire (Xn)n>0 de Σr vérifiant pour tout n > 0,

Xn+1 = εn+1Xn = εn+1 · · · ε1X0

où (εn)n>1 sont i.i.d. de loi uniforme sur C := {(k, k − 1, . . . , 1) : 1 6 k 6 r} ⊂ Σr. La suite
(Xn)n>0 est une marche aléatoire à gauche sur le groupe (non abélien) Σr, d’incréments C.
C’est aussi une chaîne de Markov d’espace d’état fini Σr (de cardinal r!) et de noyau

P(σ, σ′) =
1C(σ′σ−1)

|C|
=
1C(σ′σ−1)

r
.
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Théorème 6.3.1 (Convergence en loi). La chaîne (Xn)n>0 est récurrente irréductible apéri-
odique. Son unique loi invariante est la loi uniforme sur Σr :

µ =
∑
σ∈Σr

1

|Σr|
δσ =

1

r!

∑
σ∈Σr

δσ.

La chaîne (Xn)n>0 converge en loi vers µ quelque soit la loi initiale L(X0).

Démonstration. Les transpositions spéciales T := {(r, r−1), . . . , (2, 1), (1, r)} engendrent Σr.
Comme les k-insertions (r, r− 1, . . . , 1) et (2, 1) correspondant à k = r et à k = 2 engendrent
T , on en déduit qu’elles engendrent Σr. Donc C engendre Σr et la chaîne est irréductible.
Comme l’identité (1) est également une k-insertion (k = 1), la diagonale de la matrice de
transition de la chaîne est > 0 et donc la chaîne est apériodique. Comme Σr est un groupe,
il y a exactement r états qui conduisent à chaque état, donc les colonnes de la matrice de
transition ont exactement r entrées non nulles, toutes égales à 1/r. Ainsi, la transposée de
la matrice de transition est également une matrice de transition 2 et donc la loi uniforme est
invariante. Or toute chaîne finie récurrente apériodique possède une unique loi invariante
vers laquelle elle converge en loi quelque soit sa loi initiale.

On souhaite à présent étudier la vitesse de convergence de la chaîne vers sa mesure
invariante, partant d’une configuration initiale X0 fixée. Par invariance par translation, on
peut supposer que X0 = (1), c’est-à-dire que toutes les cartes sont dans l’ordre au
départ. Au temps 0 la carte r est en position r (tout en bas du paquet), et subit une remontée
pas à pas au fil du temps jusqu’au sommet. Pour tout 1 6 k 6 r− 1, on note Tk le temps que
cette carte passe en position r+ 1− k . On a, avec la convention T1 + · · ·+Tk−1 = 0 si k = 1,

Tk = min{n > 1 : XT1+···+Tk−1+n(r) = r − k}
= min{n > 1 : Xn(r) = r − k} − (T1 + · · ·+ Tk−1).

Au temps T1 + · · · + Tr−1 la carte r est en position 1 (sommet du paquet). Cette remontée
est de plus en plus rapide. La variable aléatoire T := 1 + T1 + · · ·+ Tr−1 suit la loi du collec-
tionneur de coupons de r coupons de probabilité d’apparition uniforme. Les v.a. T1, . . . , Tr−1

sont indépendantes avec Tk ∼ Geo((r − k)/r) pour tout 1 6 k 6 r − 1. Notons que T > r.

Théorème 6.3.2 (Bon mélange après remontée). Pour tout n > 0, les variables aléatoires
XT+n et T sont indépendantes. De plus, XT+n suit la loi uniforme µ sur Σr.

On dit alors que T est un temps fort de stationnarité (d’après Aldous et Diaconis).

Démonstration. La loi uniforme sur Σr peut s’obtenir en tirant uniformément sans remise
les images de 1, . . . , r. D’autre part, la loi uniforme sur Σr est invariante par translation.

Au temps T1, la carte r se trouve pour la première fois en position r − 1, car la carte
numéro 1 a été glissée sous le paquet. Au temps T1+T2, la carte r se trouve pour la première
fois en position r− 2 car la carte numéro 2 a été glissée sous ou sur la carte 1. Les numéros
des deux cartes sous le paquet sont 1, 2 ou 2, 1 avec probabilité 1/2. Par récurrence, au
temps T1 + · · · + Tr−1 = T − 1, la carte r se trouve au sommet du paquet pour la première
fois et les r−1 cartes qui sont sous elle ont des numéros répartis uniformément sans remise
dans {1, . . . , r−1}. Au temps T , la carte r est placée aléatoirement et uniformément dans le
paquet à une position entre 1 et r et donc XT est uniforme. La probabilité P(XT = σ, T = k)

ne dépend pas de σ et en particulier T et XT sont indépendantes. Comme µ est invariante,
on obtient XT+n ∼ µ pour tout n > 0.

2. Elle est doublement stochastique (ou bistochastique). L’ensemble des matrices doublement stochastiques
n×n est un polytope (intersection de demi-espaces) convexe et compact à (n−1)2 degrés de liberté. Ses points
extrémaux sont les matrices de permutations (Birkhoff et von Neumann). Encore le groupe symétrique !
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Pour bien mélanger le paquet de cartes, on pourrait s’arrêter au temps T . Malheureuse-
ment, on ne connaît pas T en pratique ! Alternativement, on pourrait chercher à déter-
miner une valeur de n déterministe, aussi petite que possible, telle que dVT (L(Xn), µ) est
proche de zéro, où dVT (·, ·) est la distance en variation totale (section 1.3). Il s’avère que
pour r assez grand, la quantité dVT (L(Xn), µ) passe de 1 à 0 de manière abrupte autour de
n = r log(r). Ce phénomène de convergence abrupte est quantifié par le théorème suivant.

Théorème 6.3.3 (Convergence abrupte autour de n = r log(r)). Pour tout réel c > 0,

dVT

(
L(Xr log(r)+cr), µ

)
6 e−c.

Si (cr)r>1 dans R+ vérifie limr→∞ cr =∞ et r log(r)− rcr > 0 pour tout r > 1, alors

lim
r→∞

dVT

(
L(Xr log(r)−rcr), µ

)
= 1.

Démonstration. Grâce au théorème 6.3.2, on a, pour tout A ⊂ Σr,

P(Xn ∈ A) =
n∑
k=0

P(Xn ∈ A, T = k) + P(Xn = σ, T > n)

=
n∑
k=0

P(XT+n−k ∈ A, T = k) + P(T > n)

=
n∑
k=0

µ(A)P(T = k) + P(T > n)

= µ(A)P(T 6 n) + P(T > n)

6 µ(A) + P(T > n).

d’où P(Xn ∈ A)− µ(A) 6 P(T > n). Appliqué à A et Ac, cela donne, pour tout n > 0,

dVT (L(Xn), µ) 6 P(T > n).

Le résultat voulu découle à présent du théorème 1.5.7 sur le collectionneur de coupons.

6.4 Notes et commentaires

Norris [Nor98], Cottrell et al [CDGC80], Feller [Fel68], Doyle et Snell [DS84]. Pour la
convergence abrupte des battages de cartes, les articles de Diaconis et al [AD86, DMP95,
DFP92, BD92] et le livre [LPW09].

Cette manière de mélanger assez peu usuelle a le mérite de permettre une analyse
mathématique simple et rapide qui mène au phénomène de convergence abrupte à l’équili-
bre. Ce phénomène est commun à toutes les manières de mélanger les cartes qui ont été
étudiées. On peut penser par exemple au riffle shuffle : on coupe le paquet en deux et on
fusionne les deux sous-paquets en intercalant leurs cartes.

Au delà de nos exemples, on peut définir une marche aléatoire sur un groupe G comme
la suite (Xn)n>0 de v.a.r. sur G donnée par la récursion Xn+1 = εn+1Xn = εn+1 · · · ε1X0

où (εn)n>1 sont i.i.d. de loi uniforme η sur C ⊂ G fixé. Comme G n’est pas forcément
commutatif, cette marche à gauche n’est pas forcément égale à la marche à droite Xn+1 =

Xnεn+1 = X0ε1 · · · εn+1. On a Xn ∼ η∗n ∗ ν pour la marche à gauche et Xn+1 ∼ ν ∗ η∗n pour
la marche à droite, où X0 ∼ ν. Si G est compact, par exemple fini, et si C engendre G, alors
on peut espérer que (Xn)n>0 convergera en loi vers la mesure de Haar normalisée de G,
qui est la loi uniforme µ sur G lorsque G est fini.
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Le collectionneur de coupons intervient également dans l’analyse de la marche aléatoire
sur l’hypercube (section ??) qui constitue un exemple remarquable de marche aléatoire
sur un graphe régulier. Il est également possible de définir des marches aléatoires sur
des graphes orientés ou non plus généraux, en considérant, pour chaque sommet, une loi
sur ses voisins. Ces marches constituent des chaînes de Markov. Réciproquement, toute
chaîne de Markov d’espace d’état au plus dénombrable peut être vue comme une marche
aléatoire sur son graphe squelette. L’algorithme PageRank de Google est basé sur une
marche aléatoire sur le graphe orienté des pages web. Un autre exemple classique est
celui de la marche aléatoire sur le graphe de Cayley d’un groupe finiment engendré.

Il est possible d’étudier des marches aléatoires en milieu aléatoire, en paysage aléa-
toire, en auto interaction (évitement, renforcement, excitation, . . . ). Le sujet est d’une
grande richesse. Par ailleurs, le théorème central limite permet de concevoir le mouve-
ment brownien comme un analogue en temps et espace continus de la marche aléatoire
simple symétrique.
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Séance 7

Matrices aléatoires et loi du
demi-cercle de Wigner

Mots-clés. Matrices aléatoires ; matrices de covariance ; spectre ; convergence étroite ;
moments ; fonctions caractéristiques ; combinatoire ; nombres de Catalan ; théorème de
Wigner ; théorème de Marchenko-Pastur ; vecteurs gaussiens.

Nous commençons par une motivation statistique. Soit X1, . . . , Xn des vecteurs colonne
aléatoires i.i.d. de Rd de moyenne 0 et de matrice de covariance Σ. La matrice Σ est
symétrique d × d et ses valeurs propres sont positives ou nulles. On a Σij = E(XkiXkj)

pour tous 1 6 i, j 6 d et tout 1 6 k 6 n ou encore

Σ = E(X1X
>
1 ) = · · · = E(XnX

>
n ).

La matrice de covariance empirique Σ̂n est la matrice symétrique d× d définie par

Σ̂n =
1

n

n∑
k=1

XiX
>
i =

1

n
(X1 · · ·Xn)(X1 · · ·Xn)>.

On a E(Σ̂n) = Σ, et par la loi des grands nombres appliquée à chacune des d× d entrées,

Σ̂n
p.s.−→
n→∞

Σ.

On souhaite étudier le comportement de la matrice aléatoire Σ̂n lorsque la dimension des
données d = dn dépend de n et tend vers ∞. Cela nous conduit au modèle suivant : on se
donne une famille (Yij)i,j>1 de v.a.r. i.i.d. de moyenne 0 et de variance 1, et pour tout entier
n > 1, on considère la matrice aléatoire dn × dn symétrique

1

n
Y Y >

où Y = (Yij)16i6dn,16j6n. Si n 7→ dn est constante et égale à d alors 1
nY Y

> converge p.s. vers
Σ. Il est naturel de chercher à comprendre le comportement de la matrice 1

nY Y
> lorsque

dn dépend de n, par exemple en étudiant son spectre. L’analyse de la matrice symétrique
Y Y > est rendue difficile par le fait que ses coefficients sont dépendants. Cela suggère
d’analyser en première approche des matrices aléatoires symétriques dont les entrées sont
indépendantes, ce qui conduit au théorème de Wigner, objet principal de ce chapitre. Nous
reviendrons brièvement aux matrices de covariance empiriques en fin de chapitre.
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7.1 Théorème de Wigner

Soit M une matrice symétrique aléatoire obtenue en extrayant le carré n× n situé dans
le coin supérieur gauche d’un tableau symétrique infini de variables aléatoires i.i.d. de
moyenne m et de variance finie et non nulle σ2. Soit λn,1, . . . , λn,n les valeurs propres de la
matrice symétrique 1√

n
M , ordonnées de sorte que λn,1 > · · · > λn,n. On s’intéresse à leur

mesure de comptage, appelée mesure spectrale empirique, définie par

µn :=
1

n

n∑
k=1

δλn,k .

Il s’agit d’une mesure de probabilité aléatoire, de même nature que la mesure empirique
dans le théorème de Glivenko-Cantelli 1, mis à part que les atomes λn,1, . . . , λn,n sont ici des
variables aléatoires dépendantes 2. Pour tout borélien B de R on a

µn(B) =
card{1 6 k 6 n : λn,k ∈ B}

n
.

La fonction de répartition Fn de µn est donnée pour tout x ∈ R par

Fn(x) := µn(]−∞, x]) =
card{1 6 k 6 n : λn,k 6 x}

n
.

Le théorème de Wigner constitue une sorte d’analogue de la loi des grands nombres.

Théorème 7.1.1 (Théorème de Wigner). Presque sûrement, la suite de mesures de proba-
bilités (µn)n>1 converge étroitement 3 vers la loi du demi-cercle µDC

σ de densité

x 7→ 1

2πσ2

√
4σ2 − x21[−2σ,2σ](x).

Le nom « loi du demi-cercle » utilisé pour désigner µDC
σ vient de fait que la densité est

donnée par un demi-cercle (en vérité une demi ellipse en raison de la constante de normal-
isation, égale à la moitié de l’aire du cercle). Comme µDC

σ n’a pas d’atomes, le théorème de
Wigner affirme que presque sûrement, pour tout intervalle I ⊂ R,

lim
n→∞

µn(I) = µDC
σ (I) =

1

2πσ2

∫
I∩[−2σ,2σ]

√
4σ2 − x2 dx.

Ainsi, la proportion de valeurs propres deM n’appartenant pas à l’intervalle [−2σ
√
n, 2σ

√
n]

tends vers zéro quand n → ∞. Le théorème de Wigner met en lumière un phénomène
d’universalité, en ce sens que la loi limite µDC

σ ne dépend de la loi des coefficients de la
matrice M qu’à travers leur variance σ2. Le fait que la moyenne m n’intervient pas dans la
loi limite peut être compris en observant que le spectre d’une matrice symétrique est peu
sensible aux perturbations de faible rang, et le rang de M − E(M) est au plus 1.

Le comportement de la moyenne de µn peut être compris en observant que∫
x dµn(x) =

1

n

n∑
k=1

λn,k =
1

n
Tr

(
1√
n
M

)
=

1

n3/2

∑
16i6n

Mi,i
p.s.−→
n→∞

0 =

∫
x dµDC

σ (x)

1. Si (Yn)n>1 sont i.i.d. de loi η alors presque sûrement, la mesure empirique 1
n

∑n
k=1 δYk converge en loi

vers η quand n → ∞, et la convergence des fonctions de répartition est uniforme. Il s’agit d’une conséquence
de la loi forte des grands nombres, et du fait que la topologie de la convergence en loi sur R est séparable.

2. Ce sont des fonctions non linéaires des coefficients de M (racines du polynôme caractéristique !).
3. Il s’agit de la convergence faible pour les fonctions continues et bornées, ou alternativement de la con-

vergence ponctuelle des fonctions caractéristiques, ou encore de la convergence ponctuelle des fonctions de
répartition en tout point de continuité de la limite. Pour les v.a., cela correspond à la convergence en loi.
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où la convergence presque sûre provient de la loi forte des grands nombres. La normalisa-
tion en 1/

√
n de M peut être comprise à son tour en observant tout d’abord que∫
x2 dµn(x) =

1

n

n∑
k=1

λ2
n,k =

1

n
Tr

((
1√
n
M

)2
)

=
1

n2

∑
16i,j6n

M2
ij

p.s.−→
n→∞

σ2 +m2

où la convergence presque sûre provient ici encore de la loi forte des grands nombres.
D’autre part, grâce à l’inégalité de Markov, presque sûrement, pour tout r > 0,

µn([−r, r]c) 6 1

r2

∫
x2 dµn(x) =

σ2 +m2

r2
.

Par conséquent, presque sûrement, pour tout ε > 0 il existe un compact Kε = [−rε, rε] tel
que µn(Kε) 6 ε pour tout n > 1. Ainsi, presque sûrement, la suite (µn)n>1 est tendue, et
le théorème de Prohorov affirme alors que cette suite est relativement compacte pour la
convergence étroite, en ce sens que si elle possède une unique valeur d’adhérence pour la
convergence étroite alors elle converge étroitement. Malgré cette observation réconfort-
ante, nous allons utiliser une autre approche pour démontrer le théorème de Wigner. Pour
simplifier, on se propose de démontrer la version faible suivante du théorème de Wigner,
qui concerne la suite de lois 4 (Eµn)n>1. La réduction du théorème de Wigner au théorème
de Wigner faible se fait en utilisant des techniques de centrage (inégalité de Weyl), de
troncature (inégalite de Hoffman-Wielandt), et de concentration de la mesure (inégalité de
Azuma-Hoeffding), que nous ne développons pas ici par souci de simplicité.

Théorème 7.1.2 (Théorème de Wigner faible). Si les Mij sont centrées, réduites, et à
support compact, alors pour toute fonction continue et bornée f : R→ R, on a

lim
n→∞

E
∫
f dµn =

∫
f dµDC

1 .

La preuve du théorème 7.1.2 consiste à se ramener à des fonctions test f polynomiales
(théorème 7.2.1 ci-dessous), puis à établir la convergence des moments (théorème 7.4.1
ci-dessous), en s’inspirant de la méthode utilisée ci-dessus pour les moments d’ordre 1 et 2.

7.2 Convergence des moments et convergence étroite

Soit P l’ensemble des lois de probabilité µ sur R telles que R[X] ⊂ L1(µ), muni de la
relation d’équivalence µ1 ∼ µ2 ssi

∫
P dµ1 =

∫
P dµ2 pour tout P ∈ R[X], c’est-à-dire que

µ1 et µ2 ont les mêmes moments. On dit que µ ∈ P est caractérisée par ses moments
lorsque sa classe d’équivalence est un singleton.

Théorème 7.2.1 (Convergence des moments et convergence étroite). Si µ, µ1, µ2, . . . sont
des éléments de P vérifiant, pour tout P ∈ R[X],

lim
n→∞

∫
P dµn =

∫
P dµ

et si µ est caractérisée par ses moments alors pour toute f : R→ R continue bornée,

lim
n→∞

∫
f dµn =

∫
f dµ.

4. La loi Eµn est définie par

∫
f dEµn = E

∫
f dµn pour f mesurable et positive ou mesurable et bornée.
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Démonstration. Preuve du premier point : par hypothèse, pour tout P ∈ R[X],

CP := sup
n>1

∫
P dµn <∞.

Par conséquent, par l’inégalité de Markov, pour tout réel R > 0,

µn([−R,R]c) 6
CX2

R2

et donc (µn)n>1 est tendue. Grâce au théorème de Prohorov, il suffit donc d’établir que si
(µnk)k>1 converge étroitement vers ν alors ν = µ. Fixons P ∈ R[X] et un réel R > 0. Soit
ϕR : R→ [0, 1] continue telle que 1[−R,R] 6 ϕR 6 1[−R−1,R+1]. On a la décomposition∫

P dµnk =

∫
ϕRP dµnk +

∫
(1− ϕR)P dµnk .

Comme (µnk)k>1 converge étroitement vers ν on a

lim
k→∞

∫
ϕRP dµnk =

∫
ϕRP dν.

De plus, par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Markov, on a∣∣∣∣∫ (1− ϕR)P dµnk

∣∣∣∣2 6 µnk([−R,R]c)

∫
P 2 dµnk 6

CX2CP 2

R2
.

D’un autre côté, on sait que

lim
k→∞

∫
P dµnk =

∫
P dµ

et on obtient donc

lim
R→∞

∫
ϕRP dν =

∫
P dµ.

En utilisant cela pour P 2 on obtient par convergence monotone que P ∈ L2(ν) ⊂ L1(ν) et
par convergence dominée que ∫

P dν =

∫
P dµ.

Comme P est arbitraire et µ est caractérisée par ses moments, on obtient µ = ν.

Un théorème de Weierstrass affirme que pour tout compact K ⊂ R, les polynômes R[X]

restreints à K sont denses dans C(K,R, ‖·‖∞). Cela implique que toute loi de probabilités à
support compact est caractérisée par ses moments parmi l’ensemble des lois à support compact.
Le théorème suivant permet de lever cette contrainte de compacité, et implique que toute
loi à support compact est caractérisée par ses moments (parmi l’ensemble des lois dont
tous les moments sont finis). C’est le cas en particulier de la loi du demi-cercle µDC

σ .

Théorème 7.2.2 (Analycité de la transformée de Fourier et moments). Soit µ ∈ P. On pose
ϕ(t) =

∫
eitx dµ(x) et κn =

∫
xn dµ(x). Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. ϕ est analytique sur un voisinage de 0

2. ϕ est analytique sur R

3. limn

(
1
n! |κn|

) 1
n <∞.

Si ces conditions sont vérifiées alors µ est caractérisée par ses moments.
En particulier, une loi à support compact est caractérisée par ses moments.
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La formule de Stirling n! =
√

2πn(n/e)n(1 +O(1/n)) donne (1/n!)1/n = O(1/n) et donc si
limn→∞

1
n |κn|

1/n alors µ est caractérisée par ses moments.

Démonstration. Pour tout n, on a
∫
|x|n dµ <∞ et donc ϕ est n fois dérivable sur R. De plus,

ϕ(n) est continue sur R et pour tout t ∈ R,

ϕ(n)(t) =

∫
R
(ix)neitx dµ(x).

En particulier, ϕ(n)(0) = inκn, et la série de Taylor de ϕ en 0 est déterminée par la suite
(κn)n>1. Le rayon de convergence r de la série entière

∑
n anz

n associée à la suite de nom-

bres complexes (an)n>0 est donné par la formule de Hadamard r−1 = limn |an|
1
n . Ainsi, 1⇔

3 (prendre an = inκn/n!). D’autre part, comme pour tout n ∈ N, s, t ∈ R,∣∣∣∣eisx(eitx − 1− itx

1!
− · · · − (itx)n−1

(n− 1)!

)∣∣∣∣ 6 |tx|nn!
,

on a pour tout n ∈ N pair et tous s, t ∈ R,∣∣∣∣ϕ(s+ t)− ϕ(s)− t

1!
ϕ′(s)− · · · − tn−1

(n− 1)!
ϕ(n−1)(s)

∣∣∣∣ 6 κn
|t|n

n!
,

qui montre que 3 ⇒ 2. Comme 2 ⇒ 1, on a bien équivalence de 1⇔2⇔3. Si ces propriétés
ont lieu, alors les arguments précédents donnent un r > 0 tel que ϕ est développable en
série entière en tout x ∈ R avec un rayon de convergence > r. De proche en proche, on
obtient que ϕ est caractérisée par ses dérivées en zéro. Si µ est à support compact, alors

supn |κn|
1
n <∞ et donc 3 a lieu (via Stirling n! = (n/e)n

√
2πn(1 +O(1/n))).

7.3 Moments de la loi du demi-cercle

Comme µDC
σ est à support compact, elle est caractérisée par ses moments. Les voici :

Théorème 7.3.1 (Moments de la loi du demi-cercle). Pour tout entier r > 0,∫
x2r+1 dµDC

σ (r) = 0 et

∫
x2r dµDC

σ (r) = σ2r 1

r + 1

(
2r

r

)
.

En particulier, la loi du demi-cercle µDC
σ de support [−2σ, 2σ] a pour moyenne 0 et variance

σ2, et les moments pairs de la loi du demi-cercle standard µDC
1 sont les nombres de Catalan.

Démonstration. Les moments impairs sont nuls car µDC
σ est symétrique. Pour calculer les

moments pairs, on observe tout d’abord par dilatation et parité que∫
x2r dµDC

σ (x) =
σ2r

π

∫ 2

0
x2r
√

4− x2 dx.

À présent, en utilisant le changement de variable x = 2 cos(u) et une intégration par parties,∫ 2

0
x2r
√

4− x2 dx =

∫ π
2

0
4r+1 cos2r(u) sin2(u) du =

4r+1

2r + 1

∫ π
2

0
cos2(r+1)(u) du

et cette dernière expression n’est rien d’autre qu’une classique intégrale de Wallis.
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7.4 Convergence des moments et théorème de Wigner faible

Théorème 7.4.1 (Convergence des moments). Sous les hypothèses du théorème de Wigner
faible 7.1.2 on a, pour tout entier r > 1,

E
∫
xrdµn −→

n→∞

∫
xr dµDC

σ .

Démonstration. Les moments de µDC
1 sont donnés par le théorème 7.3.1. Comme par hy-

pothèse, les coefficients de la matrice aléatoire M sont centrés et réduits, on a

E
∫
x dµn =

1

n
E

n∑
k=1

λn,k =
1

n3/2
ETr(M) =

1

n3/2

n∑
i=1

EMii = 0 =

∫
x dµDC

1 (x)

et

E
∫
x2 dµn =

1

n
E

n∑
k=1

λ2
n,k =

1

n2
ETr

(
M2
)

=
1

n2

∑
16i,j6n

E(M2
ij) = 1 =

∫
x2 dµDC

1 (x).

L’étude du moment d’ordre 3 est un peu plus subtile. On a

E
∫
x3 dµn =

1

n
E

n∑
k=1

λ3
n,k =

1

n1+3/2
ETr

(
M3
)

=
1

n1+3/2

∑
16i,j,k6n

E(MijMjkMki).

Si deux éléments parmi {{i, j}, {j, k}, {k, i}} sont distincts alors E(MijMjkMki) = 0 par in-
dépendance et centrage. Dans le cas contraire, on a i = k ou i = j ou k = j. Si i = k alors
E(MijMjkMki) = E(M2

iiMij) qui est nul si j 6= i et qui n’a pas de contribution asymptotique
si j = i. Si i = j alors E(MijMjkMki) = E(MiiM

2
ik) et le raisonnement est identique. Si

k = j alors E(MijMjkMki) = E(M2
ijMjj et le raisonnement est à nouveau identique. Ainsi,

le moment d’ordre 3 de µn converge quand n → ∞ vers 0, qui est le moment d’ordre 3 de
µDC

1 . Plus généralement, pour le moment d’ordre r > 1 on peut commencer par écrire∫
xr dµn(x) =

1

n

n∑
k=1

λrn,k =
1

n1+r/2
Tr(M r) =

1

n1+r/2

∑
16i1,...,ir6n

E(Mi1i2 · · ·Mir−1irMiri1).

Nous allons associer à chaque n-uplet d’indices i1, . . . , in un graphe orienté, obtenu en
positionnant leurs valeurs sur une droite horizontale figurant Z. Les sommets du graphe
sont les valeurs distinctes prises par ces indices, et on note t leur nombre. Les arrêtes
du graphe sont les liaisons (ik, ik+1) avec 1 6 k 6 r + 1 et ir+1 := i1. On obtient ainsi un
graphe cyclique de longueur r+1 possédant t sommets distincts, appelé grapheG(r, t). Deux
graphes G(r, t) sont équivalents lorsque qu’on peut passer de l’un à l’autre en permutant
les indices. Des graphes G(r, t) équivalents donnent la même valeur à E(Mi1i2 · · ·Mir−1ir).
Il y a n(n− 1) · · · (n− t+ 1) graphes G(r, t) dans chaque classe d’équivalence. On dit qu’un
graphe G(r, t) est canonique lorsque ses sommets sont 1, . . . , t et sont parcourus de manière
croissante. Chaque classe d’équivalence comporte un et un seul graphe canonique. Afin de
calculer les contributions, on distingue trois types de graphes G(r, t) canoniques :

– type 1 : ceux pour qui chaque arrête est présente dans l’autre sens le même nombre
de fois, et les arrêtes du même sens forment un arbre ;

– type 2 : ceux pour qui une arrête au moins n’apparaît qu’une seule fois ;
– type 3 : ceux qui ne sont pas de type 1 ou de type 2.

En notant GT l’ensemble des graphes canoniques de type T , où T ∈ {1, 2, 3}, on a∫
xr dµn(x) =

3∑
T=1

∑
G∈GT

n(n− 1) · · · (n− t+ 1)

n1+r/2
E(MG)
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où MG désigne le produit des coefficients de M le long du graphe canonique G (ne dépend
que de la classe d’équivalence du graphe). Nous abordons à présent la phase finale :

– Les graphes de type 2 ont une contribution nulle. En effet, si G est un graphe
canonique de type 2 alors E(MG) = 0 par indépendance et centrage ;

– Les graphes de type 3 ont une contribution asymptotiquement nulle. En effet,
si G est dans G3∩G(r, t) alors on peut établir que t 6 (r+1)/2 qui donne la majoration
n(n − 1) · · · (n − t + 1) 6 nt 6 n1/2+r/2. D’autre part, on a card(G3) = O(1). À présent,
comme les coefficients de M sont bornés, on a E(MG) = O(1), et donc∑

G∈G3

n(n− 1) · · · (n− t+ 1)

n1+r/2
E(MG) = O(n−1/2) = on→∞(1);

– Seuls les graphes de type 1 contribuent asymptotiquement. En effet, pour tout
graphe G de type 1 on a E(MG) = 1 par indépendance car les coefficients de M ont
une variance de 1. Cela ramène le problème à la détermination de card(G1). Si r est
impair alors card(G1) = 0, tandis que si r est pair, disons r = 2s, alors t = r/2 et G1 est
en bijection avec les excursions de la marche aléatoire simple sur Z, c’est-à-dire les
chemins de Dyck (théorème 6.1.8), ce qui donne card(G1) = 1

s+1

(
2s
s

)
, et donc∑

G∈G1

n(n− 1) · · · (n− t+ 1)

n1+r/2
E(MG) =

n

n
· · · n− s+ 1

n

1

s+ 1

(
2s

s

)
−→
n→∞

1

1 + s

(
2s

s

)
.

Cette preuve n’exploite pas l’équidistribution des entrées de M , et reste valable lorsque les
entrées de M sont indépendantes, centrées, réduites, et uniformément bornées.

7.5 Retour aux matrices de covariance empiriques

Considérons le modèle de covariance du début du chapitre. Soit λn,1 6 · · · 6 λn,dn le
spectre de 1

nY Y
> ordonné de manière croissante. On définit la mesure de comptage

µn :=
1

dn

dn∑
k=1

δλn,k .

On dispose alors du théorème de Marchenko-Pastur ci-dessous, qui se démontre avec la
même méthode que le théorème de Wigner, bien que la mise en œuvre soit plus lourde.

Théorème 7.5.1 (Marchenko-Pastur). Si Σ = Idn et si limn→∞
dn
n = ρ ∈ ]0,∞[ alors, presque

sûrement, pour toute fonction continue et bornée f : R→ R,∫
f dµn −→

n→∞

∫
f dµMP

ρ

où µMP
ρ est la loi de Marchenko-Pastur

qδ0 +
1

ρ2πx

√
(b− x)(x− a)1[a,b](x)dx.

avec
q = max(0, (1− ρ−1)) et a = (1−√ρ)2 et b = (1 +

√
ρ)2.

De plus, les moments de µMP
ρ sont donnés pour tout r > 1 par∫
xr dµMP

ρ (x) =

r−1∑
k=0

ρk

k + 1

(
r

k

)(
r − 1

k

)
.

En particulier, la loi µMP
ρ a pour moyenne 1 et variance ρ.
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La loi µMP
ρ est un mélange entre une masse de Dirac en 0 et une loi à densité par rapport

à la mesure de Lebesgue. L’atome en 0 disparaît lorsque ρ 6 1. Le théorème de Marchenko-
Pastur affirme que p.s., pour tout x ∈ R, avec x 6= 0 si ρ > 1, en notant I = ]−∞, x],

lim
n→∞

µn(I) = µMP
ρ (I).

Lorsque ρ = 1, la matrice 1
nY Y

> est en quelque sorte asymptotiquement carrée. Dans ce
cas, a = 0 et b = 4. Par changement de variable, p.s. la mesure de comptage du spectre de√

1
nY Y

> = 1√
n
Y 1√

n
Y > converge étroitement quand n→∞ vers la loi du quart de cercle de

densité x 7→ 1
π

√
4− x2 1[0,2](x) (une ellipse à cause de la constante de normalisation).

7.6 Notes et commentaires

L’étude des matrices aléatoires constitue un immense champ de recherche dont l’am-
pleur provient de la rencontre de deux domaines ubiquitaires : l’algèbre linéaire et les
probabilités. Les travaux les plus anciens sont dus principalement à Wishart (années 1920)
sur les matrices de covariance empiriques des échantillons gaussiens, à von Neumann et
Goldstine (années 1940) sur l’analyse numérique matricielle, et à Wigner, Dyson, et Mehta
(années 1950-1960) sur les niveaux d’énergie des noyaux atomiques en physique mathé-
matique. Le théorème de Marchenko-Pastur a été obtenu par Marchenko et Pastur dans
les années 1960. Le phénomène d’universalité le plus classique de la théorie des probabil-
ités est sans conteste celui mis en lumière par le théorème central limite. Il se trouve que
la loi du demi-cercle constitue à bien des égards un analogue, pour les grandes matrices
aléatoires, de la loi gaussienne, comme l’explique la brillante théorie des probabilités libres
développée à l’origine par Voiculescu. Ces dernières années, plusieurs conjectures impor-
tantes concernant des modèles de matrices aléatoires ont été résolues, notamment par Tao
et Vu. Il en reste un certain nombre et de nouvelles sont formulées régulièrement !

Le théorème de Wigner a été obtenu par Wigner dans les années 1950 sous une forme
légèrement différente. La version la plus aboutie date de la fin des années 1970. La loi µDC

σ

est centrée et de variance σ2. Le moment d’ordre 1 de µn converge vers le moment d’ordre
1 de µDC

σ , mais il n’en va pas de même pour le moment d’ordre 2 si m 6= 0. Cela est dû
au comportement explosif de la plus grande valeur propre λ1 lorsque m 6= 0. Il n’y a pas
de contradiction : la convergence faible de la mesure de comptage µn n’empêche pas une
fraction asymptotiquement négligeable d’atomes d’exploser quand n → ∞. Cependant, il
est possible d’établir que si m = 0 et E(M4

11) <∞ alors p.s. le support de µn converge vers
le support limite [−2σ, 2σ], c’est-à-dire que p.s. limn→∞ λn = −2σ et limn→∞ λ1 = 2σ.

La partie combinatoire de la preuve du théorème de Wigner est détaillée par exemple
dans le livre de Bai et Silverstein [BS10], et dans le livre de Anderson, Guionnet, et Zeitouni
[AGZ10]. Le théorème de Wigner peut également être obtenu en utilisant la transformée
de Cauchy-Stieltjes, faisant apparaître la loi du demi-cercle comme solution d’une équation
de point fixe. Notons enfin qu’au delà du théorème 7.2.2, il existe une condition suffisante
pour que µ ∈ P soit caractérisée par ses moments (κn)n>1, connue sous le nom de condi-

tion de Carleman :
∑

n κ
−1/(2n)
2n = ∞. Elle est liée à la quasi-analycité de la transformée de

Fourier (une fonction f : R → R infiniment dérivable est quasi-analytique lorsqu’elle est
caractérisée par la suite de ses dérivées à l’origine, parmi l’ensemble des fonctions infin-
iment dérivables). L’édition de 1966 du volume 2 du livre de Feller mentionne à tort que
la condition de Carleman est nécessaire et suffisante à la caractérisation par les moments,
erreur corrigée dans l’édition de 1971.
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Séance 8

Processus ponctuels de Poisson

Mots clés : transformée de Laplace, processus de Poisson et de branchement

Considérons un processus de Poisson simple (Nt)t>0 qui compte des tops espacés par
des durées aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de paramètre λ. Pour tout I ⊂ R on note NI

le nombre de tops dans I. La structure des accroissements du processus fait que pour tous
intervalles disjoints I, J ⊂ R, NI et NJ sont indépendantes et de loi de Poisson de moyenne
λ|I| et λ|J |. Conditionnellement à NI , les sauts du processus dans I sont indépendants
et uniformément distribués. Plus généralement, un processus ponctuel modélise un jet de
points aléatoire sur un espace mesurable E assez quelconque bien au delà de R+.

On dit que E est un bon espace s’il est métrique, localement compact, et possède un
recouvrement dénombrable par des compacts. C’est le cas de Rd et des variétés usuelles.
Un processus ponctuel X sur E est une application X de (Ω,F ,P) dans l’ensemble des
mesures ponctuelles localement finies (mesures de la forme

∑
x δx qui affectent une masse

finie à tout compact) telle que X(A) est une v.a.r. pour tout borélien A de E. Un processus
ponctuel X sur E est simple lorsque P(X({a}) ∈ {0, 1}) = 1 pour tout a ∈ E. Dans ce cas,
l’absence d’atomes répétés fait que X(A) est égal au nombre d’atomes de X appartenant à
A.

La loi de X est caractérisée par l’une des manières équivalentes suivantes :

1. la loi de (X(A1), . . . , X(An)) pour tout n et A1, . . . , An disjoints et dans B(E)

2. la loi de
∫
Ef dX pour toute fonction f =: E → R étagée 1

3. la loi de
∫
Ef dX pour toute fonction f ∈ Cc(E,R)

4. la transformée de Laplace f ∈ Mes(E,R+) 7→ E
(
exp

(
−
∫
Ef dX

))
.

La mesure d’intensité Λ du processus ponctuel X sur E est la mesure sur E suivante :

Λ(A) := E(X(A)) pour tout A ∈ B(E).

Par linéarité, on obtient la formule de Campbell, valable pour toute f ∈ Mes(E,R+),

E
(∫

E
f(x)dX(x)

)
=

∫
E
f(x) dΛ(x).

Notons que Λ n’est pas forcément localement finie : si par exemple T est une v.a.r. dans N,
non intégrable, alors

∑
16n6T δ1/n constitue un processus ponctuel sur R+ dont la mesure

d’intensité est infinie sur tout compact de la forme [0, t] avec t > 0.

Remarque 8.0.1 (Localisation). Si X est un processus ponctuel sur E de mesure d’inten-
sité Λ et A ∈ B(E) alors la restriction XA de X à A est un processus ponctuel sur E de
mesure d’intensité Λ(A ∩ ·) de densité 1A par rapport à Λ.

1. C’est-à-dire de la forme f =
∑n
i=1 αi1Ai avec les αi réels et les Ai disjoints et dans B(E).
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8.1 Processus ponctuels de Poisson

Un processus ponctuel X sur E est un processus ponctuel de Poisson lorsque (PPP) :

1. la mesure d’intensité Λ est localement finie

2. si A1, . . . , Ad ∈ B(E) sont disjoints alors X(A1), . . . , X(Ad) sont indépendantes

3. si A ∈ B(E) vérifie Λ(A) <∞ alors X(A) suit la loi de Poisson Poi(Λ(A)).

En particulier, si X est PPP d’intensité Λ alors pour tout compact K, la v.a.r. X(K) est
finie presque sûrement et suit la loi de Poisson Poi(Λ(K)).

Exemple 8.1.1 (Famille de PPP sur R+). Soient (En)n>1 des v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle
E(λ), et Tn := E1 + · · · + En. Alors X =

∑∞
n=1 δTn est un PPP sur E = R+ et sa mesure

d’intensité Λ est un multiple de la mesure de Lebesgue : Λ(A) := λ|A|, A ∈ B(E).

Théorème 8.1.2 (Transformée de Laplace et caractérisation). SoitX un processus ponctuel
sur E de mesure d’intensité Λ. Alors X est un PPP ssi pour toute fonction mesurable posi-
tive f : E → R+, la transformée de Laplace de X en f est donnée par

E
(

exp

(
−
∫
E
f dX

))
= exp

(
−
∫
E
(1− e−f ) dΛ

)
.

En particulier, la loi d’un processus ponctuel de Poisson est caractérisée par sa mesure
d’intensité, et il est simple ssi la mesure d’intensité est diffuse (i.e. n’a pas d’atomes).

Démonstration. Pour l’expression de la transformée de Laplace, il suffit de considérer f
étagée : f =

∑d
i=1 αn1Ai avec A1, . . . , Ad disjoints et dans B(E), et α1, . . . , αd dans R. Dans

ce cas, on a en vertu de la propriété d’indépendance sur les ensembles disjoints :

E
(

exp

(
−
∫
E
f dX

))
= E

(
exp

(
−

d∑
i=1

αiX(Ai)

))
=

d∏
i=1

E(exp (−αiX(Ai))).

Le résultat découle alors du fait que X(Ai) ∼ Poi(Λ(Ai)).
Pour la caractérisation de la simplicité, on constate tout d’abord que si la mesure Λ

admet une masse Λ({x}) > 0 en x ∈ E, la variable aléatoire X({x}) suit la loi de Poisson
Poi(Λ({x})) et en particulier, P(X({x}) = 2) > 0, ce qui entraîne que X n’est pas simple.
Réciproquement, supposons que Λ est diffuse, et soit K un sous-ensemble compact de
E. Comme Λ est diffuse, pour tout ε > 0, il existe une partition finie de K en boréliens
A1, . . . , An tel que Λ(Ai) 6 ε pour tout 1 6 i 6 n. D’autre part, si N est une variable
aléatoire de Poisson de moyenne λ, alors

P(N > 2) = e−λ
∞∑
k=2

λk

k!
= λ2e−λ

∞∑
k=0

λk

(k + 2)!
6 λ2.

Par conséquent, en utilisant ces deux propriétés,

P(X pas simple sur K) 6
n∑
i=1

P(X(An) > 2) 6
n∑
i=1

Λ(An)2 6 ε
n∑
i=1

Λ(An) = εΛ(K).

En faisant ε → 0 on obtient P(X pas simple sur K) = 0. Ensuite on considère une suite de
compacts qui recouvre le bon espace E, et on utilise la continuité supérieure.

Théorème 8.1.3 (Caractérisation par l’indépendance). SoitX un processus ponctuel simple
sur E de mesure d’intensité Λ diffuse localement finie, tel que pour tous A1, . . . , Ad ∈ B(E)

disjoints, X(A1), . . . , X(Ad) sont indépendantes. Alors X est un PPP simple.
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Démonstration. Comme Λ est diffuse, pour tout sous-ensemble compact K de E, et pour
tout entier n > 0, il existe une partition finie An,1, . . . , An,kn de K en sous-ensembles rela-
tivement compacts tels que pour tout 1 6 i 6 kn,

Λ(An,i) <
1

n
et An,i ⊂ B(xn,i, rn,i) avec rn,i <

1

n
.

Cet argument peut être répété pour chacun des An,i. On obtient ainsi par récurrence une
suite de partitions emboîtées, avec (An+1,j)j∈In,i partition de An,i pour tout 1 6 i 6 kn et
avec In,1, . . . , In,kn disjoints. La v.a. X(K) se décompose de la manière suivante :

X(K) =
∑
i

X(An,i) =
∑
i

1{X(An,i)=1} +
∑
i

X(An,i)1{X(An,i)>2} = Sn + S′n.

Montrons à présent que S′n est négligeable quand n → ∞ grâce au fait que le processus
ponctuel X est simple. On a en utilisant la partition de la partition

X(An,i)1{X(An,i)>2} = 1{X(An,i)>2}
∑
j∈In,i

X(An+1,j) >
∑
j∈In,i

X(An+1,j)1{X(An+1,j)>2}.

Cela implique que (S′n)n>1 est décroissante. Sa limite quand n → ∞ est nécessairement
nulle car sinon, avec probabilité non nulle, il existerait une suite (in) telle que An+1,in+1 ⊂
An,in et X(An,in) > 2 pour tout n. Comme les An,in sont inclus dans des boules dont le rayon
tend vers 0 quand n→∞, la limite des An,in est soit vide soit réduite à un point. La masse
de chacun de ces points pour X doit être au moins 2, ce qui contredit le fait que X est
simple. Il est donc établi que presque sûrement, (S′n) tend vers 0. Comme S′n est bornée par
la variable aléatoire intégrable X(K), le théorème de convergence dominée entraîne que
(S′n) converge dans L1 vers 0. Par conséquent,

lim
n→∞

E(Sn) = Λ(K).

Or E(1{X(An,i)=1}) 6 E(X(An,i)) = Λ(An,i) < 1/n, et donc les variables aléatoires de Bernoulli
1{X(An,i)=1} vérifient les hypothèses de la loi des petits nombres. Par conséquent, (Sn) con-
verge en loi vers Poi(Λ(K)). Ainsi, X(K) ∼ Poi(Λ(K)).

Soit à présent un ensemble A ∈ B(E) de mesure finie pour Λ. Comme E est un bon
espace, il existe une suite croissante (Kn) de sous-ensembles compacts inclus dans A tels
que Λ(A) = limn→∞ Λ(Kn). Or X(Kn) ∼ Poi(Λ(Kn)) et donc X(Kn) converge en loi vers
Poi(Λ(A)). D’autre part, E(|X(A)−X(Kn)|) = E(X(A\Kn)) converge vers 0, et doncX(A)−
X(Kn) converge vers 0 dans L1. Il en découle que X(A) suit la loi Poi(Λ(A)).

Remarque 8.1.4 (Nécessité des hypothèses). Le théorème ci-dessus est faux si Λ n’est
pas diffuse. En effet, le processus ponctuel trivial sur R constant et égal à δ0 est simple
et vérifie la propriété d’indépendance mais n’est pas un PPP. Le théorème est également
faux lorsque Λ est diffuse mais X n’est n’est pas simple. Si par exemple

∑
n δxn est un PPP

simple d’intensité Λ/2 (existence prouvée plus loin) alors le processus ponctuel
∑

n nδxn a
une intensité Λ, hérite de la propriété d’indépendance de X, mais n’est pas un PPP !

Théorème 8.1.5. Soit X un PPP sur E de mesure d’intensité Λ. Si A ∈ B(E) vérifie Λ(A) =

∞, alors la variable aléatoire X(A) est presque sûrement infinie.

Démonstration. Comme E est un bon espace, il existe une suite croissante (Kn) de com-
pacts inclus dans A tels que limn Λ(Kn) = Λ(A) = ∞. Pour tout entier n, on a X(Kn) ∼
Poi(Λ(Kn)) et donc P(X(Kn) 6 r) converge vers 0 quand n → ∞ pour tout réel r > 0. Or
P(X(A) 6 r) 6 P(X(Kn) 6 r) car Kn ⊂ A. Le résultat désiré s’en déduit.
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Théorème 8.1.6 (Stabilité par superposition et restriction). Si (Xn) est une suite finie
ou infinie dénombrable de PPP sur E, indépendants, de mesures d’intensité (Λn), et si
Λ :=

∑
n Λn est localement finie, alors

∑
nXn est un PPP sur E de mesure d’intensité Λ.

Si X est un PPP sur E de mesure d’intensité Λ et si A1, . . . , Ad sont deux à deux disjoints
dans B(E) alors les processus restreints XA1 , . . . , XAd constituent des PPP indépendants
sur E de mesures d’intensité respectives Λ(A1 ∩ ·), . . . ,Λ(Ad ∩ ·).

Démonstration. La première propriété se traite par transformée de Laplace. Pour la sec-
onde propriété, pour tousB1 ⊂ A1, . . . , Bd ⊂ Ad dans B(E), les variables aléatoiresXA1(B1), . . . , XAd(Bd)

s’écrivent égalementX(B1), . . . , X(Bd). Elles sont donc indépendantes et de lois Poi(Λ(B1)), . . . ,Poi(Λ(Bd)).
Ceci montre queXA1 , . . . , XAd sont des PPP surE de mesures d’intensité Λ(A1∩·), . . . ,Λ(Ad∩
·). Les v.a.r.

∫
Ef1dXA1 , . . . ,

∫
EfddXAd sont indépendantes pour toutes fonctions étagées

f1, . . . , fd : E → R+, et ceci montre que XA1 , . . . , XAd sont des processus ponctuels in-
dépendants.

Théorème 8.1.7 (Théorème d’existence constructif et simulation). Toute mesure Λ sur E
localement finie est la mesure d’intensité d’un processus ponctuel de Poisson sur E.

Démonstration. Soit A ∈ B(E) vérifiant 0 < Λ(A) < ∞. On note ΛA la loi de probabilité
Λ(A ∩ ·)/Λ(A). Soit (Zn) une suite de v.a.r. i.i.d. de loi ΛA, et N une v.a.r. de loi de Poisson
Poi(Λ(A)), indépendante de (Zn). Posons à présent XA := δZ1 + · · · + δZN , et calculons sa
transformée de Laplace pour une fonction mesurable positive f : E → R+ :

E
(
e−
∫
Ef dXA

)
= E

(
E
(
e−
∫
Ef dXA

∣∣∣∣N)) = E
(
E
(
e−
∑n
i=1 f(Zi)

∣∣∣∣N)).
Les hypothèses d’indépendance et de loi sur (Zn) et N permettent donc d’écrire

E
(
e−
∫
Ef dXA

)
= E

((∫
E
e−f dΛA

)N ∣∣∣∣N
)

= e−Λ(A)
∞∑
n=0

(
Λ(A)

∫
Ee
−f dΛA

)n
n!

= e−
∫
A(1−e−f ) dΛ.

Ainsi, XA est un PPP de mesure d’intensité Λ(A ∩ ·). Comme E est un bon espace et Λ

localement finie, on construit une partition au plus dénombrable (An) de E avec des élé-
ments de B(E) tels que 0 < Λ(An) < ∞ pour tout n. La méthode précédente permet de
construire une suite (Xn) de PPP sur E, indépendants, de mesures d’intensité (Λ(An ∩ ·)).
Par superposition, leur somme est un PPP de mesure d’intensité

∑
n Λ(An ∩ ·) = Λ.

Corollaire 8.1.8 (Structure par localisation). Si X est un PPP sur E de mesure d’intensité
Λ et si A ∈ B(E) tel que 0 < Λ(A) < ∞ alors pour tout n > 1 et conditionnellement à
{X(A) = n}, les atomes de XA ont la loi de n v.a.r. i.i.d. de loi Λ(A ∩ ·)/Λ(A). Si A1, . . . , Ad
dans B(E) sont deux à deux disjoints avec une mesure finie pour Λ alors

(X(A1), . . . , X(Ad)) ∼ Poi(Λ(A1))⊗ · · · ⊗ Poi(Λ(Ad)).

En particulier, pour tout entier n on a, en posant pi = Λ(Ai)/Λ(A1 ∪ · · · ∪Ad),

L((X(A1), . . . , X(Ad)) |X(A1) + · · ·+X(Ad) = n) = Multinom(n, (p1, . . . , pd)).

Démonstration. L’usage de la transformée de Laplace montre que XA est un PPP de mesure
d’intensité Λ(A ∩ ·). D’après la preuve du théorème précédent, ce processus a la même loi
que le processus δZ1 + · · · + δZN où (Zn) est une suite de v.a.r. i.i.d. de loi Λ(A ∩ ·)/Λ et où
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N est une v.a.r. de Poisson de moyenne Λ(A) indépendante de (Zn). Par conséquent, la loi
de XA sachant {X(A) = n} est égale à la loi de δZ1 + · · · + δZN sachant {N = n}, qui est
exactement la loi produit (Λ(A ∩ ·)/Λ(A))⊗n.

Remarque 8.1.9 (Mesures d’intensité de masse 1). Si X est un PPP sur E dont la mesure
d’intensité Λ est une loi de probabilité alors les atomes de X sont des réalisations i.i.d. de
loi Λ. Réciproquement, si Λ est une loi de probabilité, et si X1, . . . , Xn sont des v.a.r. i.i.d.
de loi Λ, alors la mesure ponctuelle aléatoire

∑n
k=1 δXk suit la même loi qu’un processus

ponctuel de Poisson sur E de mesure d’intensité Λ conditionnellement à {X(E) = n}. La
localisation permet de se ramener à ce cas lorsque la mesure d’intensité n’est pas finie.

Théorème 8.1.10 (Stabilité par transformation). Si X est un PPP sur E de mesure d’in-
tensité Λ et T : E → F une application mesurable vers un bon espace F telle que la
mesure image Λ ◦ T−1 de Λ par T est localement finie, alors la mesure ponctuelle aléatoire
Y := T (X) :=

∑
x∈X δT (x) est un PPP sur F de mesure d’intensité Λ ◦ T−1.

Démonstration. La transformée de Laplace de Y s’écrit, pour f ∈ Mes(F,R+),

E
(

exp

(
−
∫
F
f dY

))
= E

(
exp

(
−
∫
E
(f ◦ T ) dX

))
= exp

(
−
∫
E

(
1− e−f◦T

)
dΛ

)
.

Remarque : si T n’est pas injective alors Y n’est pas simple en général.

Remarque 8.1.11 (Homogénéité et isotropie). Un processus ponctuel X sur Rd est sta-
tionnaire ou homogène lorsque X et X+ t ont même loi pour tout t ∈ Rd et isotrope lorsque
X et RX ont même loi pour tout R ∈ SO(Rn). Un PPP sur Rd est homogène ssi sa mesure
d’intensité est multiple de la mesure de Lebesgue. Il est alors de plus isotrope.

Théorème 8.1.12 (Stabilité par marquage dépendant et amincissement). Soit X un PPP
sur E de mesure d’intensité Λ. Conditionnellement à X, on associe à chaque atome x de X
une v.a.r. Yx à valeurs dans un bon espace F , de sorte que ces v.a.r. soient conditionnelle-
ment indépendantes sachant X. Dans ce cas, en notant νx la loi de Yx :

1. la mesure ponctuelle aléatoire Z :=
∑

x∈X δ(x,Yx) est un PPP sur E × F de mesure
d’intensité Θ donnée pour toute fonction f : E × F → R mesurable positive par∫

E×F
f(x, y) dΘ(x, y) :=

∫
E

(∫
F
f(x, y) dνx(y)

)
dΛ(x)

(en particulier, si νx = ν alors Θ = Λ⊗ ν)

2. pour tous A et B disjoints dans B(F ), les mesures ponctuelles aléatoires

RA :=
∑

x∈X;Yx∈A
δx et RB :=

∑
x∈X;Yx∈B

δx

sont des PPP sur E, indépendants, dont les mesures d’intensité sont absolument con-
tinues par rapport à Λ, de densité x 7→ νx(A) = P(Yx ∈ A) et x 7→ νx(B) = P(Yx ∈ B).
En particulier, si νx = ν alors on trouve les mesures ν(A)Λ et ν(B)Λ.

Démonstration. La première propriété s’obtient en calculant la transformée de Laplace de
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Z. Z pour une fonction f : E × F → R mesurable positive quelconque :

E
(

exp

(
−
∫
E×F

fdZ

))
= E

(
E
(

exp

(
−
∫
E×F

fdZ

) ∣∣∣∣X))
= E

(
E

(
exp

(
−
∑
x∈X

f(x, Yx)

)∣∣∣∣X
))

= E

(
E

(∏
x∈X

e−f(x,Yx)

∣∣∣∣X
))

= E

(∏
x∈X

E
(
e−f(x,Yx)

))

= E

(
exp

(∑
x∈X

g(x)

))

où g(x) := log
(
E
(
e−f(x,Yx)

))
= log

∫
F
e−f(x,y) dνx(y). Comme X est un PPP,

E

(
exp

(∑
x∈X

g(x)

))
= exp

(
−
∫
E

(
1− eg(x)

)
dΛ(x)

)
.

Par conséquent, on obtient

E
(

exp

(
−
∫
E×F

fdZ

))
= exp

(
−
∫
E

(
1−

∫
F
e−f(x,y) dνx(y)

)
dΛ(x)

)
= exp

(
−
∫
E

(∫
F

(
1− e−f(x,y)

)
dνx(y)

)
dΛ(x)

)
= exp

(
−
∫
E

(∫
F

(
1− e−f(x,y)

)
dΘ(x, y)

))
.

Ceci montre que Z est bien un PPP sur E × F de mesure d’intensité Θ. La mesure Θ est
localement finie car Λ l’est et νx est une probabilité pour tout x.

Pour la seconde propriété, on constate tout d’abord, en vertu de la propriété de sta-
bilité par restriction, que les restrictions du processus Z aux ensembles disjoints E × A

et E × B constituent des PPP sur E × F , indépendants, de mesures d’intensité 1E×AΘ et
1E×BΘ. Maintenant, en vertu de la stabilité par transformation, leurs images RA et RB par
la projection π : (x, y) ∈ E × F 7→ x ∈ E constituent des PPP sur E, indépendants, dont les
mesures d’intensité sont données par les mesures image de 1E×AΘ et 1E×AΘ par la trans-
formation π, qui ne sont rien d’autre que les mesures absolument continues par rapport à
Λ de densités respectives x 7→ νx(A) et x 7→ νx(B) (lois marginales !).

Exemple 8.1.13 (File d’attente M/M/∞). Soit λ, µ > 0 et considérons le théorème 8.1.12
avec E = F = R+ et dΛ(x) = λ1R+(x)dx où dx désigne la mesure de Lebesgue sur R,
et ν = E(µ). Les atomes de X correspondent à des tops sur R+ espacés par des durées
aléatoires i.i.d. de loi E(λ). La v.a.r. Yx correspond à la durée de service de l’atome x. La
quantité x + Yx correspond au temps de fin de service de l’atome x. En vertu du théorème
8.1.12, la mesure ponctuelle aléatoire Z :=

∑
x∈X δ(x,Yx) constitue un PPP d’intensité Λ⊗ ν.

Soit à présent t ∈ R+ et At := {(u, v) ∈ R2
+; (u, u + v) ∈ [0, t] × [t,∞[}. La v.a.r. Z(At)

représente le nombre d’atomes en cours de service au temps t, c’est-à-dire le nombre de
clients en cours de service à l’instant t dans une file d’attente M/M/∞ issue de 0 d’intensités
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d’arrivée λ et de service µ. On a Z(At) ∼ Poi((Λ⊗ ν)(At)) avec

(Λ⊗ ν)(At) =

∫
06u6t

∫
u+v>t

λ1R+(u)
1

µ
e−µv1R+(v) dudv = ρ

(
1− e−µt

)
,

avec ρ := λ/µ. On retrouve la loi Poi(ρ(1− e−µ)) au temps t de la M/M/∞ issue de 0.

8.2 Processus ponctuels de Poisson sur R+

Théorème 8.2.1 (Intensité non homogène). Soit λ : R+ → R∗+ une fonction localement
Lebesgue intégrable et strictement positive, et F−1 l’inverse de la fonction strictement
croissante F : R+ → R+ définie par

F (t) :=

∫ t

0
λ(u) du.

Soit (En)n>1 des v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de moyenne 1 et Tn := E1 + · · · + En. Alors
la mesure ponctuelle aléatoire

∑
n>1 δF−1(Tn) est un PPP sur R+ dont la mesure d’intensité

est l’image par F−1 de la mesure de Lebesgue sur R+. Elle est absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue sur R+, de densité de Radon-Nikodym λ.

Démonstration. On sait que
∑

n δTn est un PPP sur R+ de mesure d’intensité Lebesgue. La
stabilité par transformation des PPP mène alors au résultat. D’autre part, on a

(F−1)′ =
1

λ ◦ F−1
.

On a {F−1(Tn) > t} = {Tn > F (t)} = {Tn >
∫ t

0λ(u) du}. Le processus de comptage
de (F−1(Tn))n>1, associé à la mesure ponctuelle aléatoire

∑
n>1 δF−1(Tn), constitue un pro-

cessus de Markov sur N, inhomogène lorsque λ n’est pas constante. Si (Nt)t>0 désigne
le processus de comptage de (Tn)n>1, alors (NF (t))t>0 est le processus de comptage de
(F−1(Tn))n>1. En quelque sorte, le processus inhomogène (NF (t))t>0 s’obtient à partir du
processus homogène en distordant le temps par la fonction d’intensité λ.

Lorsque λ est constante, alors F (t) = λt et F−1(t) = t/λ. Par conséquent, dans ce cas,
F−1(Tn) = Tn/λ = E1/λ + · · · + En/λ, et on retrouve le processus de Poisson d’intensité λ
associé au comptage de tops espacés par des durées i.i.d. de loi E(λ).

8.3 Processus auto-excités

Les processus ponctuels auto-excités mêlent mécanisme ponctuel spatial et de branche-
ment. Ils permettent de modéliser les répliques de tremblement de terres ou de gènes sur
l’ADN, les amas de galaxies, etc (épidémiologie, fiabilité, . . . ). Soit X0 un PPP de mesure
d’intensité Λ0 sur un groupe E. Soit Λ une mesure positive sur E vérifiant 2 Λ(E) < 1.
Conditionnellement à X0, chaque atome x de X0 fait, indépendamment des autres, des
enfants avec un PPP de mesure d’intensité δx ∗ Λ, et donc la génération 1 est un PPP de
mesure d’intensité X1 =

∑
x∈X0

δx ∗Λ. Plus généralement, conditionnellement à X0, . . . , Xn,
la génération n+ 1 est un PPP de mesure d’intensité

∑
x∈Xn δx ∗Λ. Le processus auto-excité

est la superposition des générations : X :=
∑

n>0Xn (il serait possible d’incorporer un

2. Par exemple Λ = mL car x fait Z enfants (avec m = E(Z) < 1) en des positions i.i.d. de loi L sur E.

Copyright © Djalil Chafaï, Florent Malrieu, 2011, 2012. 75/94

http://djalil.chafai.net/


76 SÉANCE 8. PROCESSUS PONCTUELS DE POISSON

mécanisme d’immigration à chaque génération). Conditionnellement à X0, . . . , Xn, la v.a.r.
Xn+1(E) suit la loi de Poisson de moyenne∑

x∈Xn

(δx ∗ Λ)(E) = Λ(E)Xn(E).

Il en découle que E(Xn(E)) = Λ(E)nΛ0(E) pour tout n > 0. Comme Λ(E) < 1 on obtient

E(X) = Λ0(E)
∑
n>0

Λ(E)n =
Λ0(E)

1− Λ(E)
.

Notons que (Xn(E))n>0 est un Galton-Watson sous-critique de loi de reproduction Poi(Λ(E))

issu de X0(E) (bouquet d’arbres de G.-W.). Calculons la transformée de Laplace de X :

E
(

exp

(
−
∫
E
f dXn+1

)
|Xn

)
= exp

(
−
∑
x∈Xn

∫
E
(1− ef(x+·)) dΛ

)
= exp

(
−
∫
E
g dXn

)

où g(x) =

∫
E
(1− ef(x+y)) dΛ(y). Si Xn était un PPP de mesure d’intensité Λn alors

E
(

exp

(
−
∫
E
f dXn+1

))
= exp

(
−
∫
E
(1− eg) dΛn

)
qui n’est pas exp

(
−
∫
E(1− ef ) dΛn+1

)
pour une mesure Λn+1, et X n’est donc pas PPP.

Notes et commentaires

Ce chapitre est inspiré principalement des premières pages du livre de Robert [Rob00]
sur les réseaux stochastiques et les files d’attentes, qui contient également une mise en
œuvre du concept de mesure de Palm, ignoré ici par souci de simplicité. De nombreux
ouvrages abordent le concept de processus ponctuel, comme par exemple les livres [Kin93]
et [Jac06]. Les processus auto-excités, été étudiés par Hawkes et Oakes à la fin des années
1960 [HO74] – voire également le livre [DVJ03] – permettent de modéliser un grand nombre
de phénomènes comme la position des galaxies, les répliques des tremblements de terre,
les copies d’un gène du code génétique, etc. La modélisation des répartitions de points
conduit également à d’autres généralisations, comme par exemple les processus de Cox,
mélanges de processus ponctuels obtenus en rendant aléatoire la mesure d’intensité.

Les atomes des PPP sont indépendants à numérotation près. Au delà de l’indépendance,
il est possible de définir des processus ponctuels dont les atomes sont dépendants. Plus
précisément, on dit qu’un processus ponctuel µ sur R, à n atomes (n est fixé ici), est déter-
minantal de noyau K : R × R → R lorsque ses atomes ont pour densité (à numérotation
près) x ∈ Rn 7→ det((K(xi, xj))16i,j6n). Ces processus ont été étudiés dans les années 1970
par Macchi [Mac75], voire également le livre [SKM87] et l’article de synthèse [HKPV06].
Un exemple classique de processus déterminantal est donné par K(x, y) =

∑n−1
k=0 ϕk(x)ϕk(y)

où ϕk(u) = exp(−1
2u

2)Hk(u) et où (Hk)k>1 sont les polynômes de Hermite, orthogonaux pour
la loi gaussienne N (0, 1). Dans ce cas, un calcul permet d’établir que la densité des atomes
du processus déterminantal est proportionnelle à exp(−x2

1 − · · · − x2
n)
∏

16i<j6n(xi − xj)2.
Il s’avère que cette densité est exactement celle des valeurs propres de matrices hermiti-
ennes aléatoires de densité gaussienne proportionnelle à H 7→ exp(−1

2Tr
(
H2
)
) (ont dit GUE

pour Gaussian Unitary Ensemble). Le déterminant de Vandermonde exprime une répulsion
entre les variables. Le remplacement du déterminant par le permanent fournit un modèle
à attraction plutôt qu’à répulsion.
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Séance 9

Problème du voyageur de commerce

Mots-clés. Concentration ; poissonisation.

Voici trois problèmes phares en optimisation combinatoire (randomisée ou non) :

– Problème du voyageur de commerce (Traveling Salesman Problem ou TSP)
– Arbre couvrant minimal (Minimum Spanning Tree ou MST)
– Appariement euclidien minimal (Minimum Euclidean Matching ou MEM)

Parmi les méthodes utilisées, on compte la sous-additivité, la concentration, la poissonisa-
tion, et la méthode objective. Nous allons aborder le premier problème, et mettre en oeu-
vre certaines techniques. Le problème du voyageur de commerce consiste à trouver une
tournée (c’est-à-dire un chemin circulaire 1) de longueur minimale passant par des points
prescrits X1, . . . , Xn ∈ Rd, n, d > 2. Cela revient à résoudre sur le groupe symétrique

min
σ∈Σn

n∑
k=1

∣∣Xσ(k) −Xσ(k+1)

∣∣
où |·| désigne la norme euclidienne de Rd, et avec la convention σ(n+ 1) = σ(1). Il est clair
que la notion de distance choisie a une influence sur la solution du problème.

On peut chercher à déterminer la valeur du minimum et/ou un point où il est (presque)
atteint. Nous allons nous intéresser à la valeur du minimum, lorsque (Xk)k>1 sont des vari-
ables aléatoires indépendantes et de même loi µ sur Rd. On note Ln = Ln(X1, . . . , Xd) la
longueur minimale de la tournée, qui est une fonction de X1, . . . , Xn.

Théorème 9.0.1 (Bearwood-Halton-Hammersley). Il existe une constante 0 < γd < ∞ qui
dépend de d > 2 telle que si µ est à support compact alors

Ln(X1, . . . , Xn)

n(d−1)/d

p.s.−→
n→∞

γd

∫
Rd
f(x)(d−1)/d dx

où f est la densité de la partie absolument continue de µ par rapport à la mes. de Lebesgue.

En particulier Ln(X1, . . . , Xn) est d’ordre
√
n en dimension d = 2. Nous allons établir

ce théorème lorsque µ est la loi uniforme sur le cube [0, 1]d. Nous allons établir que la
variable aléatoire Ln(X1, . . . , Xn) est d’autant plus concentrée autour de son espérance
E(Ln(X1, . . . , Xn)) que n est grand, puis établir que cette espérance est d’ordre n(d−1)/d.

1. On parle parfois de circuit hamiltonien.
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9.1 Concentration pour le cas uniforme

Théorème 9.1.1 (Concentration autour de la moyenne). Si µ est la loi uniforme sur le cube
[0, 1]d alors pour tout n > 1 et tout réel t > 0 on a

P(|Ln − E(Ln)| > t) 6 2 exp


− ct2

log(n)
si d = 2,

− ct2

n(d−2)/d
si d > 2,

où c > 0 est une constante qui ne dépend que de la dimension d. Ainsi,

P(|Ln − E(Ln)| > n(d−1)/dt) 6 2 exp


− cnt2

log(n)
si d = 2,

−cnt2 si d > 2,

La preuve du théorème 9.1.1 nécessite les deux lemmes suivants.

On dit qu’une variable est concentrée lorsqu’elle reste proche de sa moyenne avec
grande probabilité. Une telle propriété peut être obtenue en contrôlant la queue de distri-
bution de la variable, par exemple au moyen de moments, comme dans l’inégalité quadra-
tique de Tchebychev basée sur la variance, l’inégalité exponentielle de Chernoff basée sur
la transformée de Laplace (moments exponentiels), ou l’inégalité exponentielle de Bern-
stein basée sur la variance. L’inégalité de Azuma-Hoeffding fait partie des outils les plus
simples. Elle exploite une information sur l’oscillation de la variable (diamètre du support).
On note osc(f) = sup f − inf f = diamètre(support(f)), et on a alors osc(f) 6 2‖f‖∞.

Lemme 9.1.2 (Inégalité de concentration de Azuma-Hoeffding). Si Y : (Ω,F ,P) → R est
une variable aléatoire intégrable, alors pour tout r > 0,

P(|Y − E(Y )| > r) 6 2 exp

(
− 2r2

osc(d1)2 + · · ·+ osc(dn)2

)
pour la décomposition télescopique de Doob en somme de différences de martingales

Y − E(Y ) =
n∑
k=1

E(Y | Fk)− E(Y | Fk−1) =
n∑
k=1

dk

associée à une filtration arbitraire d’interpolation {∅,Ω} = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = F .

Démonstration. Soit U une v.a.r. telle que E(U) = 0 et a 6 U 6 b. La convexité de u 7→ eu

donne, pour tout t > 0 et tout a 6 x 6 b,

etx 6
x− a
b− a

etb +
b− x
b− a

eta.

En posant p = −a/(b− a) et f(u) = −pu+ log(1− p+ peu) il vient donc

E(etU ) 6
b

b− a
eta − a

b− a
etb = eta

(
(1− p) + pet(b−a)

)
= ef(t(b−a)).

À présent on a

f ′(u) = −p+
peu

1− p+ peu
et f ′′(u) = p(1− p) eu

(1− p+ eu)2
6

1

4
.
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Comme f(0) = f ′(0) = 0, on en déduit que f(u) 6 u2/8 et donc

E(etU ) 6 e
t2

8
(b−a)2 .

Appliquée à U = dk = E(Y | Fk)− E(Y | Fk−1) sachant Fk−1, cela donne

E(etdk | Fk−1) 6 e
t2

8
osc(dk)2 .

Ensuite, en écrivant la somme télescopique Y − E(Y ) = dn + · · ·+ d1 on obtient

E(et(Y−E(Y ))) = E(et(dn−1+···+d1)E(etdn | Fn−1)) 6 · · · 6 e
t2

8
(osc(d1)2+···+osc(dn)2).

À présent, pour tout t, r > 0, avec c := osc(d1)2 + · · ·+ osc(dn)2, par l’inégalité de Markov,

P(Y − E(Y ) > r) = P(et(Y−E(Y )) > etr)

6 e−trE(et(Y−E(Y )))

6 e−tr+
ct2

8

6 e
inft>0

(
−tr+ ct2

8

)

= e−
2r2

c .

En utilisant cela pour Y et −Y , on obtient le résultat souhaité pour P(|Y − E(Y )| > r).

Lemme 9.1.3 (Lemme géométrique). Il existe une constante cd > 0 telle que si X1, . . . , Xk

sont i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]d alors pour tout x ∈ [0, 1]d,

gk(x) := E
(

min
16i6k

|Xi − x|
)

6 cdk
−1/d.

Démonstration. Si B(x, r) désigne la boule de centre x et de rayon r > 0 dans Rd, le volume
minimal de B(x, r) ∩ [0, 1]d quand x parcourt [0, 1]d est atteint lorsque x est un coin du cube
[0, 1]d. Lorsque r 6 1, la valeur du minimum est 2−d|B(0, r)| = 2−d|B(0, 1)|rd (dessin). Si
1 < r 6

√
d alors le volume minimal est atteint quand x est un coin du cube, mais la valeur

du minimum est difficile à calculer. Elle reste supérieure ou égale à celle du cas r = 1. Ainsi,
pour tout 0 < r 6

√
d, ce volume minimal est > 2−d|B(0, 1)|(r/

√
d)d = adr

d. Donc pour tout
x ∈ [0, 1]d et tout 0 < r 6

√
d, en utilisant à la fin (1− u)k 6 e−ku,

P
(

min
16i6k

|Xi − x| > r

)
=

k∏
i=1

P(Xi ∈ B(x, r)c)

=
(

1− |B(x, r) ∩ [0, 1]d|
)k

6
(

1− adrd
)k

6 exp
(
−adkrd

)
.

Ceci reste valable si r >
√
d car dans ce cas P(min16i6k |Xi − x| > r) = 0. À présent,

E
(

min
16i6k

|Xi − x|
)

=

∫ ∞
0

P
(

min
16i6k

|Xi − x| > r

)
dr et

∫ ∞
0
e−br

d
dr =

Γ(1/d)

db1/d
.
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Preuve du théorème 9.1.1. Utilisons l’inégalité d’Azuma-Hoeffding du lemme 9.1.2 appliqué
à la variable aléatoire Y = Ln(X1, . . . , Xn) et à la filtration Fk = σ(X1, . . . , Xk) avec F0 =

{∅,Ω}. Cela ramène le problème à la majoration uniforme de

dk = E(Ln(X1, . . . , Xn) | Fk)− E(Ln(X1, . . . , Xn) | Fk−1).

Si X ′1, . . . , X
′
n est une copie indépendante de X1, . . . , Xn on remarque que

E(Ln(X1, . . . , Xk, . . . , Xn) | Fk−1) = E(Ln(X1, . . . , X
′
k, . . . , Xn) | Fk)

et donc
dk := E(Ln(X1, . . . , Xk, . . . , Xn)− Ln(X1, . . . , X

′
k, . . . , Xn) | Fk).

Nous allons maintenant majorer ‖dk‖∞. Soit L la fonction qui associe à un ensemble fini de
Rd la longueur minimale de la tournée. On a, pour tout S ⊂ Rd fini et tout x ∈ Rd,

L(S) 6 L(S ∪ {x}) 6 L(S) + 2 min
y∈S
|x− y|.

En appliquant cette inégalité à S = {x1, . . . , xn} \ {xk} et à x = xk et x = x′k on obtient∣∣Ln(x1, . . . , xk, . . . , xn)− Ln(x1, . . . , x
′
k, . . . , xn)

∣∣ 6 2 min
i 6=k

∣∣x′k − xi∣∣+ 2 min
i 6=k
|xk − xi|

6 2 min
i>k

∣∣x′k − xi∣∣+ 2 min
i>k
|xk − xi|.

En posant gk(x) := E
(

min
16i6k

|Xi − x|
)

on obtient pour 1 6 k 6 n− 1,

|dk| 6 2E
(

min
i>k
|Xk −Xi|+ min

i>k

∣∣X ′k −Xi

∣∣ ∣∣∣∣Fk) = 2gn−k(Xk) + 2E(gn−k(X
′
k)).

Le lemme géométrique 9.1.3 donne, pour d > 2 et 1 6 k 6 n− 1,

‖dk‖∞ 6 cd(n− k)−1/d.

Comme ‖dn‖∞ 6 cd pour une autre constante car les Xi sont bornées, on obtient

n∑
k=1

‖dk‖2∞ 6

{
cd log(n) pour d = 2,

cdn
(d−2)/d pour d > 2.

9.2 Évaluation de la moyenne du cas uniforme

Lemme 9.2.1 (Un bon début). Si µ est la loi uniforme sur [0, 1]d alors pour tout n > 1,

c−d n
(d−1)/d 6 E(Ln(X1, . . . , Xn)) 6 c+

d n
(d−1)/d

où 0 < c±d <∞ sont des constantes qui ne dépendent que de la dimension d.

Démonstration. Le cube [0, 1]d est l’union de (1/ε)d petits cubes isométriques à [0, ε]d. Avec
ε = n−1/d on obtient que [0, 1]d peut être recouvert par O(n) petits cubes de diamètre
O(n−1/d). Le principe des tiroirs 2 entraîne alors que pour tous x1, . . . , xn ∈ [0, 1]d on a

min
16i 6=j6n

|xi − xj | 6 cdn
−1/d

2. Pigeonhole principle en anglais : si on dispose n objets dans m boites avec n > m alors au moins l’une
des boites contient deux objets ou plus.
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où cd est une constante qui peut dépendre de la dimension d. Par conséquent, si `n désigne
la longueur minimale de la tournée pour x1, . . . , xn, alors on a la récurrence

`n 6 `n−1 + 2cdn
−1/d

qui donne, pour une nouvelle constante cd qui peut dépendre de la dimension d,

‖Ln(X1, . . . , Xn)‖∞ 6 cdn
−1/d+1 = cdn

(d−1)/d. (9.1)

Par ailleurs, en reprenant la preuve du lemme 9.1.3, on obtient que |B(x, r) ∩ [0, 1]d| est
maximal quand x est au centre du cube, et en particulier, pour tout x ∈ [0, 1]d et tout
0 < r 6 1/2 on a P(min16i6n−1 |Xi − x| > r) > (1− ωdrd)n−1 avec ωd := |B(0, 1)|, d’où

E
(

min
16i6n−1

|Xi − x|
)

>
∫ 1/2

0
(1− ωdrd)n−1 dr

d’où, en utilisant l’inégalité (1− u)α > 1− αu pour 0 6 u 6 1/α,

E
(

min
16i 6=j6n

|Xi −Xj |
)

> cdn
−1/d

où cd est une constante qui dépend de la dimension d. Or tout circuit à travers X1, . . . , Xn

contient n arêtes qui sont toutes plus grandes que ou égale à min16i 6=j6n |Xi −Xj |, et donc

E(Ln(X1, . . . , Xn)) > nE
(

min
16i 6=j6n

|Xi −Xj |
)

= cdnn
−1/d = cdn

(d−1)/d.

Théorème 9.2.2 (Le bon résultat). Si µ est la loi uniforme sur [0, 1]d alors

lim
n→∞

E(Ln(X1, . . . , Xn))

n(d−1)/d
= γd

où 0 < γd <∞ est un réel qui peut dépendre de d.

Nous savons déjà que an := E(Ln) ≈ n(d−1)/d ce qui rend naturel de chercher à établir
que nd/(d−1)an converge quand n tend vers l’infini. Ce comportement non linéaire empêche
l’usage direct d’une technique de sous-additivité. Il est cependant possible de linéariser le
problème par poissonisation puis dépoissonisation. L’heuristique est la suivante : si N est
une v.a.r. à valeurs entières alors E(aN ) ≈ E(N (d−1)/d) ≈ E(N)(d−1)/d qui est linéaire en t

lorsque N ∼ Poi(td/(d−1)). Par ailleurs si N ∼ Poi(n) alors an ≈ E(aN ).

Démonstration. Poissonisation. On note L(S) la longueur minimale de la tournée pour un
ensemble fini de points S = {x1, . . . , xn} ⊂ Rd, avec la convention L(S) = 0 si Card(S) 6 2.
Soit P un processus ponctuel de Poisson sur Rd de mesure d’intensité Lebesgue. Soit (Zt)t>0

le processus défini par Zt = L(P ∩ [0, t]d) c’est-à-dire la longueur minimale de la tournée
pour les atomes du processus de Poisson P se trouvant dans le cube [0, t]d. Pour tout n > 0

on a

L(P |Card(P ∩ [0, t]d) = n) = Unif([0, t]d)⊗n.

D’autre part, L(tS) = tL(S) et Card(P ∩ [0, t]d) ∼ Poi(td), ce qui donne

E(Zt) = E(E(Zt |Card(P ∩ [0, t]d))) = e−t
d
∞∑
n=0

tan
tdn

n!
où an := E(Ln(X1, . . . , Xn)).
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Le facteur t devant an vient du fait que an concerne [0, 1]d et non pas [0, t]d. Le lemme
9.2.1 entraîne que an = O(n(d−1)/d) et donc t 7→ E(Zt) est continue et même analytique. La
suite (an)n>1 peut donc s’obtenir à partir de la donnée de t 7→ E(Zt) au voisinage de t = 0.
Cependant, nous allons plutôt montrer que limt→∞ t

−1E(Zt) existe, ce qui suffira.
Sous additivité. Soit C1, . . . , Ckd une partition de [0, t]d en kd cubes similaires à [0, t/k]d.

Pour tous x1, . . . , xn ∈ Rd, les kd tournées des ensembles Si = {x1, . . . , xn}∩Ci peuvent être
concaténées pour former une tournée pour {x1, . . . , xn}∩[0, t]d, avec un coût supplémentaire
O(kd−1) : choisir un point dans chacune des kd tournées et les connecter avec une tournée
de coût O(kd−1) grâce à la borne (9.1) ce qui donne une grande tournée en chapelet. Ainsi,
il existe une constante C > 0 telle que pour tout k > 1 et tout t > 0,

L({x1, . . . , xn} ∩ [0, t]d) 6
kd∑
i=1

L({x1, . . . , xn} ∩ Ci) + Ctkd−1.

Cela donne E(Zt) 6 kdE(Zt/k) + Ctkd−1, d’où l’inégalité

E(Ztk)

(tk)d
6

E(Zt)

td
+ Ct1−d (9.2)

En prenant t = 1 on obtient

0 6 γ := lim
k→∞

E(Zk)

kd
6 E(Z1) + C <∞.

Par définition de γ, pour tout ε > 0 on peut choisir k0 assez grand pour que

E(Zk0)

kd0
+ Ck1−d

0 6 γ + ε.

Comme t 7→ E(Zt) est continue, on peut choisir δ > 0 tel que pour tout k0 < t < k0 + δ,

E(Zt)

td
+ Ct1−d 6 γ + 2ε. (9.3)

Grâce à (9.2) on voit que (9.3) a lieu pour tout kk0 < t < k(k0 + δ). Or pour k > k0/δ les
intervalles Ik := ]kk0, k(k0 + δ)[ et Ik+1 se recouvrent. On en déduit que (9.3) a lieu pour
tout t > bk2

0/δc, ce qui implique en particulier

lim
t→∞

E(Zt)

td
6 lim

t→∞

E(Zt)

td
+ 2ε = γ + 2ε.

Comme ε > 0 est arbitraire, on obtient donc

lim
t→∞

E(Zt)

td
= γ.

Ainsi, le développement en série de E(Zt) donne, après le changement de variable u = td,

∞∑
k=0

e−uak
uk

k!
∼u→∞ γu(d−1)/d. (9.4)

Dépoissonisation. On commence par montrer que n 7→ an est assez régulière. Comme
il est possible de concaténer un circuit pour X1, . . . , Xm et un circuit pour Xm+1, . . . , Xm+n

avec un coût inférieur à 2
√
d (diamètre du cube) on en déduit que

an+m 6 an + am + 2
√
d
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ce qui donne 0 6 an − ak 6 an−k + 2
√
d pour tout 0 6 k 6 n. Or le lemme 9.2.1 donne

an = O(n(d−1)/d) et on en déduit

|an − ak| 6 |an−k + 2
√
d| 6 c|n− k|(d−1)/d.

Si N est une v.a.r. de Poisson de moyenne n alors E(aN ) =
∑∞

k=0 ake
−n nk

k! et donc

|an − E(aN )| 6
∞∑
k=0

|an − ak|e−n
nk

k!

6 c
∞∑
k=0

|n− k|(d−1)/de−n
nk

k!

= cE(|N − E(N)|(d−1)/d)

6 cE(|N − E(N)|2)(d−1)/(2d)

= cVar(N)(d−1)/(2d)

= O(n(d−1)/(2d)) = o(n(d−1)/d).

Or (9.4) avec t = n donne E(aN ) =
∑∞

k=0 ake
−nnk/k! ∼n→∞ γn(d−1)/d et donc

lim
n→∞

E(Ln(X1, . . . , Xn))

n(d−1)/d
= lim

n→∞

an

n(d−1)/d
= γ.

Le fait que γ > 0 découle de la borne inférieure du lemme 9.2.1.

9.3 Preuve du cas uniforme

On se place dans le cas où µ suit la loi uniforme sur le cube [0, 1]d. Par le théorème 9.1.1
et le premier lemme de Borel-Cantelli, presque sûrement,

Ln − ELn =

On→∞(log(n)) si d = 2,

On→∞(n(d−2)/(2d)
√

log(n)) si d > 2

tandis que par le théorème 9.2.2 on a E(Ln(X1, . . . , Xn)) ∼n→∞ γn(d−1)/d pour un 0 < γ <∞.
Ceci achève la preuve du théorème 9.0.1 dans le cas uniforme.

9.4 Courbes qui remplissent le plan

Une manière d’aborder le problème en dimension d = 2 consiste à utiliser une courbe
qui rempli l’espace. Soit donc ψ : [0, 1] → [0, 1]2 une fonction surjective pour laquelle
pour tout x ∈ [0, 1]2 on peut rapidement calculer un t ∈ [0, 1] tel que ψ(t) = x. Pour
x1, . . . , xn ∈ [0, 1]2 on considère le circuit xσ(1), . . . , xσ(n) où σ ∈ Σn est la permutation asso-
ciée la statistique d’ordre t(1) 6 . . . 6 t(n) où t1, . . . , tn ∈ [0, 1] sont tels que ψ(ti) = xi pour
chaque 1 6 i 6 n. Le circuit obtenu est d’autant plus intéressant que ψ est régulière. On
dit que ψ est Hölder lorsqu’il existe des réels cψ, hψ > 0 tels que pour tous x, y ∈ [0, 1],

|ψ(s)− ψ(t)| 6 cψ|x− y|hψ .

Comme ψ est surjective, l’image de l’union d’intervalles [0, 1] = ∪k−1
0=1[i/k, (i+1)/k] par ψ est

[0, 1]2 tout entier, et donc au moins un de ces intervalles a une image de diamètre supérieur
à 2/
√
kπ, ce qui montre que nécessairement h 6 1/2. Il se trouve qu’on sait construire des
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fonctions ψ : [0, 1] → [0, 1]2 surjectives et Hölder d’ordre hψ = 1/2. On peut alors montrer
qu’il existe une constante c = c2

ψ telle que pour tous x1, . . . , xn ∈ [0, 1]2, il existe σ ∈ Σn telle
que (avec la convention σ(n+ 1) = σ(1))

n∑
k=1

|xσ(k) − xσ(k+1)|2 < c.

Notons que parmi n points dans [0, 1]2 il y a forcément deux points à distance O(n−1/2) ce
qui donne seulement

∑n
k=1 |xσ(k) − xσ(k+1)|2 = O(log(n)). Cependant, les deux méthodes

donnent Ln(x1, . . . , xn) = O(
√
n) (inégalité de Cauchy-Schwarz pour la première).

9.5 Notes et commentaires

Extrait de [Ste97], voir aussi [Yuk98]. Pour Azuma, voir [McD89, McD98]. Jillian Beard-
wood et John H. Halton étaient des étudiants en thèse de John M. Hammersley (1920 – 2004)
à Oxford. Le théorème 9.0.1 date de 1959. On sait que γ2 ≈ 0, 7 et que γd ∼d→∞

√
d2πe.

Avram et Yao ont établi en 1991 que le résultat reste valable si µ possède un moment fini
d’ordre 3 > (d−1)/d. Rhee a montré en 1993 que la finitude du moment d’ordre (d−1)/d ne
suffit pas. Le théorème 9.0.1 peut être démontré par réductions successives en se ramenant
au cas où µ est uniforme sur le cube [0, 1]d.

En théorie de la complexité algorithmique, la complexité d’un algorithme est le coût
d’exécution en fonction de la taille (n pour TSP) du problème. Un algorithme polynomial
est préférable à un algorithme exponentiel au delà d’une certaine taille. On dit qu’un prob-
lème est NP lorsqu’il est possible de vérifier la validité d’une solution avec un algorithme
polynomial. L’explosion combinatoire fait qu’un problème NP n’est pas automatiquement ré-
soluble par un algorithme polynomial en testant toutes les solutions. On dit qu’un problème
est NP-complet lorsque le problème est au moins aussi difficile à résoudre que tout autre
problème NP, c’est-à-dire que tout problème NP se réduit à celui-ci avec un algorithme poly-
nomial. Les problèmes NP-complets sont donc des problèmes clés. À l’heure actuelle, tous
les algorithmes connus pour résoudre les problèmes NP-complets sont exponentiels, ce qui
les rend assez rapidement inexploitables. La question ouverte la plus fameuse de l’informa-
tique consiste à trouver un algorithme polynomial pour résoudre un problème NP complet.
On sait démontrer que TSP est NP-complet, et on ne connaît pas d’algorithme de résolution
polynomial. Il est cependant possible de rechercher une solution approchée, par exemple
avec un algorithme stochastique générique comme l’algorithme du recuit simulé. Contraire-
ment à TSP, les deux autres problèmes phares de l’optimisation combinatoire (MST et EMM
) sont résolubles en temps polynomial.

3. C’est-à-dire E(‖X1‖r) <∞ pour un r > (d− 1)/d.
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Séance 10

Processus TCP window-size

Mots-clés. Processus de Poisson ; processus de Markov déterministe par morceaux ;
générateur infinitésimal ; couplage en Wasserstein ; processus auto-régressifs ; lois expo-
nentielles ; lois géométriques ; processus de branchement à temps continu de Yule.

10.1 Processus TCP window-size en informatique

Le débit instantané maximal sortant d’un ordinateur connecté à un réseau TCP/IP comme
Internet est régulé par l’algorithme suivant : le débit maximal est augmenté de manière
déterministe d’une unité à chaque pas de temps, et en cas de signal de congestion, il est
multiplié par un facteur entre [0, 1[ , typiquement 1/2. Ce mécanisme simple permet à la fois
une bonne exploitation du réseau et une réaction efficace en cas de congestion.

Nous allons étudier un modèle markovien idéalisé de ce mécanisme. Si on admet que
pendant une durée donnée, chacun des autres ordinateurs du réseau provoque une conges-
tion avec une petite probabilité, indépendamment des autres, alors la loi des petits nombres
suggère que les signaux de congestion suivent un processus de Poisson. Soit N = (Nt)t>0

un processus de Poisson d’intensité λ comptant les signaux de congestion. On note (Tn)n>0

les temps de saut successifs de N , avec la convention T0 = 0. Soit Q = (Qn)n>1 une suite de
variables aléatoires indépendantes à valeurs dans [0, 1[ de même loi Q. Soit X0 une variable
aléatoire positive. On suppose que X0, N , et Q sont indépendants. On définit le processus
X = (Xt)t>0 à temps continu et à espace d’états R+ de la manière suivante :

Xt =

{
XTn + t− Tn si Tn 6 t < Tn+1,

Qn+1(XTn + Tn+1 − Tn) si t = Tn+1,

où n = Nt ∈ N est le nombre de sauts avant l’instant t. Les trajectoires de X sont affines de
pente 1 par morceaux, continues à droite avec limite à gauche, et chaque saut correspond
à une multiplication par un nombre entre [0, 1]. Il appartient à la famille des processus de
Markov déterministes par morceaux (Piecewise Deterministic Markov Processes ou PDMP)
et plus particulièrement à celles des processus à croissance linéaire et décroissance multi-
plicative (Additive Increase Multiplicative Decrease ou AIMD). Lorsque Q = δ0 on dit aussi
qu’il s’agit d’un processus Growth Collapse. Le processus X est connu sous le nom de pro-
cessus TCP window-size car en informatique, le débit maximal sortant est réglé par une
taille de « fenêtre TCP » (TCP window-size).
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Théorème 10.1.1 (Générateur infinitésimal). Pour tout f ∈ C1(R+,R) et x > 0 on a

L(f)(x) := lim
t→0+

E(f(Xt) |X0 = x)− f(x)

t
= f ′(x) + λ

∫ 1

0
(f(qx)− f(x))Q(dq).

Le processus X n’explose pas car N n’explose pas. L’espérance E(f(Xt) |X0 = x) a un
sens car sur {X0 = x}, on a Xt 6 x+ t, et comme f est C1, la v.a.r. f(Xt) est bornée.

Démonstration. Soit f ∈ C1(R+,R) et soit t 6 1. On a, par définition de X et N ,

E
(
f(Xt)1{Nt=0} |X0 = x

)
= f(x+ t)P(Nt = 0) = f(x+ t)e−λt

= (f(x) + f ′(x)t+ o(t))(1− λt+ o(t))

= f(x) + t(f ′(x)− λf(x)) + o(t).

Conditionnellement à {Nt = 1}, la variable T1 suit la loi uniforme sur [0, t], donc

E(f(Xt) |X0 = x,Nt = 1) = E(f(Q1(x+ T1) + t− T1) |Nt = 1)

=

∫ t

0

ds

t

∫ 1

0
Q(dq)f(q(x+ s) + t− s)

=

∫ 1

0
Q(dq)f(qx) + o(1)

où le o(1) vient de la continuité de f , et donc

E
(
f(Xt)1{Nt=1}|X0 = x

)
= P(Nt = 1)

(∫ 1

0
Q(dq)f(xq) + o(1)

)
= λt

∫ 1

0
Q(dq)f(xq) + o(t).

Troisièmement, sur {X0 = x} on a Xt 6 x+ t et donc comme t 6 1, on a

∣∣E(f(Xt)1{Nt>2} |X0 = x
)∣∣ 6 ( sup

u∈[0,x+1]
|f(u)|

)
P(Nt > 2) = O(t2).

Finalement, la collecte des trois termes donne bien le résultat voulu.

Pour tout t > 0 on considère l’opérateur Pt qui à toute fonction f : R+ → R mesurable
et bornée associe la fonction mesurable et bornée

x ∈ R+ 7→ Ptf(x) = E(f(Xt) |X0 = x).

Cette quantité fait sens pour une classe de fonctions plus large, par exemple pour f de
classe C1. On a P0 = I et la propriété de Markov entraîne que (Pt)t>0 est un semi-groupe :

Pt+s = Ps+t = Pt ◦ Ps.

On dit que ce semi-groupe est markovien car il préserve la positivité et l’unité : Pt(f) > 0

si f > 0 et Pt(1) = 1. On dit qu’une fonction mesurable et bornée f : R+ → R appartient au
domaine du générateur L du processus lorsque la limite suivante existe pour tout x > 0 :

L(f)(x) = lim
t→0+

Pt(f)(x)− f(x)

t
= ∂t=0Pt(f)(x).

Tout se passe comme si «Pt = etL». La propriété de semi-groupe donne, pour tout t > 0,

∂tPt(f) = Pt(Lf) et ∂tPt(f) = L(Ptf).
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On dit qu’il s’agit des équations de Chapman-Kolmogorov forward et backward.
Le théorème 10.1.1 affirme que le domaine du générateur L contient les fonctions de

classe C1. Il se trouve de plus que le générateur conserve les polynômes sans augmenter
leur degré. Cela permet de calculer les moments de manière récursive.

Théorème 10.1.2 (Moments et loi invariante). Pour tout n ∈ N, tout x > 0 et tout t > 0,

E(Xn
t |X0 = x) =

n!∏n
k=1 θk

+ n!

n∑
m=1

( m∑
k=0

xk

k!

n∏
j=k
j 6=m

1

θj − θm

)
e−θmt

où on a utilisé la notation θp = λ(1 − E(Qp1)). De plus, conditionnellement à {X0 = x}, la
variable Xt converge en loi quand t→∞ vers la loi µ sur R+ dont les moments sont∫

xn µ(dx) =
n!∏n
k=1 θk

pour tout n > 0. De plus, tous les moments de Xt convergent vers ceux de µ.

Démonstration. Posons αn(t) = E(Xn
t |X0 = x) = Pt(fn)(x) avec fn(x) = xn. Pour tout

n > 1, le théorème 10.1.1 donne

Lfn(x) = nxn−1 + λxn
∫ 1

0
(qn − 1)Q(dq) = nfn−1(x)− θnfn(x)

et donc, en utilisant l’équation de Chapman-Kolmogorov forward,

α′n(t) = ∂tPt(fn)(x) = Pt(Lfn)(x) = Pt(nfn−1 − θnfn)(x) = nαn−1(t)− θnαn(t).

Comme α0 est constante égale à 1, on obtient l’É.D.O. α′1(t) = 1 − θ1α1(t) qui donne α1.
Une récurrence sur n basée sur un système triangulaire fournit la formule annoncée pour
(αn)n>0. Ainsi, conditionnellement à {X0 = x}, chaque moment de Xt converge quand t →
∞ vers une limite finie. Le fait que cette suite de limites soit la suite des moments d’une loi
et que Xt converge en loi vers cette loi découle d’une étude similaire à celle menée dans la
preuve du théorème de Marchenko-Pastur par la méthode des moments. On prendra garde
au fait qu’on se trouve ici sur R+ et non pas sur R tout entier.

Remarque 10.1.3 (Growth-collapse). Si Q = δ0 alors le moment d’ordre n de la mesure
invariante µ de X vaut n!/λn ce qui assure que µ est la loi exponentielle de paramère λ.

Remarque 10.1.4 (Loi du processus à un instant donné). Plaçons-nous dans le cas où
Q = δq avec 0 < q < 1 et conditionnellement à {X0 = x} avec x > 0. Alors pour tout t > 0, il
existe une loi absolument continue µt portée par l’intervalle [0, qx+ t] telle que

L(Xt) = e−λtδx+t + (1− e−λt)µt

et dist(x+ t, supp(µt)) = (1− q)x. En effet, conditionnellement à l’événement {Nt = n},

Xt =

{
x+ t si n = 0,

qnx+
∑n+1

k=1 q
n−k+1(Uk − Uk−1) si n > 0,

où 0 = U0 < U1 < · · · < Un < Un+1 = t est une statistique d’ordre uniforme sur [0, t]. Ainsi,
L(Xt |Nt = 0) = e−λtδx+t tandis que L(Xt |Nt = n) est absolument continue si n > 0, portée
par [qnx, qnx + t]. D’où le résultat avec µt = L(Xt |Nt > 0). Ceci montre que le processus
TCP est asymptotiquement régularisant, sans diffusion. C’est le mécanisme de sauts, seul
source d’aléa, qui en est responsable.
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Remarque 10.1.5 (Irréductibilité). Pour tout x > 0 et conditionnellement à l’événement
{X0 = x}, le processus X entre dans tout intervalle en un temps fini avec probabilité
positive. En d’autre termes, sa trajectoire coupe toute bande horizontale en un temps fini
avec probabilité positive. Cela est immédiat si la bande est au dessus de x. Si la bande est
en dessous de x, il suffit de considérer une trajectoire en dents de scie.

Soit p > 1 un réel fixé. Si (E, d) est un espace métrique et µ une loi sur E, alors la
quantité

∫
d(x, y)p µ(dy) est soit infinie pour tout x ∈ E, soit finie pour tout x ∈ E et on

dit dans ce cas que µ a un moment d’ordre p fini. La distance de Wasserstein 1 Wp sur
l’ensemble des lois sur E possédant un moment d’ordre p fini est définie par

Wp(µ1, µ2) = inf
(X,Y )
X1∼µ1
X2∼µ2

E(d(X,Y )p)1/p =

(
inf

Π∈Marg(µ1,µ2)

∫
E×E

d(x, y)p Π(dx, dy)

)1/p

(10.1)

où Marg(µ1, µ2) désigne l’ensemble convexe des lois de probabilité sur E × E qui ont pour
lois marginales µ1 et µ2. Il est non vide car il contient la loi produit µ1⊗µ2. Un élément Π de
cet ensemble constitue un couplage de µ1 et µ2. Ici on prend E = R et d(x, y) = |x−y|. Dans
ce cas, en notant F−1

i l’inverse généralisé de la fonction de répartition de µi, on montre que
(cela n’est pas si évident) Wp est une distance Lp inter quantiles :

Wp(µ1, µ2) =

(∫ 1

0
|F−1

1 (x)− F−1
2 (x)|p dx

)1/p

.

On peut montrer qu’une suite (µn)n converge vers µ pour Wp ssi elle converge faiblement
pour Cb et si tous les moments d’ordre 6 p de µn convergent vers ceux de µ.

Théorème 10.1.6 (Comportement en temps long par couplage). Soient X = (Xt)t>0 et
Y = (Yt)t>0 deux processus TCP de même paramètres λ et Q, construits sur un même
espace de probabilité. Si leurs lois initiales L(X0) et L(Y0) possèdent un moment d’ordre
p > 1 fini alors pour tout t > 0 et en posant θp := λ(1− E(Qp1)) on a

Wp(L(Xt),L(Yt)) 6Wp(L(X0),L(Y0)) exp

(
−θpt
p

)
.

Démonstration. Considérons un couple (X,Y ) où X et Y partent de x et y mais utilisent
le même N et le même Q (mêmes temps de sauts et coefficients multiplicateurs). Remar-
quablement, la quantité |Xt − Yt| reste constante entre deux sauts et au ke saut elle est
multipliée par Qk. Par conséquent, pour tout t > 0, on a

E(|Xt − Yt|p) =
∞∑
k=0

E
(
|Xt − Yt|p1{Nt=k}

)
=
∞∑
k=0

E
(
|x− y|pQp1 . . . Q

p
k1{Nt=k}

)
= |x− y|p

∞∑
k=0

E(Qp1)kP(Nt = k)

= |x− y|pe−λt(1−E(Qp1)).

1. On parle également de distance de couplage, de transport, de Mallows, de Fréchet, etc.
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Par conséquent, si à présent X et Y sont deux processus TCP de paramètres λ et Q alors
pour tout couplage Π de leurs lois initiales L(X0) et L(Y0), pour tout t > 0 et tout p > 1,

Wp(L(Xt),L(Yt))
p 6 e−θpt

∫
R+×R+

|x− y|p Π(d(x, y)).

Il ne reste plus qu’à prendre l’infimum sur tous les couplages Π pour obtenir le résultat.

La chaîne incluse X̂ := (X̂n)n>0 = (XTn)n>0 de X est le processus pris aux instants
de sauts. Il s’agit d’une chaîne de Markov homogène à temps discret et à espace d’états
continu R+. Elle vérifie X̂0 = X0 et constitue un processus auto-regressif linéaire :

X̂n+1 = Qn+1(X̂n + En+1).

Le noyau de transition K̂ de X̂ est donné pour tout f ∈ Cb(R+,R) et x > 0 par

K̂(x, f) = E(f(X̂n+1) | X̂n = x) = λ

∫
[0,1]×R+

e−λyf(q(x+ y))Q(dq) dy.

Théorème 10.1.7 (Convergence en loi de la chaîne incluse). Quelque soit X0 la chaîne
incluse (X̂n)n>0 converge en loi vers µ̂ = L(

∑∞
n=1Q1 · · ·QnEn).

Démonstration. En utilisant la formule auto-regressive et les hypothèses d’indépendance
et de stationnarité, on obtient, par récurrence sur n, la formule et l’identité en loi

X̂n = Qn · · ·Q1X0 +

n∑
k=1

Qn · · ·Qn−k+1En−k+1
d
= Q1 · · ·QnX0 +

n∑
k=1

Q1 · · ·QkEk.

On a E(Q1 · · ·Qn) = E(Q)n. Or E(Q) < 1 car P(0 6 Q < 1) = 1 et donc par conver-
gence monotone E(

∑
nQ1 · · ·Qn) =

∑
n E(Q)n < ∞, donc P(

∑
nQn < ∞) = 1 et donc

P(Q1 · · ·Qn → 0) = 1. Par conséquent, Q1 · · ·QnX0 → 0 p.s. D’autre part, par convergence
monotone,

∑n
k=1Q1 . . . QkEk converge p.s. vers la série aléatoire

∑∞
n=1Q1 · · ·QnEn, de loi

µ̂. Par conséquent, la chaîne incluse converge en loi vers µ̂ quelque soit X0.

La loi µ̂ a pour moyenne λ−1E(Q1)/E(1−Q1). Pour la chaîne incluse, l’oubli de la condi-
tion initiale apparaît clairement sur la formule suivante :

E(X̂n) = E(Q)nE(X0) +
1− E(Q1)n

λ(1− E(Q1))
.

La loi µ̂ vérifie l’équation en loi F
d
= Q1(F + E1) où F ∼ µ̂ est indépendante de Q1, E1.

10.2 Intensité des sauts variable selon la position

Il est possible de faire dépendre l’intensité de sauts du chemin parcouru par le proces-
sus. On considère une fonction localement intégrable λ : x ∈ R+ 7→ λ(x) ∈ R+ et une suite
(En)n>1 de v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de paramètre 1. On construit la trajectoire du

processus (X̃t)t>0 partant de X̃0 = x en posant X̃s = x0 + s pour tout 0 6 s < T̃1 où le

premier temps de saut T̃1 est défini par l’équation (instant ou l’
∫

atteint E1)

∫ T̃1

0
λ(Xs) ds =

∫ T̃1

0
λ(x0 + s) ds = E1.
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Ensuite on pose X̃
T̃1

= Q1X̃T̃−1
= Q1(x0 + T̃1), et plus généralement, on pose

X̃t =

{
X̃
T̃n

+ t− T̃n si T̃n 6 t < T̃n+1,

Qn+1(X̃
T̃n

+ T̃n+1 − T̃n) si t = T̃n+1,

où la suite croissante des temps de saut (T̃n)n>0 est définie par T̃0 = 0 et

∫ T̃n+1

T̃n

λ(X̃s) ds =

∫ T̃n+1−T̃n

0
λ(X̃

T̃n
+ s) ds = En+1.

(le cas spécial λ(x) = x donne T̃n+1 − T̃n =
√

2En+1 + (X̃
T̃n

)2 − X̃
T̃n

par exemple). Cette

construction fournit la trajectoire t 7→ X̃t sur l’intervalle [0, T̃∞[ où T̃∞ := limn→∞ T̃n est le
temps d’explosion du processus. Si λ est une fonction bornée alors par comparaison au cas
constant, on obtient P(T̃∞ = ∞) = 1 et on dit que le processus n’explose pas. Lorsque λ

n’est pas bornée, par exemple λ(x) = x, ce sont les propriétés de Q qui permettent d’établir
la non explosion. On peut montrer que le générateur du processus (X̃t)t>0 est

L̃(f)(x) = f ′(x) + λ(x)

∫ 1

0
(f(qx)− f(x))Q(dq).

Plus généralement, on peut construire les trajectoires d’un processus de générateur

L̃(f)(x) = G(f)(x) + λ(x)

∫
(f(y)− f(x))K(x, dy)

où K est un noyau markovien, où λ est une fonction positive localement intégrable, et où G
est le générateur d’un processus quelconque, qui «agit» entre les temps de sauts.

10.3 Branchement et croissance-fragmentation

Le processus TCP permet de modéliser bien plus de choses que la taille de fenêtre
TCP du protocole TCP/IP. On peut penser par exemple à la taille ou masse d’une cellule,
qui grossit linéairement puis subit une division cellulaire. On peut également penser à
un polymère 2 dont la longueur augmente linéairement au cours du temps puis subit une
dislocation. Du point de vue de la masse, la division ou la dislocation constituent une frag-
mentation qui conserve la masse. Supposons pour simplifier que les fragments obtenus
sont toujours au nombre de deux et évoluent selon le même processus, de manière i.i.d.
Intéressons nous à la taille Nt de la population à l’instant t > 0. Cela revient à étudier
un arbre binaire où la longueur des segments de branches sont i.i.d. de loi exponentielle
de paramètre λ. À l’instant t > 0, l’arbre possède Nt branches, et N0 = 1. Le processus
(Nt)t>0 est appelé processus de Yule de paramètre λ. Il constitue une sorte de processus de
branchement de Galton-Watson à temps continu de loi de reproduction δ2.

Théorème 10.3.1 (Taille de la population). Pour tout t > 0 la taille de la population Nt suit
la loi géométrique sur N∗ de paramètre e−λt. En particulier,

E(Nt) = eλt et Var(Nt) = (1− e−λt)e2λt.

2. Longue molécule constituée d’une chaîne de molécules plus petites identiques appelées monomères.
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Démonstration. La propriété d’absence de mémoire des lois exponentielles montre que
(Nt)t>0 est le processus de comptage issu de N0 = 1 de la suite de v.a.r. (Sn)n>1 où Sn = F1+

· · · + Fn avec (Fn)n>1 suite de v.a.r. indépendantes et Fn de loi exponentielle de paramètre
nλ pour tout n > 1. En particulier, la v.a.r. Sn a la loi de max(E1, . . . , En) où E1, . . . , En
sont i.i.d. de loi exponentielle de paramètre λ (propriété déjà utilisée dans la preuve du
théorème 4.2.1). Donc, pour tout entier n > 0,

P(Nt − 1 > n) = P(Sn 6 t) = P(E1 6 t) · · ·P(En 6 t) = (1− e−λt)n.

Considérons le cas où chaque fragmentation donne lieu à k + 1 fragments où k > 1 est
fixé. On note (N

(k)
t )t>0 le processus de comptage associé. Pour tout n > 2, le processus

issu de n est la somme de n copies i.i.d. du processus issu de 1. C’est la propriété de
superposition ou de branchement. On dit que (N

(k)
t )t>0 est un processus de Yule de loi de

reproduction δk+1. Il s’agit d’un processus de Markov homogène à temps continu d’espace
d’état N et de générateur infinitésimal L(k) donné pour tous f : N→ R et n ∈ N par

L(k)(f)(n) = lim
t→0+

E(f(N
(k)
t ) |N (k)

0 = n)− f(n)

t
= nλ(f(n+ k)− f(n)).

Si f(n) = n et αn(t) = E(N
(k)
t |N

(k)
0 = n) = P

(k)
t (f)(n) alors (L(k)f)(n) = kλn = kλf(n) et

l’équation de Chapman-Kolmogorov forward donne l’É.D.O.

∂tαn(t) = ∂tP
(k)
t (f) = Pt(L

(k)f) = kλP
(k)
t (f) = kλαn(t).

La condition initiale αn(0) = n donne alors E(N
(k)
t |N

(k)
0 = n) = nekλt. L’exploitation systé-

matique de cette méthode conduit au résultat suivant.

Théorème 10.3.2 (Processus de Yule). Supposons que N
(k)
0 ∼ δ1. Pour tout réel t > 0 et

tout entier k > 1 si Z1, . . . , Zk sont des v.a.r. i.i.d. de même loi que N
(k)
t alors (Z1 +· · ·+Zk)/k

suit la loi géométrique sur N∗ de paramètre e−kλt. En particulier,

E(N
(k)
t ) = ekλt et Var(N

(k)
t ) = k(1− e−kλt)e2kλt.

De plus e−kλtN
(k)
t converge en loi quand t→∞ vers la loi Gamma(1/k, 1/k) de densité

x 7→ (1/k)1/k

Γ(1/k)
x1/k−1e−x/k1R+(x).

Il est possible d’établir que le processus (e−kλtN
(k)
t )t>0 est une martingale uniformément

intégrable, et converge donc p.s. et dans L1 vers une v.a.r. de loi Gamma(1/k, 1/k).

Démonstration. On se ramène à λ = 1 par changement de temps. Fixons à présent s ∈ [0, 1]

et considérons la fonction f(n) = sn. On a P
(k)
t (f)(n) = E(sN

(k)
t |N (k)

0 = n). On s’intéresse

à la fonction génératrice gt(s) := E(sN
(k)
t |N (k)

0 = 1) = P
(k)
t (f)(1). La propriété de branche-

ment donne P
(k)
t (f)(n) = (P

(k)
t (f)(1))n = gt(s)

n et donc

L(k)(P
(k)
t (f))(n) = n(P

(k)
t (f)(n+ k)− P (k)

t (f)(n)) = n(gt(s)
n+k − gt(s)n).

L’équation de Chapman-Kolmogorov backward donne à présent l’É.D.O.

∂tgt(s) = ∂tP
(k)
t (f)(1) = L(k)(P

(k)
t (f))(1) = gt(s)

k+1 − gt(s).
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La condition initiale g0(s) = s donne enfin gt(s) = se−t(1−(1−e−kt)sk)−1/k. En particulier, gkt
est la fonction génératrice de kG où G est une v.a.r. de loi géométrique sur N∗ de paramètre
e−kt. Pour la convergence en loi, pour θ < 0, la transformée de Laplace

E
(

exp
(
θe−ktN

(k)
t

))
= exp

(
θe−kt

)
e−t
(

1−
(

1− e−kt
)

exp
(
θke−kt

))−1/k

=
(
ekt exp

(
−θke−kt

)
− ekt + 1

)−1/k

converge, lorsque t→∞, vers la transformée de Laplace de la loi Gamma(1/k, 1/k) :

(1− kθ)−1/k =

(
1/k

1/k − θ

)1/k

.

Remarque 10.3.3 (Fragmentation). La modélisation de la fragmentation peut être faite
plus généralement en utilisant une loi sur les partitions de [0, 1] avec un nombre possible-
ment infini de morceaux. Cela mène à la théorie probabiliste de la fragmentation.

Supposons que le mécanisme de fragmentation en k + 1 fragments consiste en une di-
vision équitable de la masse. À l’instant t > 0, la population de fragments est constituée
de N

(k)
t individus, positionnés sur un arbre k + 1 régulier (chaque individu fait k + 1 en-

fants puis meurt). Pour numéroter les individus, on introduit les étiquettes U = ∪∞r=0(N∗)r
avec la convention (N∗)0 = ∅, et où (N∗)r sert à numéroter les individus de la génération
r. Les individus vivant à un instant t donné peuvent appartenir à différentes générations.
La population à l’instant t est un sous-ensemble aléatoire Gt de U , et vérifie N

(k)
t = |Gt|. Si

Xu,t représente la taille de l’individu u ∈ Gt vivant à l’instant t alors la répartition des
masses à l’instant t dans la population est capturée par la mesure de probabilité em-
pirique µt = (1/N

(k)
t )

∑
u∈Gt δXu,t . Cette loi aléatoire donne la masse d’un individu choisi

uniformément parmi ceux vivants à l’instant t. Pour une fonction test f : R+ → R, on a

E
(

(1/N
(k)
t )

∑
u∈Gt f(Xu,t)

)
= E(f(XUt,t)) où Ut est de loi uniforme sur Gt. Intuitivement,

l’évolution de la masse le long d’une branche quelconque de l’arbre suit le processus TCP.
En réalité, il faut préciser ce que l’on entend par « branche quelconque » car un phénomène
de biais par la taille peut apparaître 3. On peut s’attendre par ailleurs à ce que la limite
en grande population de la mesure empirique des masses fasse apparaître une équation
d’évolution déterministe de la densité des masses, comme l’équation linéaire de transport-
fragmentation de Perthame, à comparer avec l’adjoint L∗ du processus TCP.

10.4 Notes et commentaires

Pour le processus TCP lui-même [OK08, LvL08, CMP10], pour la version branchante
[BDMT10], pour le processus de Yule [Har02, AN04, BG04], pour la fragmentation [Ber06],
et pour les ÉDP de transport-fragmentation [Per07].

3. Il s’agit d’un biais d’échantillonnage classique en statistique : un individu tiré au hasard a plus de chance
d’être issu d’une famille nombreuse.
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