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Feuille de TP n◦13
Transformée de Laplace en modélisation

1 Transformée de Laplace

Définition 1.1. On appelle transformée de Laplace d’une mesure de probabilité µ sur Rd la fonction Lµ : R →
R∗+ ∪ {+∞} définie pour tout t ∈ Rd par

Lµ(t) :=
∫

Rd

e〈t,x〉 dµ(x).

La transformée de Laplace d’un vecteur aléatoire X de Rd n’est rien d’autre que LL(X) et on a Lµ(t) = E(e〈t,X〉).
On définit également l’ensemble

Dµ :=
{
t ∈ Rd, Lµ(t) < +∞

}
,

et on notera int(Dµ) son intérieur pour la topologie de Rd.
Proposition 1.2. L’ensemble Dµ est un ensemble convexe non vide de Rd contenant l’origine 0 et on a toujours
Lµ(0) = 1. De plus, log Lµ est convexe sur Dµ. Enfin, lorsque d = 1, si le support de µ est inclus dans R+,
alors R− ⊂ Dµ; symétriquement, si le support de µ est inclus dans R−, alors R+ ⊂ Dµ.

Dans la suite, on considérea essentiellement les transformées de Laplace de variables aléatoires, i.e. d = 1.
Théorème 1.3. Soit X une v.a.r. de loi µ. Si 0∈ int(Dµ), alors Lµ est analytique sur int(Dµ) et X possède
des moments de tout ordre, donnés pour tout n ∈ N par E(Xn) = L(n)

µ (0). De plus, pour tout t ∈ int(Dµ), on a

Lµ(t) =
+∞∑
n=0

tn

n!
E(Xn).

Théorème 1.4 (Caractérisation de la loi). La transformée de Laplace µ 7→ Lµ est en quelque sorte injective.
Ainsi, si Lµ et Lν coincident sur un ensemble ouvert non vide en prenant des valeurs finies, alors µ = ν.

2 Transformée de Cramér

Définition 2.1. Soit µ une mesure de probabilité sur R, de transformée de Laplace Lµ. On appelle transformée
de Cramér Iµ de µ la transformée de Legendre de ϕµ := log Lµ, définie pour tout x ∈ R par

Iµ(x) := sup
t∈R

{xt− ϕµ(t)}.

La transformée de Cramér d’une v.a.r. X n’est rien d’autre que IL(X). La fonction ϕµ est parfois qualifiée de
« log-Laplace » de µ.
Remarque 2.2. Comme ϕµ(0) = 0, Iµ est à valeurs dans [0; +∞]. De plus, Iµ(x) = supt∈D{xt − ϕµ(t)} et, si
Dµ = {0}, Iµ est identiquement nulle.
Remarque 2.3. Soit X une v.a.r. de loi µ. Alors ϕµ et Iµ sont convexes. De plus, si X est intégrable avec
m = E(X), alors Iµ(m) = 0, Iµ est croissante sur [m; +∞[ et décroissante sur ]−∞;m]. Enfin, on a

Iµ(x) =


sup
t>0

{xt− ϕµ(t)} si x > m,

sup
t60

{xt− ϕµ(t)} si x 6 m.
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3 Grandes Déviations et concentration de la mesure

Théorème 3.1 (Inégalité de concentration de Hoeffding). Soit (Xn)n∈N∗ une suite de v.a.r. indépendantes et
bornées à valeurs dans [ak, bk] respectivement. Si Sn := X1 + · · ·+ Xn, alors pour tout x > 0,

P(Sn −E(Sn) > x) 6 exp
(
− 2x2

(b1 − a1)2 + · · ·+ (bk − ak)2

)
.

Théorème 3.2 (Inégalité de concentration de Bennett). Soit (Xn)n∈N∗ une suite de v.a.r. indépendantes, de
carré intégrable, et à valeurs dans ]−∞, c]. Si Sn := X1 + · · ·+ Xn, alors pour tout Vn >

∑n
k=1 E(X2

k) et tout
x > 0,

P(Sn −E(Sn) > x) 6 exp

(
− x2

2
(
Vn + 1

3 xc
)).

Théorème 3.3 (Théorème de Cramér-Chernov). Soit (Xn)n∈N∗ une suite de v.a.r. i.i.d. de loi commune µ de
transformée de Cramér Iµ. Soit Sn := X1 + · · ·+ Xn. On a alors les bornes asymptotiques suivantes.

Majoration. Pour tout ensemble fermé F de R,

lim sup
n→∞

1
an

log P
(

Sn

n
∈ F

)
6 − inf

x∈F
Iµ(x),

Minoration. Pour tout ensemble ouvert G de R,

lim inf
n→∞

1
an

log P
(

Sn

n
∈ G

)
> − inf

x∈G
Iµ(x).

On dit que la suite ( 1
n Sn)n∈N∗ satisfait à un principe de grandes déviations (PGD) de vitesse an := n et de

fonction de taux Iµ.
Remarque 3.4. Le théorème de Cramér-Chernov est vrai sans aucune hypothèse d’intégrabilité sur les Xn.
Cependant, lorsque les Xn sont intégrables avec m = E(X1) alors,

∀x > m,
1
n

log P(Sn > nx) −→
n→+∞

−Iµ(x) et ∀x 6 m,
1
n

log P(Sn 6 nx) −→
n→+∞

−Iµ(x).

4 Exercices et utilisation en modélisation

Exercice 4.1 (Qui est le plus fort ?). Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi normale
N (m,σ2) avec σ > 0 et soit Sn := X1 + · · ·+ Xn. Monter que pour tout x > 0,

P
(∣∣∣∣Sn

n
−m

∣∣∣∣ > x

)
∼ 2σ

x
√

2πn
exp

(
−n

x2

2σ2

)
.

Écrire un programme permettant de comparer, pour différentes valeurs de n, la probabilité ci-dessus avec
l’approximation donnée par le TLC, le PGD de Cramér-Chernov, ainsi que le développement asymptotique
précis, où les paramètres x, m et σ2 sont affectés par l’utilisateur.
Exercice 4.2 (PGD de la loi exponentielle). Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi expo-
nentielle E(λ) et soit Sn = X1 + · · ·+ Xn. Montrer que ( 1

n Sn)n∈N∗ satisfait un PGD de fonction de taux valant
(λx− 1− log(λx)) si x > 0 et +∞ sinon. Écrire un programme illustrant ce PGD.
Exercice 4.3 (Records). Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires i.i.d. absolument continues. Pour tout
n > 1, on note Rn le rang relatif de Xn, défini par Rn := 1 +

∑n
k=1 I{Xk>Xn}. Il est facile de voir que

P(Rn = rn) = 1/n avec rn ∈ {1, . . . , n}. Pour tout n > 1, si Rn = 1, on dit qu’il se produit un record à
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l’instant n. On s’intéresse à la variable aléatoire Zn comptant le nombre de records jusqu’à l’instant n, définie
par Zn :=

∑n
k=1 I{Rk=1}. Montrer que

Zn

log n

p.s.−→
n→+∞

1 et que
Zn − log n√

log n

L−→
n→+∞

N (0, 1).

Montrer que ( 1
log n Zn)n∈N∗ satisfait un PGD de vitesse log n et de fonction de taux valant x log x − x + 1 si

x > 0 et +∞ sinon. Écrire un programme illustrant ces résultats de convergence.
Exercice 4.4 (Processus auto-regressif). On considère le processus auto-régressif stable (Xn)n∈N défini par
Xn := θXn−1 + εn avec |θ| < 1, X0 = 0 et (εn)n∈N∗ i.i.d. de loi normale N (0, σ2). On estime θ par l’estimateur
de Yule-Walker

θ̂n :=
∑n

k=1 XkXk−1∑n
k=0 X2

k

,

qui est relié aux moindres carrés. Vérifier que

θ̂n
p.s.−→

n→+∞
θ et que

√
n
(
θ̂n − θ

)
L−→

n→+∞
N (0, 1− θ2).

On peut également montrer à l’aide du théorème de Gartner-Ellis (extension du théorème de Cramér-Chernov)
que (θ̂n)n∈N∗ satisfait à un PGD de fonction de taux

I(x) =


1
2

log
(

1 + θ2 − 2θx

1− x2

)
si − 1 < x < 1,

+∞ sinon.

Écrire un programme illustrant ces résultats de convergence.
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